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MODULO 7

Conteudos

Acerca deste Modulo Erro! Marcador nao definido.
Como esta estruturado este Modulo............cccceeeeveeennenn. Erro! Marcador nao definido.
Habilidades de aprendizagem............cccoeeevieenienieenncnne. Erro! Marcador nao definido.
Necessita de ajuda?.........ccceeveeeviienieeiiienieeieeee e, Erro! Marcador nao definido.

Licao 1 5
Conceito de limite de Uma fUNGAO........cueeiiuiiieiiiecieecee e e e 7

INEFOAUGAOD. ....eeiieieeeeee e et e et e e e e aaa e e e e 7
Conceito de limite de uma fungao...........ceeveeeiiiieiiiecie e 7
ReESUMO da LAGAO. .....viiiciiiiieiie ettt e e e e e e e eare e e aree e 14
ACHVIAAACS.......vviiiieiiiec et et e et e e e et e e e e e eata e e e e eaaeeeeeeaneeaeas 15
AVALTAGAO. ...ttt ettt e ettt e ettt e e et e et e e eta e e et e e e aa e e e bt e e etaeeeaeeeearaeas 16

Licao 2 17

CAICULO dE LAMILES.....eeiiiiieiiii ettt ettt eeeta e e et e e etreeeaaeeeeaeeeeanas 17
INEEOAUGAOD. ...t e e e ettt e e et e e e e eeaaaeeeeas 17
CAlCULO dE LAMILES.....oceiuriiiiiie ettt ettt ettt e eaae e e aee e eaaeeeeanee s 17

ReSUMO da LLIGAO.....ueiiiiiiiiee ettt et e e e eaae e e e eearaeeeens 23

ACHVIAAAC. ... ettt e e et e e et e e aaeeeetreeeeaaeeeaeeeeaaeen 24

AVAIIAGAOD. ....eii ittt e e e e e a e e e e are e e e e eaaeaeeenreas 27

Licao 3 28

CAlCULO dE LAMIEES. . .eeiiiiiiiieeeiiiee ettt e et e e e et e e eeaaeeeeeeanaeeeeanns 28
INETOAUGAOD. ...t e et e e e e e e aa e e e e eaaaeeeeaas 28
CAlCulo de LIMIteS.....cccoiiuiiieieeiiiee ettt e eerae e e eeaaeee s 28

Resumo da unidade.............oooviiiiiiiiiiic et 31

ACHVIAAACS.......vveiiiiiiiee e et e et e e e e e e eeara e e e e etaeeeeeeanaeeens 31

AVALIAGAO. ..ottt e e et e et e et et e et e e tt e e e aa e e e taeeeteeeeaeeeeaneeas 33

Licao 4 34
LIMIte NOS EXIICITIOS. ....eiuvieieurieeeitieeetteeeetteeeeteeeeeteeeeeteeeeteeeeaaeeeesseeeesseeeesseesesseeesseesseeens 34

INEEOAUGAOD. ... e e e e ettt e e et e e e eeaaaeeeens 34

LIITIIEE 110S EXUTEIIIOS e e e e e e eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeaaaeaeaeeeaaaeaaaaaaaaaeaaaaaeeaaaaans 34



ii Contelidos

Resumo da unidade...........ooeviiiiiiiiiiiiciece et ens 36
ACHVIAAACS.....eevvieiiieiiecie ettt et ettt et e et e et e esbe e saeesbeesseesnseenseesnseenseennns 37
AVALIAGAOD. ....eiei it e e e e et e e e e ara e e e etaeaeeenrees 38

Licao 5 39
LIMIES TITACIONAIS. .e.uvveeuvieereereerireeteeseteeteeseeeeseessaeeseessseesseessseenseessseesseessseenseessseeseensns 39
INEEOAUGAOD. ...t e e e ettt e e et e e e e eeaaaeeeeas 39

LIMILES TTACIONAIS. ...uveevieerriereieeieeriieeteesteeseeseaeeseesseeesseesseeesseenseessseeseessseeseessns 39

Resumo da unidade...........ooovviiiiiiiiiccee e 43
ACHVIAAACS. ..ottt ettt ettt e et e et e ssbe e saessbeeseesnseenseesnseenseennns 44
AVAIIAGAOD. ....eei it e e e e e et e e e ara e e e e eaaaaeeenraas 46
Licao 6 47
LIMIEES INOTAVEIS. ....vviieieiieie ettt ettt e ettt e ettt e e et e e e etteeeeeetaeeeeeeaaeeeeeeaseeeeeenseeeeeanns 47
INEFOAUGAOD. ... e et e e e e et e e e e enaaeeeeaas 47

LIMIte NOtAVEL....coiiiiiiiiiieee e et e s 47

ReESUMO da LAGAO. .....viiieiiieieiie ettt ettt e e et eeeareeeearee e 50
ACHVIAAACS.......uviiiieiiiee et e et e e e e e e e e bt e e e e eaaeeeeeeanaeaeas 51
AVALTAGAO. .. .ottt et e e et e e et e et e et e et e e e tte e e eaa e e e tteeeaaeeeaeeeeareeas 52
Licao 7 53
Limites de notaveis (CONTIMUAGAD).....c.uervrerrierreerirerieertieereesteesreeseesseesseessseenseessseenseens 53
INEEOAUGAOD. ...t e e et e e et e e e eeaaaeeeeas 53

LAMILE NOTAVEL....ecuviiiiiiiiiecie ettt ettt et e et eeeaeebeessseensaesnseenseennns 53

ReSUMO da LLIGAO.....ueiiiiiiiee ettt et e e eaae e e e eearaeeeens 55
ACHVIAAACS. ...ttt ettt e te et e et e et e esbe e saeesbeesseessseenseesnseenseennns 55
AVAIIAGAOD. ....eiiiiiiiiee et e e e e e e e et e e e e are e e e e etaeaeeenreas 56
Licao 8 57
Exercicios sobre diferentes tipos de HMItes.........cccvevvierieriienieniieieeie e 57
INEEOAUGAOD. ...t e e e ettt e e et e e e e eeaaaeeeeas 57

Calculo de limite de uma funGaA0..........ccueeeeviieiiiieiieceee e 57

ReSUMO da LLIGAO.....ueiiiiiiiee ettt e e et e e e raeeeens 58
ACHVIAAACS.......vveiiiiiiiee e et e et e e e e e e eeara e e e e etaeeeeeeanaeeens 61
AVALTAGAO. ...ttt e et e e e et e et e ettt e et eeett e e e aa e e e te e e etaeeebeeeeaneeas 65
Licao 9 67
Conceito de continuidade de uma fungao...........ccccveeeeiiieiiiieiiie e 67
INETOAUGAOD. ...t e e et e et e e e et e e e e eaaaeeeeaas 67

Conceito de Continuidade de uma fungao...........cccueeevveeeiiieeiiieeiee e 67
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MODULO 7

Visao Geral do Curso

Neste curso a distdncia ndo fazemos a disting@o entre a 11* ¢ a 12? classes.
Por isso, logo que terminar o estudo dos modulos da disciplina estara
preparado para realizar o exame nacional da 12? classe, que ¢ feito nas
escolas presenciais deste nivel de ensino.

O conteudo geral deste curso esta dividido por médulos auto-instrucionais.
Cada moédulo vai ser o seu professor em casa, no trabalho, na machamba,
enfim, onde quer que vocé deseje estudar.

Este curso ¢ apropriado para vocé que ja concluiu a 10? classe mas vive
longe de uma escola onde possa frequentar a 11, 12* Classes, ou esta a
trabalhar e a noite ndo tem uma escola proxima onde possa continuar os
seus estudos, ou simplesmente gosta de ser auto didacta e é bom estudar a
distancia.

O tempo para concluir o estudo de cada mddulo vai depender do seu
empenho e entrega no auto estudo. Esperamos que consiga concluir todos
os modulos o mais rapido possivel.

No Centro de Apoio ¢ Aprendizagem, também podera contar com a
discussao das suas duvidas com outros colegas de estudo que possam ter as
mesmas dividas que as suas ou mesmo duvidas bem diferentes que nao
tenha achado durante o seu estudo mas que também ainda tem.

Nesta disciplina de Inglés, vocg, terd, ao todo, 6 mddulos para estudar.
Concluido o estudo com sucesso, vocé esatara habilitado a realizar o
exame de conclusdo do ciclo na disciplina.




6 Contelidos

Conteudo deste Modulo

Caro aluno, este ¢ 0 3° Modulo da disciplina de Portugués, do Programa do
Ensino Secundario a Distancia do 2° Ciclo, oferecido pelo Ministério da
Educagao e Desenvolvimento Humano, através do Instituto de Educacao
Aberta E A Distancia.

O conteudo deste Mddulo encontra-se subdividido em ligdes. O que
facilita, sobremaneira, a sua aprendizagem, pois, voc€, ndo precisara de
lutar por reter toda a matéria da disciplina, a0 mesmo tempo, mas sim o
fard em partes (licdes).

Em termos de estrutura, cada ligdo, apresenta:
*Titulo tematico — indicacdo do asssunto da li¢ao
* Introducgao — linhas gerais do que vem abordado no modulo;

*Objectivos especificos — que respondem a pergunta: o que € que vocé
(aluno) deve saber, ou, deve saber fazer no fim da aprendizagem de cada
uma das ligdes? A indicagdo destes objectivos, em cada licdo, é sumamente
vantajosa para vocé, como estudante a distancia. Ajuda lhe a ajuizar-se do
que anda e do que ndo anda bem, na sua aprendizagem. Isto €, a controlar a
sua progressao na construgdo do conhecimento.

*Actividades e Avaliacdes - ao longo da aprendizagem das ligdes, vocé,
vai ter a oportunidade de testar o seu conhecimento. Por essa razao, é
convidado, desde ja, aresolver cada um destes tipos de exercicios, para
seguidamente consultar o resultado correcto (chave de correc¢ao) que
aparece, geralmente, no fim da ligdo, no caso da Actividade, e no fim de
modulo, em relagao a Avaliagao.

*Resumo - um pouco antes do fim de cada li¢do, encontrara o resumo do
conteudo principal da licdo.

*Teste de Preparacio - ja na parte final do modulo, vai encontrar uma
espécie de ultimo teste do modulo. Ele tem a fungdo de lhe assegurar e
garantir uma boa preparagdo para o teste de Fim do Modulo, que vai
realizar no Centro de Apoio ¢ Aprendizagem, CAA.

Caro, aluno, vocé sé podera passar ao estudo do médulo subsequente
depois de realizar o teste de fim do modulo, que se realiza no CAA, sob
supervisdo do gestor do CAA.

A equipa de trabalho do IEDA deseja-lhe, desde ja, um bom trabalho
académico!




MODULO 7

Licao 1

Conceito de limite de uma funcao

Introducgao

Vocé ja definiu o limite de uma sucessao, quando n tende para infinito no
modulo anterior, mas € aconselhavel revisitar este modulo para fazer uma

pequena recapitulagao.

Desta vez vamos estender o nosso estudo para o limite de uma fungao.por
isso tratando-se de limites os conhecimentos que adquiriu no moédulo

anterior serdo preciosos.
Ao concluir esta ligdo vocé sera capaz de:

= Explicar a nogdo de limite de uma fung@o com base na representacdo

grafica.
= Explicar a nogdo de limite de uma fungio segundo Cauchy.
Objectivos

= (Calcular limite de uma fun¢do segundo a defini¢do de Cauchy

= calcular limites laterais

Conceito de limite de uma fungao

Depois de recordar sobre conceito de limite de uma sucessdo, vamos em
conjunto definir o limite de uma fung¢@o. E bastante simples porque vocé ja

domina o conceito de sucessdo.




Contelidos

Consideremos no S.C.O ,valores de x cada vez mais perto de um dado
nimero a, e investiguemos o comportamento duma fungao f(x) para esses
valores de x isto significa ,considerar no dominio da fun¢do , uma
sucessdo convergente para o valor a e a partir dai, estudar o

comportamento da sucessdo das respectivas imagens.

e —— — e —— — — - — =

Seja a um ponto de acumulagdo do dominio de uma fungéo real de variavel

real X—)f(X).

O limite de f(x), quando x tende para a, ¢ b, sse(se e somente se) qualquer
que seja a sucessao (X . ) de valores do dominio da fungao f, tendente para
a, por valores diferentes de a, a correspondente sucessdo das imagens

(f (xn )) ¢ convergente para b. Ou seja :

X| 5 Xy Xy e X, —>a

£(x, ) £(x,) £(x;) s flx, ) o> b

Simbolicamente:

limf(x)=b <

X—a

o V(x,,)x, »a A(x, eDf \{a},VneN)=f(x,)>b
No concre estamos nos referindo ao seguinte:

Dada f (x) = x° .Investigar comportamento da fungio quando x tende

para 2.
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1°) passo

Escolhemos uma sucessdo que tende para 2 seja

W | W

X: 1,3,
2

5

2°) passo

Ao fazer x assumir cada valor do dominio teremos a sucessdo das

imagens f(x):

O termo geral desta sucessao

2
1 4 4
u”:(Z——j =4-—+— >4 qu
n n o n

o que significa

que ela converge para 4

Do mesmo modo,podemos verificar que escolhendo como dominio,uma

sucessdo convergente para 2, a sucessdo das imagens vai convergir para

4.

Olhando para o grafico de f(x) , qualquer que seja a sucessdo escolhida

que converge para 2, a sucessdo das imagens vai convergir para 4.

portanto:

W 4
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Conclusio
Podemos entender com muita facilidade que:

quando x tende 2, f(x) tende para 4,diz-se que f(x) tem por limite 4

quando x tende para 2.E escreve-se:

lim flx)= 1321)62 =4

Historicamente ha varias contribui¢des para a defini¢ao de
limite , mas nds escolhemos a definicdo de Augustin-Louis
Cauchy, por ter sido este Matematico Frances (1789-1857)
o primeiro a provar o teorema de calculo. Segundo Cauchy

o limite duma funcao ¢ definido da seguinte maneira;

Definicao

Seja dado um ponto a e uma fun¢do f definida num intervalo ]c;d [

onde c<a<d.Diz-se que o nimero real b e o limite da fun¢ao f quando
x tende para a se dado qualquer & positivo , existe pelo menos um O

também que depende de & tal que para cada x satisfazendo a relagdo

|x—a| < 0 tem-se que

|f(x)—b|<£.
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Simbolicamente

lim f(x)=b = V&>0:|x—a|<0 = |f(x)-b|<0

xX—a

Exemplo :

Demonstre que lim (3x +1 ) =7

x—2

Vamos aplicar a defini¢do de limite de uma fungdo apenas e chegamos a

solucdo sem margem de dividas, preste atengao:

|3x+1—7|<g = |3x—6|<e = b(x—2 )‘<g

o 3x-2|<s o k-2 g

facilmente, chegamos a seguinte conclusdo : Temos o valor o (8)

. £
(quer dizer ,0 depende de &) que é neste caso O :E .

Logo : LI P
3 3

Limites laterais

se considerarmos o limite apenas para os valores a esquerda do valor a, e
depois para os valores a direita do valor a em separado estaremos a definir

os limites laterais.vamos neste caso wusar a designacao:

X >a—0 ou x—a paralimitea esquerda x ->a+o0 ou

x—a’ paralimite a direita

Definicao

Se f(x) = b, quando x — a tomando apenas valores menores que a,

entdo b, designa —se por limite lateral a esquerda

1"
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12

lim0 f(x)=b, ou lim f(x) = b,
Definicao

Se f(x)—>b,, quando x — a , tomando valores maiores que a , entdo

b, designa-se por limite lateral a direita
Se f(x) lim0 f(x)=b, ou lim f(x)=b,

Definicao

Se os limites laterais forem iguais entre si e iguais a um numero finito
b,quando x tende para a, o limite quando x tende para a de f(x) sera igual a

b.

Se b,=b,=b = limf(x) =b

X—a

Significa que, no caso de existirem os limites laterais de uma funcao
num ponto, o limite da fungcdo nesse ponto existe sse se verificar a

igualdade dos limites laterais dessa funciio nesse ponto.

Exemplo:1

X
Consideremos a fungéo f (X)=U cujo grafico esta esbocado a seguir
X

Y A
|e—
-FI
—1”
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Repare que a toda a sucessao de valores de x, tendente para zero, em que
todos os termos sdo inferiores a zero,corresponde a uma sucessdo de
valores de f(x) tendente para -1. Por isso dizemos que f(x) tende para -1,
quando x tende para zero a esquerda isto é:

lim f (x)= -1

x—0"

Repare ainda que a toda a sucessdo de valores de x, tendente para zero, em
que todos os termos sdo maiores que zero, corresponde a uma sucessao de
valores de f(x) tendente para 1. Por isso dizemos que f(x) tende para 1,
quando x tende para zero a direita isto é:

lim (X)= 1

x—0"

Por isso podemos chegar a conclusdo de que ndo existe limite da funcdo

quando x tende para 0 porque os dois limites laterais sao diferentes.

13
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Resumo da Licao

14

7

Resumo

Nesta unidade vocé aprendeu que:

Se a e b sao numeros reais, diz-se que a fungdo real f(x) tem por limite b
quando x tende para a , se e sO se a toda sucessdo de valores de x

tendendo para a ,corresponder uma sucessao de valores de f(x) tendendo

para b. O que simbolicamente escreve-se: lim f (x) =b

X—a

Quando ¢ dado um ponto a e uma fungdo f definida num intervalo ]c ;d [

onde c¢<a<d.Diz-se que onimero real b e o limite da funcao f quando
x tende para a se dado qualquer & positivo , existe pelo menos um &

também que depende & tal que para cada x satisfazendo a relagdo

|x—a| <O tem-se que |f(x)—b| <eg

lim f(x)=b = Ve&>0:|x—a|<0 = |f(x)-b|<0

X—a

Aprendeu ainda sobre limites laterais que:

1.Se f(x) — b,quando x — a tomando apenas menores que a, entao b,

designa —se por limite lateral a esquerda

lim0 f(x)=b, ou lim f(x) = b,

X<—a—

2.Se f(x)—>b,,quando x — a, tomando valores maiores que a ,entao

b, designa-se por limite lateral a direita
Se f(x) limO f(x)=b, ou lim f(x)=b,

3. Se os limites laterais forem iguais entre si e iguais a um nimero finito b,

quando x tende para a, o limite quando x tende para a de f(x) sera igual a b.

Se b,=b,=b :>1imf(x) =b

X—a
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Actividades

2

=4

X
1.Demonstre que lim
=2 x—2

Aplicando a defini¢do teremos:

Actividades

x* -4

-41<0

Ve>0:|x-2|<0 =
x=2

x’ -4

|x* —4—(4x-8)|

x’ —dx+4
RO — & & |[——m
I

x—=2

-4 <&

x=2

(x-2)
oL <g<:>|x—2|<g<:> |x—2|< S
x-2

o=¢

: >2
2.Dada a fun¢do f (x) _JX parax
-1 para x<2

Calcular os limites laterais no
ponto 2 e averiguar se existe, ou wd
ndo limite de f(x) quando x tende

para 2. T

6
Construindo em primeiro lugar o N
3

grafico sera facil fazer a leitura.

t t u t T t T
—6 ¥ —4 =N >3 - 1

ek

Podemos reconhecer imediatamente que:

lim f(x)= -1

x—2"

15




16 Contelidos

lim £ (x)=4

x—2"

Dado que os limites laterais sio diferentes, ndo existe limf(x).

x—2

E pronto,vocé pode resolver os exercicios de auto-avaliacdo. Sem muitas

dificuldades
Avaliacao
. x+2  para x<3 . o
1. Considere a funcao Investigue o limite
2x+2 para x>3
Avaliagao desta fun¢do quando x tende para 3.

\/; se x<4

2.Considere a fungdo f (x) =
1 se x4

a) Represente a func¢ao e indique o seu dominio.

b)calcule,se existir:

limf(x); limf(x); limf (x)

x—5 x—1 x—4

16
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Licao 2

Calculo de Limites

Introdugao

Outcomes

Calculo de Limites

Ja definimos o limite de uma fun¢do na ligao anterior , avancemos para o calculo
dos limites aplicando a regra pratica,vamos ver também os teoremas sobre

limites de fungdes que irdo regular os nossos procedimentos durante os calculos.

Ao concluir esta ligdo vocé sera capaz de:
= Calcular o limite laterais.
= Calcular o limite de uma fungao
= [dentificar as formas de limites de fungodes.

= Aplicar os teoremas sobre limites no calculo de limites de fungdes.

Na licdo nlimero um vocé teve a oportunidade de investigar o comportamento
de uma fungao partindo do seu grafico, com vista a defini¢do do limite de uma
fung@o, de calcular os limites laterais assim como as condi¢des para existéncia

de limite de uma funcgéo,

Estes conceitos serdo bastante uteis ao longo das nossas licdes, vamos em
primeiro lugar rever as definicdes por forma a tornar os seus conhecimentos

mais solidos.

17
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Definicio de Cauchy

Seja dado um ponto a e uma fung¢@o f definida num intervalo ]c ;d [ onde c <a

<d. Diz-se que o nimero real b ¢ o limite da fungo f quando x tende para a se

dado qualquer & positivo, existe pelo menos um ¢ também que depende & tal

que para cada x satisfazendo a relagdo | xX—a | < O tem-se que

|f(x)—b|<g.

Limites laterais

AY
b+ep-------mmmmme— - r-------- A
b E --"i 2¢
b-g frmmmmmmmmmnoones
a—g a ateg "
Definicao

Se f(x) = b, quando x — a tomando apenas valores menores que a, entao

b, designa —se por limite lateral a esquerda lim0 f(x)=b, ou lim f(x) =
X<—a— X—a_

bl
Definicao

se f(x)— b,, quando x — a, tomando valores maiores que a ,entao b,

designa-se por limite lateral a direita

Se f(x) lim0 f(x)=b, ou lim f(x)=b,

18
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Se os limites laterais forem iguais entre si ¢ iguais a um nimero finito b, quando

X — a, o limite quando x — a de f(x) sera:

b=b,=b = lim f(x)=b

x—a
Vamos agora ver como calcular o valor do limite de uma funcao

Calculo de limite de uma funcao

Consideremos o limite lim (3x +1) podemos calcular o seu valor fazendo a

x—2

substitui¢ao da variavel x por 2 pois x tende para 2.

Muito simples,veja o procedimento:

1) lim(3x+1)=3.2+1=7
x—2

Trata-se de uma fungdo simples, é claro que a medida que a fungdo vai se
tornando complexa a forma de calcular o seu limite também vai exigir mais

atencdo e calculos.

Mais um exemplo:

2 2
2)limx +5_2+5_

=2 x2_3  22_3

9

Fécil , mais lembre-se que existem diferentes tipos de funcao
Vamos considerar agora os limite de funcdo quando x tende para o

Tomando como ponto de partida,a definicdo de limite quando x tende para um

valor a podemos dar definig@o neste caso com muita facilidade
Definicao

A funcido f(x) tende para o b, ( quando x tende para o ), se para cada nimero

& positivo se pode indicar um nimero n também positivo tal que para todos os

valores de x verificando a desigualdade |x|>n a desigualdade

‘f(x )—b ‘<8 ¢ satisfeita.

19
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Exemplo:

Podemos mostrar segundo Cauchy que:

lim X+ o
X—>®0 X
x+1 x+1-x
- —1|< ke olH<eolee
X X X
Wf>L = ne)
£
prossigamos

Existem regras ( teoremas) para o célculo de limite de uma fun¢@o, mais a
demonstracgdo destas ficara para mais tarde nesta fase, vamos concentrar a nossa

aten¢do a aplicacdo destes teoremas:

Teoremas dos limites de uma funcéo

Atendendo a definicao de limite de uma fungao num ponto podemos concluir

imediatamente que:

20
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1. O limite da funcao constante é a propria constante

limk =k

X—a

se limf(x) =f e limg (x)=g vale afirmar que:

2. O limite da soma € igual a soma dos limites

fim [ £(x)+£(x)]= Im F(x) +Emg(x) =f +¢

3. O limite da diferenca é igual a diferenca dos limites
]im[f{x)—g{x}] =lm f{x}—lim g[x}=f—g
raa a e

4. O limite do produto é igual o produto dos limites.

fim[ £(x).g(x)]-lim £(x) -lim g(x) = f £

5. O limite do quociente é igual ao quociente dos limites.

lim[ 7(x) £(x)] = lim (=) - timg(x)

I

Consideremos a seguir alguns exemplos de aplicacdao dos teoremas

considerados

Exemplol

. 3 2 1 3 . 2\_ 13 _
a) Xlir_rll(Sx +2x —1)—xlir_r11(5x )+ Xliril(2x ) XliI_llll
_ . 3 . 2\ 1
=5. xlir_lll(Sx )+2 xlir-? (2x ) xlil-llﬂ

= —5+2-1=—4

21
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Exemplo2

x -1 _

xlgll 2xt+3 lim(2x4 +3): 2.lim(x)

x—1 x—1

lim (x* —1) im(0)

x—1 x—1

4

_ U
+3 2.1+3 5

22
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Resumo da Licao

@ Teoremas dos limites de uma funcao

Atendendo a defini¢do de limite da fungdo num ponto podemos concluir

Resumo imediatamente que :

l. limk =k

X—a

2. 0se limf(x)=f e limg(x)=g

X—a x—a

fim [ F(x}+£(x)]= m 7 (x) +hm g (x) = +£
fim| (x)-£(x)] =lim £ (x)-1im (x)=F - £
fim[ £(x).£(x)]-lim £(x) -lim g(x) = f £

H[f(x} g(x)] = hmf(x] £ ]img(x}

I—>a I

e Para calcular o limite de uma func¢do quando x tende para um valor a

ou o, basta substituir o valor da variavel na fungao por a ou .

Caso ndo seja possivel determinar o valor do limite logo a primeira é
necessario fazer transformagdes algébricas e depois voltar de novo a

substituicao da variavel.

Repetir o processo sempre que for necessario para uma determinada

funcdo até que seja possivel encontrar o valor do limite.

23
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Actividade

Calcule os seguintes limites :

)

Actividade lim 5
x—>2x _3

. xX*+5  2°+5
lIim = =

~ =9
= -3 2°-3

Facilimo. E s6 substituir o X por 2 na expressao

2)

. x> =3
lim ———
=3 X" +x" +4

-3 (*/5)2—3 3-3 0

I im = = =—-=

B Xt x4 4 _(\/g)“+(\/§)2+4_9+3+4_16

Lindo, acertou usando o mesmo processo em (1)
3)

CoxT=2x+1
lim ————

x—1 X —X

X2 =2x+1 1P=21+1 0
1111’11 3 = 3 = —
x> X =X 1" -1 0

Desta vez o processo anterior leva na impossibilidade de solug¢do, como ja

sabe

das classes anteriores que uma fraccdo s tem sentido se o denominador

24
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for diferente

de zero. Mas temos outra via para evitar este problema, vamos simplificar a

fraccdo decompondo os dois factores

( numerador e denominador). Teremos:

x> =2x+1
m—

Viu como também foi facil porque vocé ja conhece o processo de

factorizagdo usando

casos notaveis. Assim chegamos a solugao.

Mais um exemplo em serd necessario simplificar a frac¢do racional

recorrendo a

A factorizagdo dos seus termos .

B X +3x7+2x . x(x2+3x+2) _ox(x+1) 2(-2+1)
m————————= A = —
2 x*—x—6 X2 (x+2)(x—3) x>=2 x—3 -2-3

4)

Mais um exemplo.

1
5) lim| —— 3 - =
=1l 1-x 1-x

lim —(x+x+1)+3 e S e O S
Hl(x—l)(x2+x+1 ) ot (x-1 )(x2+x+1 )_Hl (x—1 )(x2+x+1 )_

o (x=1)(x+2) x+2 1+2
=lim =lim = —
x—>1(x—1)(x2+x+1) x-1 (x2+x+1) 1+1+1

25
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Vocé acertou em cheio, pois:
1°) Reduziu as frac¢gdes ao mesmo denominador

2°) reduziu os termos do numerdor donde resultou um trinémio do segundo

grau

3°)decompds o numerador com base na regra de factorizagdo do trindmio

do

segundo grau

4°) simplificou os factores iguais reduzindo assim a expressdo para uma

fracgao
mais simples

5°) fez a substitui¢ao de x por 1

E pronto, preparou-se muito bem para resolver os exercicios de auto-avaliacdo.
A sua dificuldade pode residir nas formulas para decomposi¢do de
polindomios ,melhor € voltar a ler as ligdes sobre este assunto , pois esta matéria

ja foi tratada nos moédulos anteriores.
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Avaliacao
@ Avaliagado
Calcule:
Avaliagao
1)
3
lim —o% !

Hg 6x° +5x+1

(v-1) T

2)1112}1: x’ -1
3_
3)lim(ﬂ+lJ
x—0 x_4

27
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Licao 3

Calculo de Limites

Introducao

Objectivos

Calculo de Limites

Os teremas dos limites permitem o calculo de limites de varias fun¢des fazendo
a substituicao da variavel. Porém, nem sempre € possivel determinar o valor do

limite para algumas fung¢des usando este processo.

Vamos dedicar a nossa ligao ao estudo destes casos, pois,existe possibilidade de

contornar este tipo de situagdes.

Ao concluir esta ligdo vocé sera capaz de:

* Identificar casos de indeterminac¢@o no calcuo de limites de fungdes

» Aplicar transformagdes algébricas no levantamento de indeterminagdes

O limite de uma fugdo pode ser igual a um numero finito, ou +00 ou —o0.

E importante definirmos antes de mais nada o limite no caso em que a fungao
tem limite finito quando x tende para um valor infinito para mais tarde nao

ficarmos limitados durante os nossos calculos:
Definicao

A fungdo f(x) tende para o limite b, ( quando x tende para o ), se para cada

nimero & positivo se pode indicar um niimero n também positivo tal que para

28
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todos os valores de x verificando a relagdo |x|>n a desigualdade

‘f(x )—b ‘<S ¢ satisfeita.

Simbolicamente

limf(x) =b < Ve>0, In>0: |x|>n = V(x)—b ‘<g

X—>0

figura

Exemplo:

im 2 oy

X—>0 X

x+1

x+1—x
—1|<e — <

R

<e o I<|xe

X X

1
©|x|>; =n(¢)

Exemplo;

Este limite ndo sera finito para x = 2 como voc€ ja sabe , mas os seus limites

laterais podem ser determinados,veja

3x+2 1 im 3x+2_§_

x—2"

aseguir: 1lim = = =—=+00
S T T Timx—2 0
x—2"
_ 3xt2  1m3x+2 g
lim == = —=—00
-2 x—2 lim x-2 0
x—>27-

Formas Indeterminadas

Ao introduzirmos os valores +00 ou —oo para além de zero deparamos com
varias situagdes em que nao € possivel termos a solug¢do para o nosso problema,
estas sdo as chamadas formas indeterminadas. Por isso, 0s teoremas que

acabamos de ver ndo tém aplicagdo imediata em todos os casos de limites.

29
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veja o exemplos:

lim (x2 ~2x ):1 im x> — lim 2x= c0—o0 =2

X—>+0 X—>+0 X—>+00

. 3
2 lim x
) X 0
lim ——=—22—=—=9
=0 x+x limx’+x O
x—0

lima . x=11m ¢ .lim x=0.00=?

X400 X—>+0 X—>+00

E agora? Nao fique assustado, pois é possivel eliminar a indeterminagdo, na
licdo passada vocé foi capaz de calcular limites de algumas fun¢des em que por
via de substitui¢do da variavel nao foi possivel logo no primeiro passo. Mas, foi
possivel calcular valor desses limites usando outros processos. Vocé estava

perante casos de indeterminacao.

Estas formas indeterminadas ndo sdo Unicas, podemos ter também formas como

w .
—, resumindo-se em:
o0
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Resumo da licao

@ Nesta licdo voce aprendeu que:

Existem formas indeterminadas a saber

Resumo

Para os casos em que o calculo do limite da fungdo conduz nos a
formas indeterminadas existem procedimentos especificos
( transformacdes algébricas ) para sairmos dessa indeterminagdo e

ter valor de limite:

Vamos em conjunto realizar as seguintes actividades para mostrar

como fazer essas transformagoes algébricas

Actividades

As trnasformagoes algébricas que sao feitas dependem da forma que o limite

apresenta, vejamos OS Casos que se seguem:

1.Consideremos a fungao:

2
X +x—6
f (x) :ﬁ qual sera o limite desta fun¢do quando x tende 2 ?
X —3x+

Quando x tende para 2, os polindomios tém o limite igual a zero. Logo temos a

forma : —
0

K|
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Mas f(x) pode ser factorizada ficando na forma f (x):

(x+3) ) (x+3) 2+3
x#2, f(x):(xj: £1_rgm:;:5

E temos deste modo o valor de limite, a este processo se chama de levantamento

da indeterminagdo

NB no calculo de limites se ao substituir x por a deparamos com uma
indeterminacdo entdo ¢ necessario levantar essa indeterminacdo fazendo

transformacdes algégricas.

Mais um exemplo.

Temos uma forma indeterminada, vamos fazer transformacgdes algébricas até

conseguirmos determinar o valor do limite e isso € possivel.

—(x2+x+1)+3 P —x—143
¥l (x—l)(x2+x+l) xol (x—l)(x2+x+1)
2 —
o2 ()(xe2)

-1 (x—l)(x2+x +1) N (x—l)(x2 +x+1)

. x+2 1+2
lim — = =1
=l x"+x+1 1+1+1

Voce acertou em cheio, pois:

1°) Reduziu as frac¢des ao mesmo denominador
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2°) Reduziu os termos do numerdor donde resultou um trindmio do segundo

grau

3°)Decompss o numerador com base na regra de factorizagdo do trinomio do

segundo grau

4°) Simplificou os factores iguais reduzindo assim a expressao para uma frac¢ao

mais simples e consequentemente levantou a indeterminagéo

5°) Fez a substitui¢do de x por 1

Avaliacao

@ Calcule os seguintes limites

. +1 . x'-16
- X ptim — o tim &
Avaliagao x>0y —3x -1 x? 4 3x 42 =2 x—2
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Licao 4

Limite nos extremos

Introducao
Continuamos nesta licdo a falar do calculo de limites, desta vez, tomando
valores do dominio a tender para o os extremos tanto a esquerda —o0 como
para a esquerda direita + o0 do zero.
Ao concluir esta ligdo vocé sera capaz de:
» Calcular o limite de x" quando x tende para Foo.
. 1
* Calcular o limite de — quando x tende para . Foo.
X
Objectivos

= Calcular o limite de um polinémio quando x tende para *co .

Limite nos extremos

Consideremos os casos que se seguem:

1. O limite de x" quando x tende para + o

Ao aplicarmos o teorema relativo ao limite do produto verifica-se que:

lim x" =+ ; lim x" =

X—>+00 X—>—0

{-l-oo se né par

-0 se n ¢ impar

ex: lim x> =+o ;

x—>—0
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1
2. O limite de — quando x tende para £ o
x

Aplicando os teoremas obtemos

1 .1 |0" sen¢é par
lim —= 0" ; lim P .
x40 X oo X 0" se n ¢ impar

3. O limite de um polinémio quando x tende para * o

O limite de um polinémio conduz-nos a indeterminagdo do tipo

00 —00 -
,logo temos que recorrer a outro processo par calcular o limite:

Exemplo;
: 2 . 2 3 1
lim (2x* =3x+1)= lim 2x*(1-—+——) =1
X—>+0 X—>+w 2x 2x
1
Pois vocé ja sabe os termos 2x 2x" tém limite igual a zero (0 ) quando x

a
tende T° e ©=0.

—o0 . :
O mesmo acontece quando x tende para . Dai a seguinte regra geral

Regra geral

Quando x tende para £ | 0 polinémio tem o mesmo limite que o seu termo

de mais alto grau.

lim (alx" +a, X" +ax" +o )= lim a,x

X—>to0

Atencgio: A regra s6 é aplicada no caso em que x tente para £%° e ndio quando o

x tende para um valor finito.
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Resumo da licao

@ Nesta li¢do voce aprendeu que :

+0  se n par
: n : n
e Ilimx"=400; lim x" =

Resumo X0 X -o —o se n e impar
+ r
1 | 0" se n ¢ par
e lim—=0" ;0 lim—= _
o X x> X 0" se n € impar

e Quando x tende para 1% | 0 polindmio tem o mesmo limite que

O limite do seu termo de mais alto grau.

lim (alx" +a, X" vax" )= lim a,x"

x—rdoo x—*oo

Passemos a resolucio em conjunto de alguns exercicios
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Actividades
Calcule o valor dos seguintes limites:
I 1
3 x3 —3+72+73
. I+x-3x . x° x -3
D lim ————= lim = —=-1
Actividades e bt a3 e M 11 3
x X
1
3 x3(1+2j 3
2) lim — = Iim X~ gim == =0
xoe T _3x° 4]  xo 4( 3 1 j x—® y 0
X 1_724‘74
x° X

3 2
3) lim | —=————|=
ow | 2x +1 2x+1

- x° 1+L
. 2x4—x3—(2x4—x2) ) x? .
=]im ; > = lim =-=—1lim
oo 4yt 22xT42x+1 0 oo 3( 2 2 1) fares
X 4-—*4'72"'73
X Xx° x
1
I+—
M: 1
4 4

Muito simples, agora resolva no seu caderno os exercicios que se seguem para

que possa medir o seu progresso.

37




38

Limite nos extremos

Avaliacao

38

O

Avaliagao

Calcue o valor de:

x* -1

lim 2
1) o 2x°+1
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Ligéo 5

Limites irracionais

Introducgao

Objectivos

Continuando com o estudo de limites, as expressodes irracionais dao origem as
fungdes irracionais e dai surge a necessidade do calculo de limites deste tipo de

funcgdes, este sera o foco da nossa ligdo.

Ao concluir esta ligdo vocé sera capaz de:

= Calcular limites de fungdes irracionais

Limites irracionais

Podemos definir limites irracionais como limite cuja fungdo € irracional.

Importa agora procurar um processo para calcular o limite deste tipo de fungdes
caso encontrarmos uma forma indeterminada ao substituir o valor de x na

fungdo dada.

No célculo de limites de fungdes irracionais devemos nos apoiar nos principios
validos para as expressdes irracionais portanto, como proceder para tornar

expressoes irracionais em expressoes racionais. Ao calcular limite deste tipo de

39
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Limites irracionais

40

fungdes podemos chegar a situagdo de indeterminagdo e para desta nos

desembaragar precisamos de fazer racionalizacdo das expressoes irracionais.

Recorde-se que a racionalizacdo depende do tipo de expressao irracional por
exemplo:

1. Quando temos uma expressao tipo multiplica-se o numerador e o

B
JA

denominador pela pelo radical para racionalizar o denominador.

x+1 _(X+1)\/g_ (x+1)+2x
V2x Vaxaxo 2

Exemplo:

C

2. Quando temos uma expressao tipo ————— multiplica-se o numerador e

JA+B

o denominador pela pelo conjugado do denominador para racionalizar o

denominador.

Note que, a racionalizacdo pode ser tanto para o numerador como para o
denomidor ou mesmo uma expressdo com radicais que ndo seja frac¢ao desde

que haja necessidade para o efeito.
Ja se lembrou de certeza como racionalizar as expressoes irracionais

Vamos considerar agora, limites com expressoes irracionais :

0

1. lim
x—9 x-9

oo

Como pode ver substituindo x por 9 na expressdo, obtém-se uma

. : 0 : . -
indeterminacao (O , para levantar a indetrminag@o temos que multiplicar

ambos factores da frac¢@o pelo conjugado do numerador.assim:
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lim *ﬁ;‘3=4nn(\ﬁ;_3xsﬁz+3)= lim (\6;y2_9
x—9 X9 (x-9)(Vx+3) x>9 (x-9)(vx+3)

- fim 221
x—9 Jx+3 6

Observe que os conhecimentos que vocé tem sobre os produtos notdveis sdo

importantes para racionalizacd destas expressdes.

2.
. 2n+3 (w]
lim =|—
n—>00 n2+1 *
(2n+3)( n2+lj (2n+3)( n2+1j
. 2n+3 . .
lim ———= lim y = lim 5=
n—o ./ 2 n—o0 n—>00
n”+1 ( n2+1j ( n2+1j
2 1
(20+43) o] 1+ -/ [n[2+2?jJ}\
= lim = lim — 0.2 =0

n—oo ) 1 X—>0 }\
n 1"';2Z

Correcto, neste caso multiplicou ambos os factores da frac¢ao pelo
denominador porque a expressdo “soma’esta sob o sinal de radical ou seja

constitui o radicando, logo ndo precisou de usar o seu conjugado

3. lim vn+l —\/IT

n—oo

O levantamento da indeterminag@o consiste em multiplicar e dividir a expressao
pela sua conjugada pois a substituicdo diecta do n por oo resultard uma

indeterminagdo do tipo oo-00

4
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lim \/ﬁ—\/gz(oo—oo)

n—o

() areR)
Jim ot =dn = lim (Varidn)

= lim I(H ){ l
n—)oo(\/FjL\/_) 0

=0

Acertou em cheio pois, vocé ¢ inteligente

x—1-2 (\/E—Z)(\/E+2):

lim — = lim

X—>5 X5 x55 (x—5)(ﬁ+2)

= lim x-1- )

= lim

Xx—5(x— )(\/—+2) x%SM(F+2)

1

1
J5-1+2 4

Exacto, multiplicou ambos factores da frac¢ao pelo conjugado do numerador,

simplificou a expressdo e por ultimo substituiu x por 5

. \/x+h—\/;
5- hm R —
h—0 h

Vamos manter os passos do exercicio porque a expressao tem a mesma forma

. x+h—Vx (oj
lim ——=| —
h—0 h 0
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lim Vath-vx _ lim Vathodx lim (M—&)(M+\/§):

h—>0 h h—>0 h h—0 h(\/x+h +J§)

T X0 C) NENS B
50 K (b k) Vr s 2V

parax >0 =lim lim

\/x+h—\/; _ 1
h

2
Resposta : h—0 Vx
. x+h—Jx
parax <0 = Im ————=w
h—0 h

Resumo da ligao

@ Nesta li¢ao voce aprendeu que:

As expressdes irracionais conduzem a fungdes irracionais e

Resumo consequentemente, podemos ter o calculo de limites destas fungdes.

O calculo deste tipo de limites basea-se no processo de substitui¢do da

variavel na fung¢do.

Tal como nos casos anteriores, existem casos de indeterminacdo e para
levantar esta indeterminacdo ha que considerar os procedimentos para a

racionalizag@o de expressdes irracionais.

Vamos através da resolugdo dos exercicios que se seguem aplicar com que

acaba de ler
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Actividades

Consideremos o seguinte exemplo:

Nx+2- 2
m—

x—2 x - 2

Actividades
Se substituirmos o x por 2 vamos encontrar uma indeterminacao do tipo

0 .
6 ? como proceder? nao fique preocupado pois esta preparado para

resolver o problema. ja estudou a racionalizac¢do de expressoes irracionais. o

Processo sera o mesmo.

parax #2

«/x+2—2_(1/x+2—2) (Wx + 2 + 2)
x-2 @« -2  (x+2+2

o (x+2) -2 ~ x -2

(x-2)(Yxr + 2 +2)  (@-2)k-2+2)

Isso mesmo, voce acertou pois ja sabe que:

Basta multiplicar os factores do quociente ( numerador ¢ denominador) pelo

conjugado do radical.

logo:

Jx+2- 2 1 1 1

lim Y ° — im = =
= x = 2 =2 x+2 42 242 +2 4

mais um exemplo:

A2x+1 —

Iim—————=

3
o x2 2
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[y
T 2

. (2x+1-9)Jx—2++2)

ot (x—2-2)((2x+1 +3)

2e-4)yx—2 +v2) 242 +42) 2243 22

=4 (x—4 2x+1 +3) 2,441 +3 6 3

Pronto ,siga sempre os mesmos passos ,e em cada fase dos calculos

investigue se substituindo o valor de x continua a indeterminagao ou ndo , se

sim , continue a fazer as transformagdes algébricas.

Se ndo , podera de imediato fazer a substituicdo e obter logo o valor do limite

conforme o seu objectivo.

W_ 1{0}

lim —
X—)O X2 0
2
(3\/1+x2 —1)[{%/1—8} Shex? +1}
lim =

0 !(JJJ}

. 1+2x+x 1
= lim =

1
50 2 L(1+1+1) 3
X2 H%/l—xz J +?\,/1—X2 +1]

Agora, tente resolver os exercicios que se seguem:

45




46 Limites irracionais

Avaliacao

O

Avaliagado

46

Determine os limites

) lim J1 + x* -1 g -1 = 2

, 2) lim

x—> 0 x2

Veja se acertou os dois exercicios, comparando as suas respostas com as que

sdo dadas no final do modulo:
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Licao 6

Limites Notaveis

Introducao

Ja aprendemos como calcular limites que envolvem casos de indeterminacgdo.
Entretanto outros limites exigem o uso de recursos adicionais de limites
previamente calculados que funcionam como igualdades aceites a priori ¢
chamadas limites notaveis.
Ao concluir esta ligdo vocé sera capaz de:

. . . senx

»  [dentificar limite notavel  lim =1
x—0  x
T . senx o
Objectivos »  Aplicar limite notavel lim =1 nos calculos com limites.

=0  x

Limite notavel

O seno e a tangente de um angulo valores muito préximos ( praticamente
iguais), voce pode verificar isso na tabela trigonométrica ,mas s6 para ilustrar,

consideremos a seguinte tabela de valores e o comportamento dos respectivos

graficos.
Angulo em graus 10° 5° 1°
Angulo em rad 0,1745329 | 0,0872665 | 0,0174533
tga 0,1763270 | 0,0874887 | 0,0174551
sena 0,1736482 | 0,0871557 | 0,0174524

47
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tga/sena y = tga

L y = sena

v

Angulo em graus/rad

observe que: quando « =0 temos: sena= a= tga

Analiticamente

Consideremos um circulo trigonométrico ( de raio iguala 1)
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a emradianos, a=/ AOC

b

Appos < Agector (a00) < Aapoc

1 1 1
Ajpop = 3 OB . AB = EOA seno. = 2—sn(x

1
Asector(AOC) = E OC .AC=

N | —

A \poc :% OC . CD = % OC OA . tga = ;—tga

Substituindo :

1 1 1 L 1
— senot < —o < —tgoe  dividindo por |—| teremos
2 2 2 2

sena. < o < tgo dividindo  por (sena > 0)
a 1 sena
1 < < S 1 > > cosa
seno cosax (04

(esta desigualdade e valida para todo o dominio R)

14
—_

Agora,quando o ~ 0 , cos o ~ 0 entao
cosa

o

portanto , estara entre o valor 1 e uma funcdo que tende para 1 quando

sena

a — 0. Assim: verifica-se que:

[0 sena
— 1 para a — 0., ou — 1 para a—0.
sena (04
Simbolicamente
. sena . .
lim =1 significa para o — 0. = sena — 0

x—=0
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Limites Notaveis

Chama-se limite notavel

Note que o angulo & pode ter varias designagdes, o que importa é a forma que o

limite apresenta. Neste caso a aplicacdo da propriedade sobre limite do

quociente leva-nos a uma indeterminacao {6}

Resumo da Licao

/7

Resumo

50

Nesta licao voce aprendeu a identificar e usar o limite notavel

senx

trigonométrico  lim =1

x—=>0 X

Agora, vamos em conjunto realizar algumas actividades,é uma oportunidade

para medir o seu nivel de compreensdo da matéria.
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Actividades

Actividades

Actividades: calcular os seguintes limites

sen2x

=2.1=2

1) lim 32X _ [im 22X 5 _ 21im

x>0 X x=0  2X x>0 2x

Optimo, voce acertou pois multiplicou o limite por 2 para poder encontrar a

- . _sena . .
forma do limite notavel lim———=1 que acabamos de deduzir e substituir

=0
o seu valor por 1
seno
. tgo . . senal
2) lim 2% = lim S98% _ i =1
a0 o a0 o a—0 OL.COSQL

facil, vocé obteve 1 porque substituiu cos 0 por 1 e identificou o limite

notavel , continua assim.

sen3x [Sen?)x 2x 3)_113
—_— 1.5

3) =20 sende M TR Ceny 2

3
2

Isso mesmo vocé ja sabe identificar os limites notaveis com muita facilidade,
por isso ,bastou logo a primeira tornar a expressao do limite num produto de
factores tendo em conta os limites notdveis para a seguir fazer as

substituicdes e chegar ao resultado sem sobressaltos.

51




52 Limites Notaveis

Chegou o momento de fazer a sua auto-avaliagdo, resolva os exercicios que se

seguem

Avaliacao

@ Calcule:

Avaliagao

1) lim senSx
x—0 X
2) lim senax
x>0 senbx
3)  lim &%
x—0 tgx

Confira as suas resposta
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Licao 7

Limites de notaveis (continuacao)

Introducgao

Objectivos

Limite notavel

Dando continuidade ao estudo de limites notaveis, existem casos de limites de
funcdes que ndo sdo trigonométricas mas conduzem a formulas que possam
facilitar os calculos com limites. Vamos demonstrar esta formula nesta li¢do e

mostrar como ela pode ser aplicada nos calculos com outros limites.

Ao concluir esta ligdo vocé sera capaz de:

n
= |dentificar limite notavel lim (1—!——) = e nos calculos com limites.
n—>0 n

* Aplicar limite notavel lim (1+— = e nos calculos com limites.
n—>0 n

Pode se falar antes do nimero e mas ndo desta forma.

Definicao

- . BE
Chama-se numero e ao limite da variavel (1+— quando n — o
n

simbolicamente
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Quando se tratar de fungdes , temos :

X
(1+—) =e ; logo , o limite pode ser escrito como
x

x—>wo= a—0

1 1
—=a &x=—
X a

lim(1+x)§:e

x—0

lim(l+a)é =e

a—0
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Resumo da Licao

/7

Resumo

Nesta ligao voce aprendeu que:
: Y
Im|l1+—| =e
n—>o n
Quando se tratar de fungdes , temos :

X
(1 +—J =e ; logo , o limite pode ser escrito como
X

lim(1+x)§:e

x—0
x—>wo= a—>0
1 1
—=a &Sx=— i Lo
X a 1m(l+a)a =e
a—0

Actividades

Actividades

. 1 n+5 . 1 n . 1 5
lim| 1+— =lim|l+— | .lim|/1+—| =e.l=¢
n—o0 n n—o0 n n—o0 n

facil ndo é? primeiro transformou a expressdo poténcia da soma num

produto de poténcias com bases iguais,consequentemente obteve produto

dos limites .em segundo lugar vocé€ identificou o limite notavel

n—0

n

. 1Y . . .
lim (1 + —j e fez logo a substituigdo por ¢ ,por Gltimo substituiu n por
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56 Limites de notaveis (continuagéo)

1
obtendo assim o valor 1 pois —=0.
e}

Agora tente resolver sozinho os seguintes exercicios

Avaliacao

@ Avaliacao

Calcule o seguinte limite

1 x+3
1) lim (1+—j
X—>0 x

2) lim (1—%
X—>0 x

Avaliagao
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Licao 8

Exercicios sobre diferentes tipos de

limites
Introducgao

Estudamos limites de varios tipos de fungdes,vamos dedicar esta ligdo para
resolugdo de exrcicios onde vocé proprio vai identificar o limite e fazer a
escolha do método mais adequado para cada caso:

Ao concluir esta ligdo vocé sera capaz de:

= Calcular limites de diferentes tipos de fungdes
Objectivos

Calculo de limite de uma funcao

Antes de mais nada vamos fazer o resumo de todas as propriedades que nos

guiam no calculo de limites:

57




58

Exercicios sobre diferentes tipos de limites

Resumo da Licao

58

7

Resumo

e A condicdo necessaria e suficiente para que exista o limite de f(x), é

que de existam e sejam iguais os limites laterais de f(x) a esquerda e a
direita de a lim f(x) = lim f(x) = lim f(x)
x—a

x—a” x—a*

e Sef(x) —»limb , quando x — a, tomando valores maiores que

a,entdo b, designa-se por limite lateral a direita

E escreve-se lim f(x)=b, ou lim f(x)= b,

x—a+0

e Se os limites laterais forem iguais entre si e iguais a um niimero b,

quando x — a, o limite quando x — a de f(x) sera:

b=b,=b = lim f(x)=b

xX—a

e Teoremas dos limites de uma funcao

se limf(x)=f e limg (x)=g

xX—a x—a

D lim [ f(x)+g(x)]=lim f (x)+limg (x) =/ +g

X—a

O limite da soma ¢ igual a soma dos limites

2) lim[ f(x)-g(x)] =tim f (x)-lim ¢ (x)=/ g

N X—a

O limite da diferenca ¢ igual a diferenca dos limites

3)lim| f(x).g(x)|=lim f (x) . limg (x)=/.g

xX—a xX—a x—a

O limite do produto é igual o produto dos limites.

X—>a X—a

4) )1(1_r)13[f(x) g(x)] =lim f (x) : limg (x)
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O limite do quociente ¢ igual ao quociente dos limites.

Formas indeterminadas

1. O limite de x" quando x tende para oo .

S ., |+ se n par
lim x" =+o00; lim x" = )
X+ x> -0 se n e impar

ex: lim x> =+ ;

x—>—0

|
2. O limite de — quando x tende para oo
X

1 . .1 |0" sene par
=0 ; lim —=
x> X 0" se n e impar

lim

x40 3

limite de um polinémio quando x tende para *co .

Quando o limite de um polindmio conduz-nos a indeterminagdo do tipo

o0 —o0 ,logo temos que recorrer a outro processo par calcular o limite:

Limites irracionais

Quando a funcao ¢ irracional € necessario racionaliza-la em_primeiro lugar para

depois calcular o seu limite..

Limites Notaveis

lim 2% lim (1+1J .

x—0 [04 n—»o n
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60 Exercicios sobre diferentes tipos de limites

Depois de ler as propriedades sobre o calculo de varios tipos de limites, de
certeza, voce ja se preparou para esta aula de exercicios. Vamos entao resolver

juntos os exercicios que se seguem:
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Actividades

Actividades

1.Calcule os limites laterais nos seguintes exercicios:

b) im—— ¢) lim~/3x+7

x—1 1_ X x—7

2.Determine os seguintes limites, levantando a indeterminacao ,caso exista:

2
x+1 b) lim X +x

x>0 X~ —3x

a) lim
)H—l x2+3x+2

3 Calcule aplicando os varios processos que aprendeu

) i | by i NESE| + ﬂxz + 1
a m — im
X—>0 2X2 + 1 X—0 4[x4 + 1 = 5[x4 + 1
3 2 2 _

o) lim 4x : 2x° + x d) lim X : + 3x 10

x>0 3x° + 2x -2 3x* — S5x — 2

4x

e) lim[1 + lj 7) lim S

X—>00 X x—0 X

Resolucao

O primeiro passo sempre € 0 mesmo para todos os limites de uma
fun¢do .portanto , fazer a substituicao na funcdo de x = a.e verificar se o limite

tem definicao para x = a.

vamos a isso:
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Exercicios sobre diferentes tipos de limites

62

. b . X 1 . b 1 N .
b) lim—— ; lim =—-0 ¢ lim——=-—=+00 ndo existe
] —x = l-x 0 worl=-x 0

o limy3x+7=43.7+7 =428

2
2. a)lim——! b) lim ==
-l x” +3x+2 0 X~ —=3x
a) lim 2x+1 = 2_1+1 =9 (indeterminado)
=>-1x° 4+3x+2 (—l) +3(—1)+2 0

temos uma indeterminag@o , mas podemos levantar esta indeterminagao

factorizando o denominador. Trata-se neste caso de um trindmio do 2° grau,
. ’ : 2
basta aplicar a férmula para o efeito ax” +bx +c=a (x —-X, )(x —X, ) ,
X, e Xx, podemos calcular atraves da féormula resolvente para equagéo do 2°

grau.
Assim, teremos :

bastante simples, pois vocé€ ja domina perfeitamente a decomposigao de

polindmios em factores,

2
by lim- g o) g el 0+l 1
=0 x* =3x 50 x2(x=3) =0 x(x-3) 0(0-3) 0

Neste caso também se pode observar com muita facilidade que a substitui¢do
imediata de x por 0 leva-nos a indetermina¢ao,logo recorremos decomposi¢do

dos factores do quociente, para depois fazer a simplicagdo da expressao.

Simplificada a expressdo fazemos a substitui¢do de x por 0, e verificamos se a
inderterminacdo se mantem. E claro que desta vez eliminamos esta

indeterminagao e calculamos o valor do limite.

Para calcular os limites quando x tende para infinito,convem usar o metodo de
decomposicao de polindmios colocando em evidéncia um factor. em caso de se

verificar a indeterminagdo ao fazer a substituicdo imediata de x por a.
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. 1 1 1 ep
a) lim———= lim = — como —=—=0 foi ficil chegar ao
x> Dy X—0 2( 1 J 2 X 0
x| 2+ —
X
resultado.

Vamos usar o mesmo procedimento para alinea b porque também e um limite

quando x tende para infinito.

b)

Lindo, ¢é so prestar atengdo em cada passo, voce chega ao resultado.

A -2x+x . xf4x—x+1) . 4xP—x+1 4.0-0+1 1
c) lim > = lim =lim = ==
=0 3x742x  amo x(3x42) 0 3x42 3.042 2

De certeza que descobriu que depois de uma simplificacdo e necessario fazer a
substituicdo de x por a para verificar se a indetermingdo se mantem ou se foi

eliminada.
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Exercicios sobre diferentes tipos de limites

64

2
d lim > 2+3x 10 _ im (x+5)(x 2) ~ lim x+5 245 _1
=2 3x° =5x-2 2 1) «523x+1 3.2+1
3(x-2) x+

Optimo, voce esta a progredir muito bem, fez a decomposic¢ao dos factores do
quociente usando a formula de factorizagao de trindmios do 2° grau com base na
formula resolvente para o calculo das raizes e a seguir fez as simplificagdes ate

eliminar a indeterminagao.

Nas alineas ¢) e f) estamos perante limites notaveis , entdo , ¢ importante que
vocé identifique o limite notavel. A seguir faca transformacdes algébricas que

permitam a aplicacdo do limite notavel identificado.

e)

1 4x l x
lim[l+—} = lim (14——} e’
X0 X xX—>0 X

(Recorde-se da regra do calculo de potencia de uma potencia)

lim SEPRX _ i Ksembor . senkx ek Tim Sel’;b“ —k1=k

f) x—0 X x—0 kx x—0 x—0

x—0

Agora chegou a vez de medir o seu nivel de dominio da materia sobre limite de

uma funcao.Resolva os exercicios que se seguem,e confire as suas respostas.
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Avaliacao

O

Avaliagdo

1.Calcule os limites das seguintes fungdes:

lim (4x + gj
x—0 X

o ofl+x+xt -1
S -0

. 1+x -1 [lj
lim——— ; —
C) x—0 X 2

mSel’l?Z'X : (7[)

; (+oo )
a)

d) x—0 X

2x
lim (1 + lj
e) X—>0 X

x* +4x° + 4x

lim ———— ; (0)

=2y —x—6

2.Calcule aplicando teoremas sobre limites

} x+1
c¢) lim —
x>l X +3x+2

4) im Y2

x—3 x-3
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66 Exercicios sobre diferentes tipos de limites

- o . . + oo
Limites de fun¢des racionais para X—=>*

3.calcule o valor dos seguintes limites:

o l=x—x?
b) lim — >
x40 X° +x+1

. =30 +2x7 +5
c) lim
x—>=o0 x+1
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Licao 9

Conceito de continuidade de uma

funcao

Introdugao

Durante a ligdo dedicada ao estudo de fungdes,consideramos varias fun¢des
continuas, mas porqué continuas?
Intuitivamente associamos a continuidade de uma fungdo a continuidade da sua
representacdo grafica, isto é,somos levados a considerar fungdes continuas
todas aquelas cujo grafico pode ser tragado sem levantar o 1apis da folha de
papel.
A definicao que vamos dar de fungao continua corresponde a esta posicao.
Embora para fungdes definidas em dominios diferentes de R se afaste ja do
simplismo da intui¢ao. Tera oportunidade de estudar com detalhes este conceito
de continuidade nesta li¢do.
Ao concluir esta ligdo vocé sera capaz de:

= Explicar o conceito de fun¢do continua num ponto.

= Explicar o conceito de fun¢do continua num intervalo.

Objectivos = |dentificar uma fungdo continua dado o seu grafico.

Conceito de Continuidade de uma fungao
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68 Conceito de continuidade de uma fungéo

Consideremos as seguintes funcdes:

Ay

1. f(x)=x

fi(x) = x?

v

O grafico desta fun¢@o e uma parabola e para qualquer valor de x = a temos:

lim £,(x) =lim f,(x)=£,(a) = lim £,(x) =/ (a)

xX—a

2. f,(x)  lim lim

x—0" x—0"

x+1  para x<0
fz(x):{

-x+2 para x>0

N
=
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A funcio e definida no ponto x =0, mas :

lim f,(x) =1 e lim f,(x)=2  entdo ndo existe lim f,(x)
x—0" x—0" x—0

Podemos considerar mais casos tais como:

A fungdo nao ¢ definida num ponto mas os limites laterias sdo iguais.

A partir destes exemplos podemos chegar a seguinte definig¢o:
Continuidade num ponto
Defini¢éo
Uma fungdo € continua no ponto X = a se € so se ;
1. f(a) ¢ definida
2. lim f(x) = lim f(x) = f(a)
x—0" x—>0"
Por outro lado pode-se afirmar que uma fungao € continua quando o seu grafico

ndo tem interrupgdes Donde se pode concluir que todas fungdes polinmiais sdo

continuas,bem como as fungdes seno e co-seno.

Se a fungdo ndo obedece a situacdo dada na definicdo,entdo diz-se descontinua.
Continuidade num intervalo

Definicao

Uma funcao f(x) definida num intervalo diz-se continua neste intervalo se ela

for continua em cada ponto deste intervalo.
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Conceito de continuidade de uma fungéo

x+1  para x<0
No exemplo (2) f, (x) =9 x+2 para x>0 voce pode observar que

esta fungdo a volta do ponto zero (0) da um salto., isto significa que ela ndo e
continua no intervalo que inclui zero como por exemplo [— 2;2 ] e diz-se que
0 ¢ um ponto de descontinuidade . mas ela ¢ continua em cada ponto do

intervalo ]— ;0 [ e cada ponto do intervalo ]0;+oo [ por isso € continua

nestes dois intervalos ]—oo;O[ e ]0;+oo[ .
Definicao

Uma fungéo f(x) definida num intervalo que contém o ponto a, € que ndo ¢
continua nesse ponto a , diz-se descontinua no ponto a ou diz-se que o ponto a

¢ um ponto de descontinudade.

Exemplo: f (x): al 2 esta
x

funcdo tem um ponto de

descontinuidade no ponto x =2

Este ¢ ografico real
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Resumo da Licao

@ Nesta li¢do voce aprendeu que

e Temos continuidade num ponto
Resumo
_Uma fungdo ¢é continua no ponto X = a se € so se ;

Primeiro: f(a) ¢ definida

Segundo: lim f(x) = lim f(x) = f(a)
x—>0" x—0"

e Continuidade num intervalo

Uma fungdo f(x) definida num intervalo diz-se continua neste intervalo se

ela for continua em cada ponto deste intervalo.
¢ Discontinuidade num ponto

Uma func¢do f(x) definida num intervalo que contém o ponto a, e que ndo é
continua nesse ponto a , diz-se descontinua no ponto a ou diz-se que o

ponto a é um ponto de descontinudade.

Para aprofundar mais o conceito de continuidade vamos resolver alguns

exercicios:

I




72 Conceito de continuidade de uma fungéo

Actividades
Calcular os limites laterais ,e diga se existe o limite no ponto a ¢ se a fungdo ¢
continua nesse ponto. nos seguintes casos:
. 3x+5
1. lim
.. x—2 —
Actividades 72 x=2

1°passo definir o dominio da fungdo dada isto e definir os valores de x que
fazem com que ela tenha significado. Neste caso, a fungdo nao ¢é definida para

x=2
2°passo_calcular os limites laterais

3x+5 11 3x+5 11
Iim =—=—0 e lim = —=+40

o x—2 0 2 x—=2 0

3°passo_comparar os valores dos limites obtidos

3x+5 . 3x+5
m # lim
=27 x—=2 =27 x=2

conclusio : nao existe limite no ponto a e a fungao ndo é continua no x=2.

2. ling f(x) , onde

F 3 ¥

x—=2 para x <2
f(x)={

2—x para x>2

>
. L 3 0 2
lim f(x)= lim (x-2)=0
x—2" x—2"
Jim 16 = lim (2-%)=0 T )
logo lim f(x)= lim f(x)=0=f(2);
x—>2" x—2"
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A funcdo ¢ definida no ponto x = 2,portanto f(x) € continua no ponto

X =2.

-

v

3. Do grafico de f(x) que podemos ver que :

) lim f(x) = lim £(x)

x—1*

Significa que f(x) ndo e continua no ponto x = 1

b) lim £(x)= lim f(x)=+o0

x—>4*

Mas, f(x) ndo ¢é definida quando x= 4, portanto ndo ¢ continua quando x = 4.

limf(x) =——————-

x—0

© lim f(x)z ———————

x—>—0

A partir do grafico verifica-se que a continuidade de f(x) esta assegurada para

todo x diferente de 1 e de 4,entao, f(x) é continua nos intervalos

Fo,+1[, F1,+4[, 4,4+

Agora tente resolver sozinho os exercicios que se seguem
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74 Conceito de continuidade de uma fungéo

Avaliacao
@ Calcule os limites laterais, diga se existe limite num ponto e se a fungdo ¢
continua nesse ponto.
Avaliagdo
. 2x+7 _=xtx’ -1 : 1
1) lim al 2) lim x}_x 3) lim | 2x +1 ——
=0 x+7 x>+ x4 x+1 x—0 X
x’ -
4) lim 5) lim senx
=0 x—] X

3
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Ligéo 10

Pontos de descontinuidade

Introducao

Objectivos

Uma das aplicagdes de limites ¢ classificacdo dos pontos de descontinuidade de
uma funcdo.Nos capitulos anteriores, vocé definiu uma fun¢do continua num
ponto e continua num intervalo, recorde-se também, que quando uma fungdo
ndo € continua num ponto ou num intervalo diz-se descontinua nesse ponto ou
nesse intervalo. A nossa tarefa nesta licdo é sempre que estivermos numa
situacdo de descontinuidade ¢ de sermos capazes de classificar o tipo de
descontinuidade. E bastante simples, bastando apenas dominar o calculo de
limites laterais de uma func¢do bem como a defini¢dao de continuidade de uma

funcgéo.
Ao concluir esta ligdo vocé sera capaz de:
= |dentificar os pontos descontinuidade numa funcao.

= (Classificar os pontos de descontinuidade de uma fungdo.

Classificagao de continuidade

Nesta ligao, vamos aprofundar o estudo de continuidade de fungdes.

Vocé deve se recordar perfeitamente da definigdo de continuidade de fungdes

vimos na li¢ao anterior.

Mesmo assim vamos repetir as defini¢des

Uma fungdo f(x) continua em todo o intervalo [a ,b ] diz-se continua nesse

intervalo.
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Pontos de descontinuidade

76

Se a fungdo f(x) esta definida no ponto x =a e se o limite quando x —>a+0

(ou x — a")de f(x) existe e e igual a f(a) diz-se que a fungio e continua a

direita no ponto x = a.

Se a fungdo f(x) € definida no ponto x=b ¢ se o limite quando x tende

b-0 def(x) eigualaf(b)=D>, diz-se que a funcdo f(x) € continua a

esquerda no ponto x =b

Se a fungdo f(x) ndo esta definida no ponto x=x, ou se o limite de f(x) ndo

existe ou ainda se lim f (x) = f (xo) a fungdo f(x) diz-se descontinua no
X3,

ponto x=Xx,.

Passemos agora a classificacdao dos pontos de descontinuidade

Classificacdo dos pontos de descontinuidade

Definicéo

Se a fungdo f(x) é continua a direita ¢ a esquerda do ponto mas os limites_laterais

sdo diferentes ( lim f (x);t lim f (x) ) ou se o valor da fungdo ¢

indeterminado no ponto_x=x, , Este ponto diz-se ponto de descontinuidade da

(primeira)l? especie.

Definicio

Se pelo menos um dos limites laterais ndo existe ou e infinito no ponto x=x,

diz-se que este ponto possui uma descontinuidae da (segunda ) 2* especie
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Resumo da Licao

/7

Resumo

Nesta ligao voce aprendeu que:

e Se a fungdo f(x) é continua a direita e a esquerda do ponto mas os

limites laterais sdo diferentes ( lim f (x);t lim f (x) ) ou se 0
X=X x—>x"

valor da fungdo ¢ indeterminado no ponto_x=2x, , Este ponto diz-se

ponto de descontinuidade da (primeira)1?® especie.

e Se pelo menos um dos limites laterais ndo existe ou e infinito no

ponto x=x, diz-se que este ponto possui uma descontinuidae da

(segunda ) 2° especie.

Analisemos os pontos de descontinuidade para as seguintes funcoes
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78 Pontos de descontinuidade

Actividades
Classifique os pontos de descontinuidade das seguintes fungdes
0 se x=0
X
D f)=r 2) f(x)=1 1
|x | sen— ; x#0
Actividades X

Resolucio

. X . X
Iim—~=lim —=-1
x—0~ |X| x>0 T X
1)
. X . X
hm—| =lim —=!
x—0" x—0" X

Conclusio: os limites sdo diferentes ,entdo temos descontinuidade de 1°

espécie.
0 se ; x=0
) flx)=1 1 ;
sen— ; x #0
X

. 1 ,
lim sen— = (ndo existe)
x—>0" X

. 1 _
lim sen—=(ndo existe)
x—0" X

Conclusao: os limites laterais ndo existem , entdo temos descontinuidade de 2*

especie.

Agora,tente responder sozinho as questoes que se seguem
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Avaliacao

O

Avaliagdo

1. Analise a continuidade no ponto x = a e classifique os pontos de

descontinuidade.

2) f(x):{—x —-x se x<-=2

x+3, se x > -2

1-2x , x>0

2. Construa o graficode § |
x =2, x<l

3. Dada a fungdo:
x—1

g(x)=<x*—6x+5
p-5, se x<Il,peR

, se  x>1

a) Determine dominio de g(x).

b) Determine p de modo que g(x) seja continua em x = 1.
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80 Solugdes do Modulo 7

Solucoes Modulo 7

Solucoes do Modulo 7

Depois de resolver os exercicios,confira as suas respostas

Licao 1

Resolucio

1. Considere a fungado

x+2  para x<3
2x+2 para x>3

Investigue o limite desta fung¢do quando x tende para 3.

80
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vocé pode com facilidade dar a resposta ao problema,bastando construir em

primeiro lugar, o grafico da fungdo dada.

N .
A resposta correcta sera : O limite de f(x) quando” — 3" (adireita) . €

x — 3" (aesquerda)

igual a 8. E o limite de f(x) quando ¢iguala 5.
2.considere a fun¢io
4
) I e x<
1 se x2>4
a) Represente a fungao e indique o seu dominio.
b)calcule,se existir: £1£r51f (x); I;Ll}f (x); £1£1}f (x)
Resolucao
4
grafico 2 f(x)= Jxose x<
1 se x2>4
y ¢
2
V2
1 2 3 4 X

81




82

Solugdes do Modulo 7

82

D, =[o;+oo [

b) limf (x) = lim1=1

lim f (x) = lim vx=1

x—1

limf (x)?

x—4
Uma vez que a direita de 4 a fungdo ¢ definida por uma expressao
algébrica e a esquerda por outra, temos de calcular os limites

laterais:

lim f(x)= lim1=1; limf (x)= lim vk =2

x—4* x—>4" x—4" x—4"
Deste modo conclui-se que:

lim f(x)#lim f (x

x—>4" ( ) x—>4~ ( )

Logo:

limf (X) ndo existe porque os limites laterais sao diferentes.
x—4
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Licao 2
1 3
8| —| -1 L
. 8x’ -1 . 8x’ -1 (2) 8 8 ! 0
Dlim ———— =lim —; = 5 = =—=0
ol 6xX2+5x+1 Ll 6x7 +5x+1 (1j (lj 12
2 2 1 +5 2 +1 +—+1 —
2 2 4
—1)42- —1)2—- -x J2-
2)lim:(x 2) g BTN AR 2L
x=1 x -1 o1 (x+1)(x-1) 3 ln% ﬁﬁ-I—lJ4—1'Hll :—27+1:——+1:
X X— —
2 +1
D lim =~ jim Xrl) g 2l 0411

x* =16 ) (x2—4)(x2+4)

(x—2 )(x+2)<x2 +4)

2) lim = lim = lim = lim(x+2)(x2+4)=
x—o2 x—2 x—2 x—2 x—2 x—2 xo2

=4.8=32

3) fim= — 0 fim Sy !

ot X342 o (x4 1)(x42) o (x42) —142
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Licao 4

2 1
S
1) lim— L fim— X7
x>0 2x“ 4] x> X2(2+

4_
2) lim — X _ lim
x20 x“ —3x 4] x-oo X2(1—3+ 1\] X—0

x° ) x3—x(x2+1)
lim| — l—x =lim R
3) X + x X"+
tim =Ll

o x? 4] oo+l o

Licdo 5

1+ =1 (14 Dl +])
D) lim ~————=1lim =
=0y =0 21 +D)
i L x
=02 (\/l+x2 +1) =02 (\/1+x2 +1)
1 1

Jis0 41 2
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x-1 =2 (Jx=1 =2)(Jx—1 +2)
=lim =
-5 x—5 x5 (x—5)(\/x—1 +2)

3)

kb -ah (Vx=b = Va=b)(Vx-b - va-b )

li

= lim XA —axb = lim M

x—)a(x—a)(x+a)(m + \/E) X—a M(xﬂl)(m + ﬂ)
1
2a.2+/a-b - 4a~Ja—b

_ 1
" 2a(4ab + vab)

Licao 6

. senSx . sendx x . sendSx x
1) lim = lim —= 1l —
x—0 X x—0 X X x—0 X X
sen5x? senx’
=lim =51lim 5.1=35 (divida os factores do quociente por x)
x—0 x—0
X X
. Senax .. Senax . senax bx a a a .
2) lim =lim = lim — — =1.1. == — (divida
=0 senbx 0 senbx 0 senbx ax b b b

os factores do quociente por x)
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. senx ..  Ssenx . X
lim = lim =l .COS X=
x—0 l‘gx x—>0 Senx =0 senx
3
) coS x
=liml.cos x =cos0 =1
x—0
. : v senx
(aplique a regra trigonométrica #gx =
cosx
Licao 7
1)

)

x+3 X 3
lim(I + lj = 1jm(1 T l_j .(1 + I_J -
X—0 X X—>00 X X

X 3
- lim(l + lj .lim(l + lj _
X—0 X X—>0 X

3
=e. (1+ij =e. (1 +0)3 =e.l=e

o0

Licao 8

)

2) lim(4x+gj = lim4x+ limz =4.oo+£=oo+0=oo ;

x—0 X x—0 x—0 x 00

b)

oo (e ) (i 1)

Im—— =lim
x—0 X x—0 X

x(x+l) (x+1) 0+1

=lim

Hox(\/1+x+x2+1) HO(\/1+x+x2+1) JI+0+0+1 2

1

I+x+x*—1

. Iim
Jl+x+x>+1 0 x(m+l)
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©)
N E e (Vi =1)(1x +1) » (Viex -)({1x +)
S () 0 ffTex )
I+x-1 X 1

. senwx .. . senx
lim =lim 7 lim
d) x—0 X x—0 x—0 X

=rl=rx

2.Calcule aplicando teoremas sobre limites

2
SRR (Ch ) .

x+1  0+1 1
0 3 3y xo0 x(x2—3) =0 y2 -3 0>=3 3

4_ 2 —4)(x*+4 =2)(x+2)(x*+4
b) lim i = lim (x )(x ) = lim(x ) )(x )= lim(x+2)(x2+4):
x—2 x=2 x—2 x=2 x—2 x=2 x—2
= 4.8=32
o) fim= — gy gy L

ol 3042 o (x+1)(x42) o (x42) 142

2
T T Jr+l) =22
Ay im Y T2 v 22 el v2 o Wx+1) _
x—3 x-3 x—3 x-3 Jx—i-l +2  x53 (x—3) x+1 +2

. x+1-4 . x+1-4 ) x-=3
:hm/ = lim =i

m
= (=3 R = 2] 87

= lim ! ! L _

1
o3 x4l 42 Brl 42 242 4




88 Solugdes do Modulo 7

.. ~ . . X—>t o
Limites de fungdes racionais para -

3.calcule o valor dos seguintes limites:

4 1 XK4+1J 4+L 4
a) lim 272 — lim X) 4o _ %,
x>t0 Dy —3 X—>+0 3 3 2
x| 2 2->

1 1
l-x—x° xz(z—x—l) L_L_l -1
b) lim ———— = lim al — :+°°1+°°1 =—=-1
x40 X + X+ X—>+0 xZ (1_'__'_2) 1+7+7
X X +00 400

x’ —3+£+i3
—3x’ +2x% +5 X X

c) lim = lim
X— -0 x+1 X—>—0 ( IJ
x| 1+—

X

2
=-3x" =-w

Licao 9

2x+7

1) continua ; lim
=0 x+7
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Ligdo 10

R
2) im ———=
ot xT 4+ x+1

— 00

x—0 2

3) ndo continua ; lim (Zx +1 —Lj = —w

~ . . X
4) ndo continua ; lim =3
x—1 x—1

V3

5) continua ; limite

2
1. a) lim f (x):—6 e limf (x ):1 Temos descontinuidade com
x>-2" x—>-2"
salto infinito.
b) lim f (x):—3 e lim f (x ):7 temos descontinuidade de
x>2" x—27
1 espécie.

1-2x , x=0
2 9= x*=2, x<l1

Y

v
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x—1
3. g(x)={x*—6x+5
p-5, se x=<1l,peR

, se  x>1

a) Uma expressdo fraccionaria em ,deve ter o denominador diferente de

zero para que tenha significado:

{xeR:x? —6x+5% 0 }=R\{1,5}
D, =R\{1,5}u{l}=R\{5}

by Tim g(x)=lim—> 1 —fim— L _fip 1L
xo1 1 x7 —6x+5 Hl*(x—l)(x—S) 1" x =5 4
g(x)=p-5

Para que g seja continua em x = 1, tera de ser .

lim g(x) =g(1)= limg(x)

x—1t MR
1 1 19

Teremos: p—5=——< p=5——=—
P 4Py

19 . .
Logo se ,p=—, g ¢ continuano pontox=1,

porque limg(x)=g(1)
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Modulo 7 de Matemaica

Teste de Preparacao de Final de

/4 Erro! Marcador nio definido.
Modulo

Este teste, querido estudante, serve para vocé se preparar para realizar o Teste de

Final de Modulo no CAA. Bom trabalho!

1. seja f(x) uma funcdo real de variavel real definida por

f( )_ Xx+3 se x<-2
*)= X se x>1

a) Represente f(x) graficamente

b) Indique o dominio e o contradominio de f(x)
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x% se x <1

2. Considere a fungdo definida em R, por { (X) :{3 .3
-X  se X2

a) Indique o dominio de f(x)

b) Estude a continuidade desta funcao

3. Dadas as fungdes f, g, h e I definidas por :

f(x)=3x—x"; g(x)=|x|

2x+1 se x>0
x se x>0

h(x):{ e i(x)={2  se x=0

3+x se x<0
I-x se x<3

a) Determine se existir o limite de cada uma das fungdes fungdes quando x

tende para zero (0 )
b) Averigue se as fungdes sdo continuas para x =0
¢) Faca o esboco grafico das fungdes dadas

4. Calcule :

: . X'-3x7+2 J -
a) hml,/l+3x b) lim > 2% X 9) 1imM

ot >l x?-4x+3 w3 x—3
4x+1 ¢) lim 1-x—x 3xP+2x2+5
d) lim oo x> +x+1 ) Im ——
x40 Dy 73 X—>—00 x+1
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Solucgoes do teste de preparacao do
Médulo 7

Xx+3 se x<-2
1. f(x)=
X se x>1
a) grafico
yA
b)
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Solugdes do teste de preparagdo do Médulo 7

D;: x €]-o0;=2[U]l;+0[
D, =R\{1}

5 f(x)— x* se x <I
. - 3-x se x>3

a)D, : x e]|-o0;1]U[3;+00]
b) A fungéo ¢ continua no seu dominio.

3.Dadas as fungdes f, g, h e I definidas por :
f(x) =3x—x%: g(x)=|x|

2x+1 se x>0
x se x>0

h(x)={ e i(x)=]2  se x=0

3+x se x<0
1-x se x<3

a)

limf (x)=0; Eglgg(x):O;

x—0

limh (X) =1; limi (x ) naoexiste

x—0 x—0

b) As fungdes feg sdo continuas parax =0 . h e g sdo descontinuas
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|0

v

a) Dominio:1+3x 20 = xe |:—§;+OO‘:

lim \1+3x =, [1+3. (——) Jo =0

x~>—7

x*-3x7+2x . (X' 1)(x —2x)
lim—; =lim =
b) ol x7-4x+3 xol (x—l)(x—3)
_limx2—2x_12—2.1_£
Sl x-3 0 1-3 2
2
_ 1) =22
o lim X4l =2 Jarl =2 Jx+1 +2 i (\/x+ ) _
- X=3 3 X=3 e+l 42 e (x=3)x+1 +2

_lim x+1-4 im x+1-4 im x-3

o3 (x=3)fx+1 +2 o3 (x=3)x+1 42 o3 (x=3)y x+1 12

1 1 1 1
3 GJx+1 +2 341 +2 242 4
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d) lim 2FL i == i
x40 Dy — X—>+00 (2_j 2> 2
X +o0
1 1
l_x_x2 xz(xz_x_lj L_L_l _1
e) lim — = lim T =+°°1+°°1 =1—=—1
x40 X +X+ X—>+00 x2 (1++2j 1+— 4+
X X +00 400
3x°+2x° +5 3(_3+2+53j
f)lim_x+x+ — lim X X — 3 =—w
x| 1+—
X
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