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MODULO 5

Acerca deste Modulo

MODULO 5

Como esta estruturado este

Modulo

A visao geral do curso

Este curso estd dividido por mddulos auto instrucionais, ou seja, que vao
ser o seu professor em casa, no trabalho, na machamba, enfim, onde quer
que voceé deseja estudar.

Este curso € apropriado para vocé que ja concluiu a 10* classe mas vive
longe de uma escola onde possa frequentar a 11* e 12° classe, ou estd a
trabalhar e a noite ndo tem uma escola préxima onde possa continuar os
seus estudos, ou simplesmente gosta de ser auto didacta e é bom estudar a
distancia.

Neste curso a distancia ndo fazemos a disting@o entre a 11* e 12* classe.
Por isso, logo que terminar os moédulos da disciplina estard preparado
para realizar o exame nacional da 12* classe.

O tempo para concluir os mdédulos vai depender do seu empenho no auto
estudo, por isso esperamos que consiga concluir com todos os médulos o
mais rdpido possivel, pois temos a certeza de que ndo vai necessitar de
dois anos inteiro para conclui-los.

Ao longo do seu estudo vai encontrar as actividades que resolvemos em
conjunto consigo e seguidamente encontrard a avaliacdo que serve para
ver se percebeu bem a matéria que acaba de aprender. Porém, para saber
se resolveu ou respondeu correctamente as questdes colocadas, temos as
respostas no final do seu médulo para que possa avaliar o seu despenho.
Mas se ap6s comparar as suas respostas com as que encontrar no final do
modulo, tem sempre a possibilidade de consultar o seu tutor no Centro de
Apoio e Aprendizagem — CAA e discutir com ele as suas duvidas.

No Centro de Apoio e Aprendizagem, também poderd contar com a
discussdo das suas didvidas com outros colegas de estudo que possam ter
as mesmas dividas que as suas ou mesmo didvidas bem diferentes que
ndo tenha achado durante o seu estudo mas que também ainda tem.

Conteudo do Mddulo




Dominio e Contradomino

Cada Mdédulo esta subdividido em Li¢oes. Cada licao inclui:

Titulo da licao.
Uma introducgfo aos contetddos da licao.
Objectivos da li¢do.

Conteddo principal da licdo com uma variedade de actividades de
aprendizagem.

Resumo da li¢do.
Actividades cujo objectivo € a resolucdo conjuta consigo estimado
aluno, para que veja como deve aplicar os conhecimentos que acaba

de adquerir.

Avaliagdes cujo objectivo é de avaliar o seu progresso durante o
estudo.

Teste de preparacdo de Final de Mddulo. Esta avaliacdo serve para
vocé se preparar para realizar o Teste de Final de Mddulo no CAA.
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Habilidades de aprendizagem

Estudar a distancia é muito diferente de ir a escola pois quando vamos a
escola temos uma hora certa para assistir as aulas ou seja para estudar.
Mas no ensino a distincia, nés é que devemos planear o nosso tempo de
estudo porque o nosso professor € este médulo e ele estd sempre muito
bem-disposto para nos ensinar a qualquer momento. Lembre-se sempre
que “ o livro é o melhor amigo do homem”. Por isso, sempre que achar
que a matéria esta a ser dificil de perceber, ndo desanime, tente parar um
pouco, reflectir melhor ou mesmo procurar a ajuda de um tutor ou colega
de estudo, que vai ver que ird superar toas as suas dificuldades.

Para estudar a distdncia é muito importante que planeie o seu tempo de
estudo de acordo com a sua ocupacdo didria e 0 meio ambiente em que
vive.

Necessita de ajuda?

<V

Ajuda

Sempre que tiver dificuldades que mesmo apds discutir com colegas ou
amigos achar que ndo estd muito claro, ndo tenha receio de procurar o seu
tutor no CAA, que ele vai lhe ajudar a supera-las. No CAA também vai
dispor de outros meios como livros, gramdticas, mapas, etc., que lhe vao
auxiliar no seu estudo.
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Licao 1

Funcoes

Introducao

Objectivos

Introducéo a fungdes

Algumas situagdes ou problemas do nosso quotidiano conduzem ao
estudo de varidveis e a relacdo entre elas. Por exemplo, consideremos as
seguintes situagdes:

1. O preco de venda de um certo item de uma loja depende de quanto ele
custa.

2. A altura de uma d4rvore depende da sua idade.
3. O tempo que um carro leva para ir de uma cidade a outra depende da
velocidade que ele desenvolve.

Em cada uma destas situacdes, o valor de uma quantidade depende do
valor de uma segunda quantidade. Se as quantidades forem varidveis,
entdo uma delas serd dependente do valor da outra. Quando o valor da
varidvel independente (x) € conhecido, o valor da varidvel dependente (y)
pode ser encontrado. Enfim, vamos aprofundar andlise deste tipo de
situacdes ao longo desta aula.

Ao concluir esta licdo vocé serd capaz de:
» Estudar relagoes.

= Indentificar rela¢bes que sao fungoes.

Nesta licdo importa muito estudar as diferentes relacdes entre duas
varidveis com o objectivo de identificar aquelas relagdes que sdo
“Funcoes”.

Na introducd@o nos referimos a trés situacdes como exemplos para
mostrar a presenca de varidveis, vamos analisar as trés situagoes
para decidirmos qual € a varidvel dependente, qual € a varidvel
independente




Dominio e Contradomino

Na situacao 1

O custo do item (c) € a varidvel independente e o preco de venda
(p) € a varidvel dependente.

Na situacao 2

Varidvel independente: idade
varidvel dependente: altura

Na situacao 3
Variavel independente: velocidade
Varidvel dependente: tempo

Como vimos, relacio é uma correspondéncia existente entre
conjuntos ndao vazios. A titulo de exemplo, se tomar-mos dois
conjuntos A e B, sendo que o conjunto A € dos objectos ou das
varidveis independentes ¢ o B das imagens ou das varidveis
dependentes. O conjunto A ¢ denominado conjunto de partida e o
conjunto B é denominado conjunto de chegada.

Agora preste atencao! Existem vdrios tipos de relagdes e vocé ja
sabe muito bem disso. Mas neste caso interessa-nos aquelas
relagdes ou correspondéncia que associa a um valor do dominio a
um Uunico valor do contradominio. A este tipo de relagdo da-se o
nome de func¢do ou aplicacdo. Portanto, numa relacdo funcional,
ha somente um valor para a varidvel dependente, y, associada com
qualquer valor da varidvel independente, x.

Quando os objectos ou imagens sdo nimeros reais entdo a fungao é
denominada funcao real.

Podem ser distinguidos com base nas diferentes correspondéncias
os seguintes tipos de fungdes:

Funcao sobrejectiva

Uma fung@o real de variavel real é sobrejectiva, quando o
contradominio coincide com o conjunto de chegada.

Vye Rdxe Df :f(x) =y < f ¢ésobrejectiva
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Geometricamente, qualquer recta horizontal corta o grafico de uma
funcao sobrejectiva pelo menos uma vez

s+

) A

Funcao e injectiva

Uma funcdo e injectiva se e sé se quaisquer dois objectos
diferentes tem imagens diferentes, ou seja para objectos diferentes
correspondem a imagens diferentes.

Vx,x, € Df,x, #x, = f(x)# f(x,) © f einjectiva.

Geometricamente, nenhuma recta horizontal intersecta o grafico de
uma funcao injectiva mais do que uma vez.

-

|
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—
[ =

Funcao e bijectiva

Uma funcio e bijectiva se e so se e injectiva e sobrejectiva.
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Resumo da Licao

@ Nesta unidade voc€ aprendeu que:

Resumo

e Diz-se funcio a correspondéncia que associa a um valor do dominio
a um tnico valor do contradominio.

Portanto, numa fun¢do hd somente um valor para a varidvel dependente
y, associada com qualquer valor da varidvel independente, X.

e Uma funcdo real de variavel real é sobrejectiva, quando o
contradominio coincide com o conjunto de chegada.

Vyell3xe Df : f(x)=y & f ésobrejectiva

Geometricamente, qualquer
recta horizontal corta o
grafico de uma funcgdo
sobrejectiva pelo menos
uma vez.

e Uma funcdo e injectiva
se e so se quaisquer dois objectos diferentes tem imagens
diferentes, ou seja para objectos diferentes correspondem a
imagens diferentes.

Vx,x, € Df,x, #x, = f(x)# f(x,) & f einjectiva.

Geometricamente, nenhuma recta
horizontal intersecta o grafico de
uma funcdo injectiva mais do que
uma vez.

e Uma funcio e bijectiva se e so se
e injectiva e sobrejectiva.
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Actividades

Actividades

Considere as seguintes situagoes:

1.A area de um circulo € uma funcdo do seu raio. Para todos os
nimeros positivos reais no dominio desta funcao, somente um
valor correspondente € associado a sua 4rea.

a) Explique porqué o dominio sdo todos os nimeros reais positivos.

Resposta: Um circulo ndo existe se o seu raio for negativo. Se seu
raio for zero, entdo ele seria um ponto.

b) Qual a sua imagem correspondente?-
Resposta: Todos os niimeros reais positivos.

2. Explique se a area de um quadrado € ou ndo uma fun¢ao do
tamanho dos seus lados.

Resposta: Sendo a drea do quadrado determinada pelo tamanho dos
seus lados, a drea € uma fung¢do do tamanho deles. Por exemplo, a
4rea de um quadrado (a funcdo que iremos chamar de Area) quando
x vale 4 cm é mostrada abaixo.

x=4
Areazx2
Area=16

Substituindo o tamanho dos lados por 5 cm, 2,3 cm e % cm na

questdo acima para determinar a drea do quadrado.

Qual é o conjunto de valores independentes da funcdo Area?
Resposta: Todos os niimeros reais positivos.

Qual é a imagem de Area?

Resposta: Todos os niimeros reais positivos.

A drea de um quadrado pode também ser representada usando
tabelas de valores.
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X y=X
0 0
0.5 0.25
1 1
1.5 2.25
2 4
2.5 6.25
3 9
35 12.25
4 16
4.5 20.25
5 25
55 30.25
6 36

Note que cada valor de x produz somente um valor de y.

Em cada um dos seguintes grupos de nimeros, a primeira coluna
representa valores de x e a segunda representa valores de y.

3. Determine se cada um dos grupos representa ou ndo uma fungao.

Resposta: Nao € uma func¢ao, pois ha dois valores de y para um
valor de x.
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L

b)

Resposta: ¢ Funcao
4. Examine os graficos abaixo.

a) Y1 =x3—2x2 -3x

O gréfico de (a) é de uma fung¢do, pois cada valor de x € associados
com somente um valor de y.

2

b) x2+y =4

1
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* -

|
[y
-
-
-

|
—_
—
[

O gréfico de (b) ndo é uma funcao, pois ha dois valores de y para
um valor de x dado.

Facilimo, O teste da reta vertical € uma maneira rapida de dizer se
o grafico € ou ndo uma funcdo. Se uma reta vertical tem mais de
um ponto em comum num gréafico, entdo ele ndo representa uma
fungdo. Se cada reta vertical possui somente um ponto em
comum, entdo o grafico representa uma funcao.

r -

|
i
—
-y

1

4) O gréfico abaixo representa a distancia em metros que um carro
percorre em um segundo, quando viaja com velocidades em
quilémetros por hora (km/h).

Yo = 28R x

30 40 a0 B0y 70 g0 a0 100
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Qual € a distancia aproximada percorrida em um segundo para a

velocidade de 70 km / h?

Resposta: 20 km

A base de um retangulo € sua altura (h) subtraida de 3.

Qual equacdo representa a drea deste retangulo?

Area=h (h=3) ou Area=h2—3h

Qual € o dominio da fungao?

Resposta: Todos os nimeros maiores que 3

Avaliacao

O

Avaliacao

1) Considere o grifico da fungdo linear y=3x—1. Quais sdo o

dominio e a imagem da fun¢ao?

2) Considere o gréfico da fungao linear y = 4-x2

dominio e o contradominio da fungao?

H}.-

. Quais sdo o

13
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2

1) Examine a parabola: y=—x

a) Explique se o grafico € ou ndo uma fungao.

b) Qual é o dominio?

¢) Qual é a imagem?

4) Examine o grafico do semi-circulo abaixo. y=— 4-x2

L

[ 3

-2 -1 1
\_1.:/

N

a) Explique se o grafico é ou ndo uma funcao.
b) Qual € o dominio?

¢) Qual é a imagem?

5) Examine o gréfico da retay =4 abaixo.

14
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a) Explique se o grafico é ou ndo uma funcao.

b) Qual ¢ aimagem intervalo |—co,+oco [ ?

[

MODULO 5

6) Explique se esta elipse € ou ndo o grafico de uma funcao.

L B

1) Resposta:

Qualquer recta vertical tragada no gréfico ird intersectar o desenho
apenas num ponto. O dominio e o contradominio desta funcao sao

todos nimeros reais.

2) O dominio da fungio y=v4-x2 é D=[-2,2].
Contradominio da funcao é 1 = [0, 2]

3)y:—x2.

a) Essa pardbola é uma funcdo, pois a recta vertical interscta-a num

s6 ponto.

15
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b) [ -3, 3]
c) |-e,0]

4) y=—\d4—x?

a) Este semi-circulo é uma funcio, pois a recta vertical intersecta
o grafico uma s6 vez.

b) [-2,2]
) [-2, 0]

5) Examine o gréfico da retay =4 abaixo.

a) Esta recta é uma funcdo, pois reta vertical intersecta o grafico
uma vez.

b) 1= {4}

6) Esta elipse nao € uma funcao, porque a recta vertical intersecta o
gréafico duas vezes
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Licao 2

Dominio e Contradomino

Introducao

Para o estudo de qualquer fungdo precisamos de conhecer o territorio”
onde a mesma pode ser construida ou ainda saber para que valores de x
(objectos) a funcao existe.
O dominio duma fung¢do consiste nos valores de x para os quais a fungdo
existe.
Estd recordado da idade de uma arvore, ora bem o conjunto dos anos da
arvore serd o dominio e o conjunto da variacdo da altura desta em funcdo
dos anos serd o conjunto das imagens que se chama contradominio.
Ao concluir esta licdo vocé serd capaz de:
= Determinar 0 dominio uma funcao real.
= Determinar 0 contradominio fe uma fungao real.

Objectivos = Construir 0 grafico de uma fungéo real

DOMINIO, CONTRADOMINIO
Tomemos alguns exemplos para tornar claro o assunto

Exemplo 1

17
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! |

¢ No quadrado acima, chamaremos a medida do ladodel e a
soma dos seus lados, que € o perimetro, chamaremos de p.

e Dessa forma, a lei que rege a relagdo dessas duas grandezas
matemadticas pode ser escrita como:

p=4.1

e Eclaro que a medida do perimetro do quadrado depende do
tamanho da medida do lado. Vamos ver. isso ?

Medida do lado (1) Medida do perimetro (p)

2

4

Trocando os valores de I na tabela acima, veja o que ocorre.

Atencao! os valores devem ser nimeros positivos, pois nao
existem medidas de lados negativos, certo ?)

Quais as conclusoes que tiramos da tabela : (Pense um
pouquinho):

- Como vocg atribuiu valores que desejou para a medida do lado [,
podemos afirmar que é uma grandeza variavel,

- A medida do perimetro (p ) também € uma grandeza variavel,
porém depende do valor do lado;
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- Para cada valor que vocé deu para I, apareceu um tnico valor
para p; Certo

Dai, afirmamos que:

- A medida p do perimetro de um quadrado € dada em fungdo da
medida [ do lado;

- A lei que de associacdo ou a férmula matemaética da funcao é
dada por: p = 4.1 (Como jd vimos antes)

Exemplo2: Considere as seguintes situacoes:

1) O valor de Imposto (IPI, ICMS...) depende do valor do produto.
ii) O nimero de horas de sol de um dia depende do dia do ano.
iii) A distancia que uma gota percorre quando cai da folha de uma
arvore grande depende do tempo.

Cada uma das situagdes acima envolve duas quantidades que sdo
associadas a uma lei. O valor de uma quantidade depende do valor
da outra. Se as quantidades sdo consideradas varidveis, entdo o
valor de uma varidvel depende do valor da outra. Quando o valor
da varidvel independente (x) é conhecido, o valor da varidvel
dependente (y) pode ser encontrado. O conjunto de todos os
valores possiveis para x é o dominio e o conjunto de todos os
valores resultantes para y é a imagem (contradominio).

O volume da esfera pode ser representado usando uma tabela de
valores

3
4nr
V(="
Valor de r V(r)
0 0
0,5 0,5236
1,0 4,1888
1,5 14,137
2,0 33,51
2,5 65,45
3,0 113,1
3,5 179,59
4,0 268,8
4,5 381,70
5,0 523,60
5,5 696,91
6,0 904,78

19
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Note que cada valor de r produz somente um valor de V. O
conjunto de todos os r é o dominio e o conjunto de todos os V € a
imagem do Volume da esfera.

Para vocé fazer
Em cada um dos arranjos de nimeros, a primeira coluna
representa os valores de x e a segunda coluna representa os

valores de y.

Explique se cada relacdo o representa ou nao uma fungao.

a)

b)

Resposta:

a) Este ndo € uma funcdo, pois ha dois valores diferentes para y, 0 e
- 9, associados a um valor de x.

Resposta:

b) Este € uma fungdo, pois s6 ha um valor de y para cada valor de
X.

Entao podemos definir com rigor o dominio de funcgades:

Definicao
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Dominio de uma funcido é o conjunto de valores da varidvel
independente para os quais a fungdo existe ou tem sentido no
universo considerado. Chama-se também dominio de existéncia ou
dominio de definic¢ao.

Exemplo:

Considere a funcio:

f(x)=vx+1 Os valores de (x+1) para os quais a fungdo existe

devem ser maiores ou iguais zero, porque se (x+1) tomar valores
menores que zero ou seja valores negativos o radicando vai ser um
nimero negativo mas, a raiz quadrada de um nimero negativo nao
existeem R [ .

Simbolicamente escreve-se:
A Condi¢do: x+1>0=x>-1 ;D: xe [—1;+oo[

Portanto, a condi¢do para existéncia da fung¢do conduz-nos a
resolucdo duma inequacdo linear e a solu¢do da inequagdo é
exactamente o dominio de existéncia da funcao dada.

E o grdfico de uma funcdo?
Definicao

Chama se grafico de funcdo real y= f (x), x D, ao conjunto dos pontos (X,
f (x)) tais que xeD, onde D é o dominio de funcao.

Exemplo Sejay = f (x) = 3x-2, xe[]

As funcdes podem ter diferentes formas de representacao tais
como:

¢ Forma diagrama que consiste em representar a funcao na forma de
tabelas. Olhe o exemplo que se segue.

Exemplo

21
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a) b)

e Mas tambem podemos representar na forma de uma tabela veja o
exemplo a seguir:

3
4nr

V(="
Valorder |V (r)
0 0
0,5 0,5236
1,0 4,1888
1,5 14,137
2,0 33,51
2,5 65,45
3,0 113,1
3,5 179,59
4,0 268,8
4,5 381,70
5,0 523,60
5,5 696,91
6,0 904,78

f(x)=ax+b e y=ax+b
Exemplo:

f(x)=3x+6 e y=-x+2

® Existe uma forma de representar uma fungdo menos usada que se
chama forma de pares ordenados.

° Exemplo

O dominio da fung¢do feDf={—3,—2,—1,0,1,2} e 0 seu

contradominio e CD z{l, 2,3,0,—-1,-2 } como se vé o dominio e

f

finito e consequentemente o contradominio também ser4.
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F={(-3.1).(-2.2).(-1.3).(0.0)(1-1).(2.-2) )

Quais os procedimentos para construir o grdfico de uma funcdo?

Para a representacao gréfica é necessdrio considerar os seguintes
passos:

1) Expressao analitica
2) Contradominio e Dominio

3) Sistema cartesiano

Exemplo:
2x-1; se x<0
Esboce o grafico da funcao y = ’
X7,  se x20
1
3 -2 -1 1 2 3
/
Dominio:

Os valores a escolher para o dominio da fungdo s6 podem ser
negativos para y =2x-1 e maiores ou iguais a zero para y = x*

Contradominio:

Os valores do conntradominio s@o calculados a partir dos valores
atribuibuidos a varidvel x segundo as condicdes dadas.

Caro estudante, vocé pode fazer essas continhas sozinho e depois
Jormar os pares ordenados de forma a marcar no SCO

23
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Sistema cartesiano

Marcamos os pontos obtidos no SCO e finalmente tragar o gréfico
da funcdo:
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Resumo da Licao

/7

Resumo

Nesta unidade voc€ aprendeu que:

v

Dominio de uma funcdo € o conjunto de valores da varidvel
independente para os quais a fungdo existe ou tem sentido no
universo considerado. Chama-se também dominio de
existéncia ou dominio de definicao.

Chama se gréfico de funcdo y = f (x), x D, ao conjunto dos pontos (X,
f (x)) tais que xe D, onde D e o dominio de funcao.

Forma diagrama que consiste em representar a fun¢do na forma de
tabelas. Olhe o exemplo que se segue.

Mas tambem podem representar na forma de uma tabela veja o exemplo
a seguir:

Forma de expressiao analitica e como ja deve saber esta forma
consiste escrever a equagdo em que uma das varidveis e independente
e a outra dependente. A expressdo e a forma algébrica e simplificada
de representa uma func¢do e nominal

Existe uma forma de representar uma fun¢do menos usada que se
chama forma de pares ordenados

Para a representagado gréfica é necessario considerar os seguintes
passos:

1) Expressao analitica
2) Contradominio e Dominio

3) Sistema cartesiano

25
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Actividade

26

Actividades

O custo em meticais para contratar um pintor é determinado pelo
custo da tinta e o custo do trabalho. O custo total C € uma fun¢do
de duas varidveis independentes, o nimero de latas de tinta g e o
numero de horas h que o pintor leva para pintar a casa, e é dada
por

C (g, h) =24g + 15h.
1. Qual € o custo total, C, quando o pintor usa 12 latas de tinta e
gasta 18 horas pintando a casa? Qual € o custo total, C, quando o

pintor usa 12 latas de tinta e gasta 18 horas pintando a casa?

Lembre-se: g ( latas de tinta ) e h ( horas de trabalho do pintor )
CT=(g.h) —>24g +15h

Fazendo a substitui¢do dos valores de g e h para saber o resultado.
Resposta: Mts 558,00 2.

2. A férmula de Heron para achar a drea de um triangulo quando os
trés lados sdo conhecidos é dada por A.

Lembre-se: a, b e ¢ - medida dos lados
c. Ache o semi-perimetro do tridngulo quandoa=5,b=8ec=11.
Resposta: 12 unidades

d. Entre com o valor calculado de s na funcdo Area e determine a
area do triangulo

Resposta: 18,33

3. Determine o dominio de existéncia das funcgoes:

2
3x
f(x)=
x2—1

-1




4. Represente graficamente as funcdes

X
a) y=2——
)y 3
2_
b) y=9 1
3x+1,

v

e

MODULO 5

X
—, se x<0
2
se x=0
se x>0
7
6
5
4
3
2
1
-5 4 -3 -2 -1 3 4
—1

27
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c) y=log, (x+2)

me

d) y:log11(6+x—x2) R;]-2:3[

log, (x+2)

Foi uma aula divertida ndo? Ndo percebeu alguma coisa?faz
uma breve revisao e resolva os exercicios propostos.
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Avaliacao

O

Avaliacao

1. Explique por que o dominio da area do quadrado € todo nimero
real positivo e qual é contradominio correspondente?

2. Explique se o volume de uma esfera é ou ndo uma funcio do seu
raio e qual é o dominio da fun¢do Volume da esfera ?

3. Determine o dominio de existéncia das seguintes fungdes:

5
V2x+4

2_
by f(x)=\ Xi’;“

o) y=log, (—x)

a) f(x)=

dy =10g10 (—10—3X+X2)

4. Esboce o grafico de y=x>+1

Resolucao

1)

R: Um quadrado existe somente para nimeros reais positivos.
R: Todos os nimeros reais positivos.

2) Como um volume de uma esfera depende do seu raio, ¢ uma

fun¢@o o dominio e ocontradomio sao todos os nimeros reais
positivos.

Y f(X)= 2x +4

Condicao: 2x+4>0=x>-2 ; D: X€:|—2;+0°|:

Observe que o -2 ndo faz parte da condi¢do de existéncia porque o
radical aparece como denominador da frac¢do e pela e o valor desta sé é
determinado quando o denominador € diferente de zero

29
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2 x4l

b) f(x)= 0

2
XTo2x4l {x+120
=

Condicio: x—1 20 = sze[—l;+oo[\{1}
X

x—1#£0
o)y =10g10 (—x) R;]—oo;O[

d)y zloglo (—10—3x+x2) R;:l—oo;—Z [U] 5; +oo0 [

3. Esboce o grifico de y=x> +1

[
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Licao 3

Monotonia das funcoes

Introducao

Ao observar o comportamento dos graficos de fungdes pode-se
concluir que crescem ou decrescem, mas também podem pemane-
cerem constantes em todo seu dominio ou em partes de seu
dominio. A erste comportamento chamamos monotonia da fungao .

Ao concluir esta licdo vocé serd capaz de:
= Estudara monotonia das fungdes.

= Estudara paridade das fungoes.

Objectivos

Monotonia de fungcdes

Uma funcgao € crescente em um intervalo se o seu grafico sempre
cresce 2 medida que vocé o move da esquerda para a direita. E
decrescente em um intervalo se o seu grafico decresce a medida
que vocé o move da esquerda para a direita. E constante em um
intervalo se o seu gréfico € horizontal.

A
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Monotonia das fungoes

O gréfico do volume de uma esfera € uma funcao crescente. O
dominio desta fungdo é dado por D=]0;0 [

A imagem desta fungdo serd CD= | 0300 |

Explique por que o dominio da fun¢do volume de uma esfera sao
todos 0os nuimeros reais positivos maiores que zero.

Vamos dar uma definicdo mais rigorosa sobre a monotonia das
Juncgoes:

1. Uma fungdo y=f(x) diz-se crescente no Intervalo (a,b) se

para X, <X, € (a,b) tem-se f(xl) < f(xz)

172

Se X <X, =f (Xl )<f (xz) a funcdo € estritamente crescente

Exemplo: f (x)= log, x

y

-2

-3
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2. Uma fungdo y = f(x), diz-se decrescente no intervalo (a,b) , se

para X; <X, & (a,b),

tem-se X <x2 :>f(x1)2f(x2)

B \

Se X) <Xy = f (Xl ) >f (x 2) a funcdo € estritamente decrescente

)X
Exemplo f(x)= (2J

33
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r 3

Paridade de funcoes

¢ Uma funcdo y=f (x), definida num dominio em relacdo a
origem do SCO diz-e impar se f (-x) = -f (x) para todos os
valores de x.

Exemplo f(x)= x3

—14

34

Por exemplo pode usar a fun¢do linear abaixo
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v/

N
31/

Fazer a demostracdo da evidencia de que f (2) € igual a —f (-2)

¢ Uma funcdo y=f (x), definida num dominio simétrico em
relacdo a origem do SCO diz-e par se se f (-x) = +f (x)

Exemplo

Sef(x) =x* = y =f(-x) = (x)* = x* =f(x)

Excelente, vocé conseguiu ver o comportamento das diferentes
fungdes observando os seus graficos e ou o seu comportamento
analitico por isso ja é capaz de identificar fun¢do par e impar,
funcdo monodtona crescente e decrescente.

35




Monotonia das fungoes

Resumo da Licao

@ Nesta unidade vocé aprendeu

* Uma fungdo y=f(x) diz-se crescente no Intervalo (a,b) se

par 35y (1) e 1) 1[5

Se X <X, =f (Xl )<f (X2 ) a funcao ¢ estritamente crescente.

¢ Uma fungdo y = f(x), diz-se decrescente no intervalo (a,b) , se
para X; <X, & (a,b),

tem-se X; <X, :>f(x1)2f(X2)

¢ Uma funcdo y=f (x), definida num dominio em relacdo a
origem do SCO diz-e impar se f (-x) = -f (x) para todos os
valores de x.

¢ Uma fungdo y=f (x), definida num domino em relagdo a
origem do SCO diz-e par se se f(-x) = +f(x)

36




| W | ,
[0 O MODUL05

Actividades

1. Estude a monotonia das funcdes representadas graficamente

a)y, =—x* b) Yo =3x-1

Actividades

ra
L)

b B

Respostas: a) crescente de ]—;0 [ e decrescente | 0;+o0 [, b)
crescente

©) y,=V4-x aYs=4

Respostas: c)decrescente e crescente  d) constante

37
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2 Para os graficos acima, indique o dominio e contradominio,
usando a notagdo de intervalos.

Resposta.
a) Dominio: J—eo;+eo[ ; contradéminio: J—eo; +oo|
b) Dominio: J-ee;+oo[ ; contradéminio: J-eo; +oo|
¢) Dominio: [—2;2]; contradéminio: [—2;0]
d) Dominio: |-eo;+eo[ ; contradéminio: 4

3. Para o grafico ¢, determine o intervalo no qual o semi-circulo é:
a) decrescente

b) crescente

Y

|
4%}
|
28]
|
L
—
[
7%}

a) |-2;0] b) [0:2]
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Avaliacao

O

Avaliacao

Esboce o grifico das funcoes abaixo indicando o dominio e a monotonia

1. y=+v2x+3

2. yzx—l
X

4x+6 x <2

3. Dada a func¢ao 2 x<5

—4x+22 5<x

Construa o gréfico da fungao
Responda as seguintes questoes:
a) Qual é o dominio?
b) Qual € o contradominio?
¢) Em que intervalo € crescente?
d) Em que intervalo € decrescente?

e) Em que intervalo € constante?

Resolucao
1. y=+v2x+3
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Monotonia das fungoes

2. y=X—or

—
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Licao 4

Revisao da Funcao linear

Introducao

Funcdo linear e uma funcdo cujo gréafico e uma recta. Tem portanto como
expressao y=f (x) = ax+b, x € R, com a e b constantes reais.

Certos autores fazem a seguinte distingdo: sejay = f (x) = ax = b. Se b#0
a fun¢do é chamada afim, enquanto se b = 0 ela e chamada de linear.

Por outro lado nem toda a recta e grifico de uma funcdo linear. Mais
explicitamente, nenhuma recta paralela (ou coincidente) ao eixo dos y é
gréifico de uma funcdo linear.

Ao concluir esta licdo vocé serd capaz de:

= Fazer o estudo completo da fung¢ao linear

= Explicar 0 significado dos coeficientes a e b da fungéo linear

Objectivos

Estudando a Funcao Linear (I) na forma y=ax+b

Inicialmente, vamos estudar func¢des lineares onde o coeficiente
angular m é igual a 1 (m = 1) e, no caso abaixo, onde b =0

O grafico de yo = x € apresentado abaixo.
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Revisao da Funcao linear

44

Qual o valor de x onde a equagao intercepta o eixo Ox (ou eixo dos
x)?
No gréfico, fica bem claro que x =0

O ponto onde a equagdo intercepta o eixo y chamamos de ponto de
intersec¢cdo em y e o interessante € que representa o valor de b em
y=ax+b, ou seja, é o ponto (0, b).

Veja o gréfico acima e responda: Qual € o ponto de interseccao em

y?
No caso como b =0, o ponto € (0, 0)

Agora, adicionaremos ao grafico de yp=x, o graficode
Y1 =x+2

b B

Qual € o ponto de intersecgdo no eixo x € no eixo y de y 1 =x+2.

Ponto de interseccdo em x: (- 2, 0)
ponto de intersec¢do em y: (0, 2)

Adicionaremos outras equacdes ao grafico, tais como:




| W |
[0 O

Descreva como o ponto de intersec¢ao do eixo dos x e dos'y
mudam, quando b muda.

Resposta:

Quando b (ponto de interseccao em y) muda, o ponto de
interseccao em x € sempre o oposto de b.

Volte e veja novamente no gréfico.

Agora é com vocé. Calcule as taxas de variacao das outras
equagaoes.

Compare a taxa calculada para o valor de @ em cada equagao.

Resposta:

MODULO 5

Pegamos dois pontos de cada uma das equagdes e encontramos o

seguinte:

2-0 -
—— terd o coeficiente angular a=2

T
S

terd o coeficiente angular a=3

T
o

1—

)

. . 1
terd o coeficiente angular a = )

v
(e
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Revisao da Funcao linear

1- . . 1
—— terd o coeficiente angular a = 7

)

Os valores encontrados correspondem exactamente aos valores de
m de cada uma das equagdes.

1) y8=—2x
y9:—3x
_1

No~=7 5%
1
m=4*

Descreva como os gréficos diferem quando o valor de a € negativo
ou positivo.

Resposta: Quando o a € negativo, a reta € decrescente, ou seja, 0s
valores de y caem a medida que os valores de x aumentam. O
contrério ocorre quando m ¢é positivo, os valores de y crescem a
medida que os valores de x aumentam.
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Resumo da Licao

/7

Resumo

Nesta unidade vocé aprendeu :

Diz-se fun¢do linear a fungdo f (x) =ax definida para todo R

Diz-se fun¢dao Afim a funcdo f (x) = ax +b com a, b
pertecentes a R e a diferente de zero definida para todo o R

Quando o a é negativo, a reta é decrescente, ou seja, 0S
valores de y caem a medida que os valores de x aumentam.
O contrdrio ocorre quando m ¢é positivo, os valores de y
crescem a medida que os valores de x aumentam.

Quando b (ponto de interseccao em y) muda, o ponto de
interseccao em x € sempre o oposto de b.
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Actividades
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Actividades

Faca o Estudo das Equacoes fungoes y=ax

Junto com o grifico de y_=x , vamos construir os graficos das

seguintes funcoes:

Dy 4 =2x (aparecerd em azul)

2)y 5= 3x (aparecerd em roxo)

3y 6 :; X (aparecerd em vermelho)

4) v, :411 X (aparecerd em amarelo)

1 1
y4=2x, y5=3x, y6=5X, y7=ZX

Descreva o efeito crescente ou decrescente do valor de m (o
coeficiente de x) na inclinagdo da reta.

Podemos observar que a medida que cresce o valor de m, cresce
também a inclina¢do da linha ou o angulo que faz com o eixo dos x.




MODULO 5

Por outro, lado a medida que decresce o valor de m, decresce a
inclinacdo da reta, ou o angulo que faz com o eixo dos x.

Caso vocé ndo esteja convencido, volte para a equagdo y; =2 xe
troque o 2, por 4, 5, 6, 7. O que aconteceu com a reta vermelha a
medida que o m aumentou?

Qual € o ponto de intersec¢do do grafico com o eixo y?

1) y4= 2 x : ponto de interseccao com o eixo dos y € (0,0)
2) ys = 3 x: ponto de intersec¢cdo com o eixo dos y € (0,0)
3) ys = 1/2 x: ponto de interseccao com o eixo dos y € (0,0)
4) y;= 1/4 x : ponto de interseccdo com o eixo dos y € (0,0)

Por exemplo no caso de y,= 2 x:

Pelo gréafico podemos ver dois pontos claramente (0, 0) e (1, 2).
Agora, basta substituir as coordenadas de y dos pontos para y; € y;
e substituir as coordenadas de x dos pontos para x; e x; na férmula
abaixo. O valor da taxa de variagdo €é automaticamente calculada e
nesse caso € igual a 2.

Ya—h _ 2-0 _5

X2—X1  1-0

O mais interessante é que essa taxa que encontramos refere-se a
constante m da equacdo y = a x + b, que também ¢ o coeficiente
angular da reta.
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Revisao da Funcao linear

Avaliacao
Agora é com vocé. Calcule as taxas de variacdo das outras
equacaes.
Avaliagio 1. Trace os graficos e estude a monotonia das fungdes
a) F(x)=2x
b) F (x) =2x-5
c) Fx)=3

2. Compare a taxa calculada para o valor de a em cada equacao.

Resolucao

a)F (x) =2x

X y=2x

1 2

2 4

-2 -4
Py
4
34
24
’

e

50




MODULO 5

¢) F(x)=2x-5
X Y=2x-5
1 -3
1 -7
-2 -1
0 -5
‘F
24

d) F(x)=3
X Y=3
1 3
2 3
-2 3
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Revisao da Funcao linear

.
4'..
3
T
1 4=
i
: } } 4 —
-3 -2 -1 1 2
—1 L

>

Resposta:

Pegamos dois pontos de cada uma das equagdes e encontramos o
seguinte:

v
(e}

terd o coeficiente angular a=2

T
o

T
o

terd o coeficiente angular a=3

T
o

T
o

. .. 1
terd o coeficiente angular a = )

v
(e}

T
o

. .. 1
terd o coeficiente angular a = 2

T
(e}

Os valores encontrados correspondem exactamente aos valores de
m de cada uma das equagdes.

Junto com o graficode y = x, ..... as seguintes equacgdes:

1) ys = - 2 x ( aparecerd em vermelho )
2) yg = - 3 x ( aparecerd em azul )

3) y10= - 1/2 x ( aparecerd em roxo )

4) y;; = - 1/4 x ( aparecerd em amarelo )
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O procedimento deve ser o mesmo que vocé fez anteriormente

7 711

=-2x, =-3x, =—
Y8 Y9 10 4

Descreva como os gréficos diferem quando o valor de a € negativo
ou positivo.

Quando o a € negativo, a reta é decrescente, ou seja, os valores de y
caem a medida que os valores de x aumentam. O contrério ocorre
quando m € positivo, os valores de y crescem a medida que os
valores de x aumentam.

Aprofundando Seus Conhecimentos
Crie sua propria equacao da formay =a x + b.

Faca com que o valor de a cresga a partir de 0, descreva o que
acontece com a inclinagdo e a direc@o da reta do gréfico.

Quando o valor de a se aproxima de 0, como se apresenta a
inclinagdo da reta?

Qual o valor de a quando a reta estd proxima da vertical?

Qual o valor de a quando a reta estd proxima da horizontal?
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Revisao da Funcao linear

Resposta:

Faca com que o valor de a cresga a partir de 0, descreva o que
acontece com a inclinagdo e a direc@o da reta do gréfico.

A linha muda de quase horizontal para quase vertical.

Quando o valor de a se aproxima de 0, como se apresenta a
inclinacdo da reta?

A reta torna-se muito menos ingrime até parecer quase horizontal.
Qual o valor de a quando a reta estd proxima da vertical?

A medida que a torna-se cada vez maior a reta fica cada vez mais
vertical

Qual o valor de a quando a reta estd proxima da horizontal?

O valor de a aproxima-se de zero.
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Licao 4

Funcao com médulo do tipo
y=|f (x)

Introducao

Como vimos ao logo das aulas sobre as funcoes estudadas, cada uma tem
as suas carateristicas especificas contudo, todas as fun¢des podem ser
representadas também sob sinal de modulo.Assim nesta licio vamos
estudar como construir ou esbocar o grafico deste tipo.

Ao concluir esta licdo vocé serd capaz de:

= Construir grafico de fungdes com médulo.

» Fazer o estudo de fung¢des com médulo.

Objectivos

Funcao com modulo do tipo y=|7(x)

Quais procedimentos para esbogar os grdficos deste tipo de funcioes?

Podemos construir o grafico da funcgéo yz‘ f (X)‘ , a partir do gréfico de

f(x), pois existe uma ligacdo entre elas segundo a definicdo de ‘ f (X)‘ ,

temos:

yz‘f(x)‘ ={f(x), se  f(x)=0

f(x), se f(x)<0
Assim, para obtermos o grafico y = ‘ f (x)‘ procedemos da seguinte
forma:

e Todos os pontos do grafico cujas ordenadas sdo positivas ndo se
alteram
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Fungdo com mddulo do tipo

e Em vez dos pontos do gréfico da funcdo f(x) que t€m as
coordenadas negativas, construimos os pontos correspondentes
do gréfico da fungdo y=-f ( X)

e Como mddulo significa o valor absoluto entdo reflete-se a parte
negativa de f (x) para cima do eixo dos x.

Exemplo 1:

y=|x]

L Bo

_3--

A parte do gréafico de y = x que fica abaixo do eixo ox € representada
simetricamente em relacdo ao eixo OX obtendo assim o gréifico da func¢ao

y=[x|
Exemplo 2:

y:|x—2| e y:|x+2| no mesmo SCO

Ja conhecemos o gréfico y =| x| entéo facilmente podemos construir

os graficos das funcgdes dadas.

O gréfico da fungdo y =| X—2| obtém-se do gréfico da funcio y =| X|

fazendo a transla¢@o ao longo do eixo OX a direita, com o valor 2.
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Do mesmo modo, pode-se obter o grafico da fungdo y =| x+2 | fazendo

a translacdo do grafico da fungdo y =| X| ao longo ao eixo OX a

esquerda com o valor 2.

1><

Exemplo 3:

Considere y= x2 -2x | agora f(x) é uma fun¢do quadratica mas se vocé

sabe construir o grafico de uma funcao quadratica entio saberd também
construir o grafico do médulo dela

2

1°passo construir o grafico de y=x~—2x
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Fungdo com mddulo do tipo

B

2°passo a partir deste gréfico a parte do gréfico que estd no intervalo
] 0;2 [ fica representada simetricamente em relagdo ao eixo Ox
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Resumo da unidade

@ Nesta licdo vocé aprendeu que:

Para obtermos o grifico y = ‘ f (x)‘ procedemos da seguinte forma:

Resumo

¢ Todos os pontos do gréfico cujas ordenadas sdo positivas nio se
alteram

¢ Em vez dos pontos do grafico da func¢do f(x) que tém as
coordenadas negativas, construimos os pontos correspondentes

do gréfico da fungdo y=-f(x)

¢ Como mddulo significa o valor absoluto entdo reflete-se a parte
negativa de f (X) para cima do eixo dos x.

Vamos realizar as actividades seguintes para melhor entender
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Fungdo com mddulo do tipo

Actividades
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Actividades

1. Represente o grafico da fungdo f (X) =|3X+ 1|
Procedimentos

1° Passo: construir (X) = |x|
2° Passo: construir (X) = |3x| no mesmo SCO.

3° Passo: construir f (x) = |3x + 1| no mesmo SCO.

Primeiro passo
Segundo passo

Terceiro Passo

P

Nota - asb significa valor absoluto ou médulo

Conclusao:

1) O gréfico f(x) = |3x| é uma contragdo do grafico de f (x) = |x| ao
longo do OX, a partir do eixo oy em 3 vezes.

2) A partir do grafico da fungdo f (X) = |3x| , € uma translacdo a

esquerda, ao longo do eixo OX ao valor de % e obtemos o grifico da




| W |
[0 O
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fungio f(x)= |3X+ 1|

2.Represente o grafico da funcao y = ‘ f (x)‘ onde f(x)= x’+2x
1° Passo: construir f (X) =x"+2x

2° Passo: construir f (x) = ‘Xz + ZX‘ no mesmo SCO a partir do grafico

de f(x)= x*+ 2x a parte do grafico que estd no intervalo ] -2;0 [

fica representada simetricamente em relacdo ao eixo Ox

Observe que esta funcdo dada é idéntica a f (X) = ‘Xz - ZX‘ coniderada

no exemplo a cima, difere apenas nos zeros da funcdo por isso o
procedimento é o0 mesmo.

3. Represente o grafico da funcao y = ‘Z_X —1‘

1° Passo: construir f(x)=2x
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Fungdo com mddulo do tipo

no mesmo SCO.

2° Passo: construir f (X)z‘Z_X

no mesmo SCO.

3° Passo: construir f (X) 2‘2_X -1

Primeiro passo
Segundo passo

Terceiro passo

|

Lad

|

I

|

—

—

[ 3
i

Nota - asb significa valor absoluto ou médulo

Simples, vocé acertou porque € inteligente
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Avaliacao

@ Exercicios

Represente graficamente cada uma das seguintes funcdes

Avaliacao
ay = ‘xz + 3x‘

b) y=[log, x|

c)y= x2-4x+3

Resolucio
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a0 com modulo do tipo

Fung

a

R
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licao vai ser tambem sobre func

deve estar seguro que compreendeu. Este claro de forma a ndo

confun

2z

como a proxima

Bom,

dir as duas situagaes.
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Licao 5

Funcao do tipo = 7 ()

Introducao

Objectivos

Nesta licao vamos também fazer a anélise em funcio do sinal do médulo
que neste caso so esta ligado a variavel, isto é, os objectos.

Esta recordado que na outra funcdo da licdo anterior a imagem € que
estava sob o sinal de médulo.

Ao concluir esta licdo vocé serd capaz de:
= Construir graficos de fungdes com mddulos.

= Estudar gréaficos de funcdes com moédulos.

Procedimentos:
Para construir o grafico desta funcao a partir de f (X)

1° Passo: A partir da definicao do modulo vamos tentar mostrar como
construir o grafico desta funcao

Como:

f(|x|)={f(x) se x>0

f(-x)sex<0
2° Passo: Veja que a partir de médulo o que define a fungéo é f (X) para
valores positivos de x.

O que significa que vamos construir a fungdo para x>0 e a parte
negativa de x como fica?
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Fungdo com mddulo do tipo

3° Passo: Verifique também que f (|—x|) =f (|x|) logo é uma fungao par

lembra- se?

Significa que € uma funcao simétrica ao eixo dos y.

Procedimento para construir o grafico da fungdo y =f (|x|)

Constroi- se f (x) para x>0

2. Completar o grafico construindo a parte simetrica da fungdo ja
construida em relacao ao eixo dos y de modo a obter uma funcao
par.

Entdo o procedimento serd o mesmo das funcdes da licd@o anterior? Sim

Resumo da Licao

@ Nesta unidade vocé aprendeu :

e Para construir o gréafico da fungdo y = f (|x|) notemos que para

Resumo qualquer valor posivo ou zero, temos |X|=X logo f (|x|) =f (X) .

e Todos os pontos do grafico da fungdo y = f (|x|) para x>0 sdo

pontos da fun¢do f (X) ey=f (|x|) ¢ uma funcao par
e De |—X| = |X| segue que f(|—x |):f (|x|)

Para construir o graficode y= f (|x|) a parte do grafico y= f (X), a

direita do eixo OY é representada simetricamente em rela¢do ao eixo
oY.
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Actividades
1. Represente o grafico da funcio y="1 (|x|) se f(x)=x-2
Construir f(x) para x> 04
Actividades
¥
i
y=
fr

2. Construa o grafico da funcao da f (x) = |)c|2 - 2|x|

i) Construir f (x)= x*>-2X para x>0

ii) Construir f (x) f (x): x2—2x para x< 0 de modo a completar a

funcdo e obter uma fungdo par.
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Fungdo com mddulo do tipo

yl

Hlf

L=
Ny

b
L L L
I I 1 1 )
ai

3. Dada afuncdo y= oM represente a graficamente

i) Construir y =2" para x>0

i1) Completar um gréfico de modo a obter o grafico de uma fungdo
par, isto é simétrica em relagdo ao eixo OY.

-‘-'--'-""-".I"'-“--I-

[
4 = -z -1 i oz 3 4

HY

4. Represente graficamente y=x2 —5|x|+6

Podemos notar que a fungdo y=x2—5|x|+6 pode ser também

representada como: y = |X|2 -5 |X|+6 porque X2 =|x|2 donde fica claro

que esta fung@o € par portanto o seu grafico € simétrico em relacdo ao
eixo dos y.

Se x €& positivo, a fungdo y:|x|2—5|x|+6coincide com
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yzx2 —5x+46, por isso a partir deste ultimo pode ser construido o
grifico da funcdo dada.quer dizer que a parte do grafico de
y= x2 —5x+6 onde o x> o representa-se simetricamente em rela¢do ao
eixo OY.

Optimo, agora ficou claro que as fungdes que vocé€ conhece podem ser
escritas usando médulos, e estas por sua vez podem ser representadas

graficamente

y= |x2‘— 5|x|+6

_b-
LT
.
“y

-8 -3 -4

Agora resolva os exrcicios que se seguem para medir o seu nivel de

Compreensao.
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Avaliacao

O

Avaliacao

70

Exercicios

1.Construa o grafico de y =log, |x|

2. Construa o grafico y=—2|x|+3

3. Construa o grafico de y =—x2 +2|X|—1

Resolucao
1y =log,|o
2.

H

y=lgx

T 1 T 1 T I
-7 -6 -5 -4 -3 -2

L

¥

r
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Licao 6

Funcao inversa

Introducao

Objectivos

No inicio do estudo das func¢des reais e variavel falamos de tipos de
funcdes. Um dos tipos de funcoes de que falamos e a funcio injectiva e
esta fungdo pelas suas caracteristicas, a objectos diferentes corresponde
imagens tambem diferentes.Isto significa que ela torna se reversivel o que
significa nos dois sentidos definem uma funcdo.

Ao concluir esta licdo vocé serd capaz de:
= Definir a fung@o inversa.
» Calculara fungdo inversa de uma funcao dada

» Representar grafico de uma fungéo inversa

Vocé recorda-se de fungoes de fungoes injectivas? Claro, vimos essa
matéria numa das licdes deste modulo.

Diz-se que uma funcao f é injectiva se quaisquer que sejam x, e x,. Nno

1 2

seu dominio, X1¢x2:>f(x1 );tf(xz)

Vimos também, que se f for estritamente crescente ou estritamente
decrescente, entdo f € injectiva.

Suponhamos, agora, que f seja injectiva e B é o contradominio de f.
Assim, para cada u€B existe um tinico veD, tal que f (v)=u

Podemos, entdo, considerar a fungdo g, definida em B, dada por

lg(u)=vef(v)=u

Tal fungdo g denomina-se funcao inversa de f.

73




74

Funcéo inversa

Se f for uma func¢do que admite inversa, entdo diremos que f é uma
funcao inversivel.Observe que se f for uma fung¢éo inversivel, com
inversa g, entdo g também serd inversivel e sua inversa sera f.

Suponhamos que f admita inversa g. Temos.

(a,b)ef &b=f(a)e=a=g(b)=(b,a)eg

Significa isso que se duas fungdes sdo inversa entre si 0 dominio duma e
igual ao contradominio da outra.para designar uma inversa de f usa se a

notagio f _1_

Agora vamos procurar a forma de encontrar a expressao analitica da
funcao inversa a partir de uma expressao analitica da funcao dada.

Neste caso toma- se sempre a expressao analitica da func¢do dada
procedendo da seguinte forma:

1. Toma-se a expressdo como uma equagao e resolve se a mesma em
ordem a x

2.Trocando o x por y e vice-verse obtem se a funcdo inversa da dada.

Preste atencdo aos seguintes exemplos:

Exemplo 1

1.Determina a expressao analitica da funcao inversa de f(x)=2x+4

-Escrvendo a funcao na forma y =2x+4 e depois resolver em ordem a x
obtemos:
y=2x+4(:>2x=y—4(:)x:y;4(:”(:;_2

- Trocando o X por Yy ou vice-verse obtemos que e a funcio inversa da
dada.

y X -1 X
x=, ~2ey=0-26 (x) )
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Exemplo 2

2.Determina a expressao analitica da funcao inversa de
f(x)=2"+lo y=2"+1 2" =yl

x=log, (x—1) & y=log, (x—1) & ' (x) =log, (x—1)

Como se pode ver que neste caso também resolveu- se a equacdo em

ordem a x e no fim trocou-se o X por y essa € a func¢do inversa.

Resumo da Licao

@ Nesta unidade vocé aprendeu:
[ ]

Definicao: seja f um funcgdo injectiva e B o contradominio de f.
Resumo Assim, para cada U € B existe um tnico
veD £ tal que f (V)=u Podemos, entdo, considerar a fungio

e g, definidaem B, dada por g(u)=v<:>f(v)=u A Funcio

. . -1
Inversa de f. Para designar uma inversa de f usa se a notacao f
® As fungdes injectivas é que admitem fungdes inversas.

¢ (Quando duas funcoes sao inversas entre si 0 dominio duma é
igual ao contradominio da outra.para designar uma inversa de

Procedimentos para encontrar a expressao analitica da funcdo inversa de
uma dada fungao:

v" Toma-se a expressao como uma equacao e resolve se a mesma
em ordem a x

v" Trocando o x por y obtém se a funcao inversa da dada.
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Actividades

Actividades

1.Determine as funcdes inversas das seguintes fungdes:

Bastante simples, vamos considerar as fun¢des dadas como equagdes e
resolvé-las em ordem a varidvel x:

2
a)y=v2x+l = x=42y+1 & x2 =2y+1<:>y_1 =X 5 !

2

Resposta: y_1 =X 2_1 ¢ a funcdo inversa da fun¢do dada
b)
y= :x:i(:)(4y—1)x=y(:)4yx—xzy
4x-1 4y-1
Sdyx=y+x & (4x-l)y=x & y_1 =
4x—1
-1 X -
Resposta: y * = ¢é a funcdo inversa

5. Determine as funcdes inversas de e esboce os graficos das seguintes
2 3x

b)y=

fungdes: a) y =x
x+1

a) Resposta: a a funcio y =x* nio admite funciio inversa porque ela
nao € injectiva

b)

3x
T x+1
1°) Calcula-se o Dominio de existencia:D=xe[\{-1} ou x#3

2°) y:3—X:> x=3—y(:)xy+xz3y(:) y l="%
x+1 y+1 x—3

cujo dominio de existencia: D=xe[] \{3} ou x#3
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3’) Para construir o grafico desta fun¢io vamos construir em primeiro

lugar o grifico da funcdo dada e com base a representacio da sua
inversa,

Sugiro o uso de 2" e sua inversa log, x que na figura abaixo esta sob
notacdo log(2, x)
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E pronto, a representacdo da fungcdo dada em primeiro lugar, tornou fécil
a representacdo grafica da sua fungdo inversa

Avaliacao

O

Avaliacao

1.Determine as funcdes inversas de:

2

a) y=x“+2 b)y= 3

47 +2

2.Ache a funcio inversa de y = X e construa o respectivo géfico

Resolucio

a)

y=x2+2 :>x=y2+2<:>y2+2=x<:>y2=x—2<:>
(:)y_l =+/x-2

Resposta: y_1 =+/x—2 é afuncdo inversa da fun¢do dada

b)
y= ! =>X= (:)(4y3+2)x:1(:)4y3x+2le(:)
4x3+2 4y3+2
3 1-2x —1_3/1-2x
Syl = = =
Y 4x Y 4x

X - . <
¢ a funcdo inversa da funcio dada

Resposta: y_1 =3

1. Ache a fun¢do inversa de y = x e construa o respectivo gafico
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Licao 7

Composicao de funcoes

Introducao

Objectivos

Caro estudante , vocé ja estudou vdrios tipos de fungdes neste mdédulo,
agora o que lhe falta é efectuar operagcOes sobre elas. As operagdes sobre
as fungdes dependem muito do conhecimento que vocé tem sobre os
conceitos aplicagcdo, dominio e contradominio de fung¢des. De certeza que
vocé ird gostar bastante desta licdo.

Ao concluir esta licdo vocé serd capaz de:

= Adicionar fungdes.

= Multiplicar fungdes

= Efectuar a composi¢cdo de fungdes

Antes de falarmos da composicdo de fungoes falemos das outras
operacdes que sdo feitas sobre as fungoes para treinar o nosso
pensamento ou para melhor actuar.

Adicao de funcoes

Define-se como a soma de duas fungdes f:x—y € g:Xx—y uma
funcdo h:x —y tal que para cada nimero fixo, a sua imagem sobre a

aplicagio é: f+g=h ou f(x)+g(x)=h(x)

Exemplo: dadas as funcdes
f(x)=2x+1; e g(x)=2x =>h(x)=f(x)+ g(x)=2x+1+2x
h(x)=4x+1

Certo, acaba de adicionar polinémios logicamente
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Multiplicacao de funcoes

Define-se como multiplica¢do de duas fungdes f:x —>y e g:x—y uma

funcdo h:x —y tal que para cada nimero fixo, a sua imagem sobre a

aplicagdo é&: f.g=h ou f(x).g(x)=h(x)

Exemplo: dadas as funcdes

f(x)=2x+1; e g(x)=2x =>h(x)=f(x). g(x)=(2x+1).2x
h(x)z4x2+2x

Certo, acaba de multiplicar polinémios logicamente

Agora podemos falar de composicdo de funcoes, em linguagem vulgar
trata-se de “funcoes dependentes de outras fungoes’ai tem a definicao.

Composicao de funcoes

Definicao dadas as funcdes f: A=2B e g: B=2C, a composta de f com g,
denotada por g0 f, € a funcdo definida por (g0 f) (x) =g (f(x)). gof pode
ser lida como "g ap6s f" ou seja sése aplica a lei g depois de ter aplicado
aleif.

Para que a composicdo ocorra o Contradominio de f deve ser igual
dominio de g

¥

f(x)

¥

got

Exemplo: Sejam as funcdes reais definidas por f (u) =4u+2 e
g(x)=7x-4. As composi¢cdes fog e gof sdo possiveis e neste caso

serdo definidas por:
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(f0 2)(x)=f(g(x))=g(7x-4)=4(7x-4)+2=28x-14

(g0 ) (w)=g(f(n))=g(4u+2)=7(4u+2)-4=28u+10

Como a varidvel u ndo é importante no contexto, ela pode ser

substituida por x e teremos:

(g0 H(x)=g (f(x)) =g (4x+2) =7(4x+2)-4=28x+10

Observacao: Em geral, f0 g ¢ diferente de gof.
Exemplo: Consideremos as fungdes reais definidas por f(x) = x2+1

g(x)= 2x-4. Entdo:

(fog) (x) =1 (g (x)) =f (2x-4) =(2x-4) 2+1=4x2-16x+17
(g0f) (x) =g (f (x)) =g (*+1) =2 (x*+1) -4=2x>-2
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Resumo da Licao
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Resumo

Recordou que:

f+g=h ou f(x)+g(x)=h(x)

f.g=h ou f(x).g(x)=h(x)

Aprendeu que

Definicao : dadas as fungdes f: A=B e g: B=*C, a composta de f com g,
denotada por g0 f, é a funcao definida por (g0 f) (x) =g (f (x)). gof pode

ser lida como "g ap6s f".

Para que a composicao ocorra o Contradominio de f deve ser igual
dominio de g

Em geral, f0 g € diferente de gof.
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Actividades
1.dadas as funcoes:
1 X 2
y1:\/2x+1 P Y=g y3:ﬁ; Yy =X +2
4x7 +2 X=
Actividades 1—x

Efectue: a)y, +y b) y, X
3 2 1 ,—ZX 1

Resolucio

1 1 @40 42) a4
a)Y3+YZ: 3 + = 3 = 3
a2 A=l (ax-n)(axd+2)  (4x-1)(4xP +2)

1-x 1-x  (I1-x)v2x+1
b) y; X—==+/2x+1 X =
: V2x -1 V2x -1 V2x -1

1
Dadas f(x)=x2 ; = calcular:
adas  f(x)=x" ; g(x) e calcular

gOfZg(f(X)):g(Xz):;

ng=f(g(X)):f(X1J:(xilj2

2 Dadas as fungdes:

f(x)=x2+1; g(x)=v2x+1 ; h(x)= .
2x° -3

Resolva :

a) fogoh(x)  b)gohof (x)
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Resolucao
X X
a)ﬁgoh():f[gUﬂx»]:f{g( 5 ]}—f{ 2.—, +1J
2x°-3 2x“-3
> 2
:( X +1] +1 = 22X +2
2x2-3 2x° -3

3 Calcule:
a) gohof (2) b) hof (—3)

Resolucao

2223

2
a)gohof (2)= ZH 2241 J +1]+1 =J2.(2+1) =6
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Avaliacao
@ 1.dadas as funcdes:
1 X 2
- Y SV2XHL 3 yy =y ya= Doy, =xTH2
Avaliacéo 4x° +2 4x-1

Efectue: a)y,xy, b)y; Xy,

2. Dadas as fungdes:

f(x):x2+1 ; g(x)=v2x+1; h(x)= X

2

2x° -3
Resolva :
hofog(x)
3. Calcule:
a)hofog(3) b)goh(l) c)hoh(-1)
Resolucao
1. Dadas as fungdes:
1 X 2
yI:\/2x+1; yZ:T; y3:ﬁ; Yy =X +2
4x7+2 X=
Efectue: a)y, Xy, b)y; Xy,
| (4x3+2)\/2x+1
a)y; +y,=v2x+l + =
b2 4x3 +2 4x3 +2
X ) x(x2+2)
b)Y, Xy, = .(x +2)=
3= 4x—1
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2. Dadas as fungdes:

f(x):x2+1 ; g(x)=v2x+1; h(x):2 ; .
X —

Resolva :

hofog(x):h[f(g(x))J:h[f(ﬂ)}:h{(mf“}:

2X+2
-3
3. Calcule:

amon(s) 1] Tt

b)gOh(X)_g(h(x))_g(zx;s]_\/ (2x;—3f—3

2
logo: goh(l):\/Z( : J ~3=42.1-3=+-1

2.12-3

X

X j: 2x* -3
2X2—3 2( X j2_3
2x2 -3

c)hoh(x):h(h(x)):h[
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Licao 8

Introducao a Trigonométrica

Introducao

Objectivos

Caro estudante, como vocé sabe a trigometria ndo foi obra de uma tnica
pessoa mas sim de vérias pessoas e nacdes pois ela surgiu da necessidade
de resolver problemas em muitos ramos da Ciéncia tais como
Astronomia, fisica, Topologia etc. Contudo, o principal fundador foi o
astronomo HIPARCO ( 180-125 A.C). portanto a trigonometria foi
descoberta a séculos devido a sua particularidade de ser a ciéncia da
medicdo. Mas até hoje tem a sua aplicagao no mundo desenvolvido como
por exemplo na drea de construcio, aviacao etc.

Vocé vai ter mais uma oportunidade para viver assuntos muito
interessantes do seu quotidiano nesta unidade.

Ao concluir esta licdo vocé serd capaz de:
= Definir as razdes trigonométricas de um angulo
= Definir o radiano como unidade de medida de um angulo.

" Reduzir qualquer angulo ao 1° quadrante do circulo trigonométrico

Vamos fazer uma revisdo de alguns conceitos para podermos caminhar
bem

Nao se esquega que vocé estudou na 10° classe que , num tridngulo
rectangulo ABC como mostra a figura

B

=
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a é o cateto oposto ao angulo O, b € o cateto adjacente ao angulo O, cé
a hipotenusa, o.e B sdo angulos complementares cuja sua soma € igual a

90 portanto: OL+B=9Oo .

Sendo assim, as razdes trigonométricas podem ser definidas do seguinte
modo:

a b . N ) .
sendl =— c CosOl =— a partlr destas razocs tI'lgOIlOInCtI'lCEIS
c c

bésicas podem ser produzidas as outras como tangente, cotangente,
secante e cossecante.

Podemos resumir estas definicdes através da seguinte tabela:

a b
senol = — cosoL=—
c c
a seno.
tgo =" tgoL =
b CcosS O
b cos O
cotgoL=— cotgal =
a senot
c
secol=— secol =
b COS O
c
cosseco =— cosseco. =
a senot

Portanto, as razdes cotg, sec e cossec sdo as razdes inversas de tg,
COs € sen respectivamente:

Razao trigonométrica Razao inversa

Seno, seno Secante, secO
Co-seno, cosOl Co-secante, cOSSsec Ol
Tangente, tgol Cotangente, cotga
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Vocé pode ndo ter falado das razdes secO. (secante) e cosecOl
(cosecante) na 107 classe mas € mais um conhecimento que vai lhe
ajudar a resolver problemas neste capitulo.

Caro estudante, as razdes ndo sdo nada nem nada menos que:
As relagdes entre os lados do tridngulo rectangulo e que tém a

propriedade de determinar a medida dos angulos do tridngulo, uma vez
que seus lados sejam conhecidos.

Se considerarmos a seginte figura:

Um fato interessante € que, como pode ser observado na figura, usando o
fato de que os tridngulos A;BC,, A,BC,, A;BC;, A4BC,, ... sdo
semelhantes, designando por x o angulo de vértice em B, imediatamente
concluimos que:

AC, AC, AC, AL,
C, BC, BC, BC,

Senx =

Assim como,

ooy BAL_BA, _BA, _BA,
C, BC, BC, BC,

_AC, _AC, AC, AL,
BA, BA, BA, BA,

Togx

ou seja, Sen X, Cos x, Tg x ndo dependem do particular tridngulo
retangulo ABC, mas apenas do angulo , cuja medida é x graus.

Por outro lado, podem ser estabelecidas relacdes tteis entre os lados e os
angulos de um tridngulo qualquer, ndo necessariamente retangulo,
podendo ser acutidngulo ou obtusdngulo, ampliamos o dominio das
funcdes definidas acima, colocando:
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Leis do seno e do cosseno

Sen 90°=1
Cos 90°=0

Sen (180°- x) = Sen x
Cos(180°- x) = Cos x
Tg(180°- x)= Tgx

Indicando pela letra mintdscula o lado oposto a cada vértice do tridngulo,
que é denotado pela correspondente letra maitscula, e indicando por A a

medida em graus do dngulo A, B a medida em graus do dngulo Beca

medida em graus do angulo C, temos:

Os problemas envolvendo trigonometria sdo resolvidos através da
comparacdo com triangulos rectangulos. Mas no quotidiano geralmente
ndo encontramos tamanha facilidade, algumas situagcdes envolvem
tridngulos acutdngulos ou tridngulos obtusangulos. Nesses casos
necessitamos do auxilio da lei dos senos ou dos cossenos.

Considere o tridngulo ABC

Lei dos senos:

A lei dos senos estabelece relacdes entre as medidas dos lados com os
senos dos angulos opostos aos lados. Observe:

Em todo tridngulo ABC, vale a  seguinte  relagdo:
a b C

Sen A =SenE% =Senc

Lei dos co-senos:

Em todo tridngulo ABC, valem as relagdes:
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T =ph? +¢c? -Zbc Cos A

o
I

a’ +c? - 2acCosB

[y
b2
I

c*=a*+b*-2abCosC

Tomemos alguns exemplos:
Exemplo

Considere o tridngulo MNP equilatero de lado 1.

1.Determine:
a) A altura relativa ao lado MN.
b) Asrazdes trigométricas dos angulos de 30° e 60°
¢) As medidas dos angulos do triAngulo MQP

E bastante simples, observemos muito bem a figura antes de mais nada e
depois aplicamos as férmulas acima.

1. Determine aplicando lei dos senos ou lei dos cossenos

Exemplo-
Num triangulo, os lados de medidas 6\/5 cm e 8 cm formam um angulo
de 30°. Determine a medida do terceiro lado.

De acordo com a situacdo, o lado a ser determinado € oposto ao angulo de
30°. Dessa forma, aplicamos a férmula da lei dos cossenos da seguinte
maneira:
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2 o
x2:(6\/§) +82-2.64/3.8¢0s30

x2 =36.3+64—2.+82 —2.6\/5.8.\/25
x2=172-144=28

X:2\/7

Vocé precisa de recordar os valores de alguns angulos que ndo
necessitam da tabela trigonométrica. Os chamados angulos notaveis.

Aqui tem um pequeno quadro:

oL | 0|30 45°|60°|90°
[ 'l
Cosseno I h i 15— 1/2 0
Tangeme U \‘I‘ 3 l 1":3. o=
3
Exemplo:

Calcule o valor das seguintes expressdes:

a) sen30O +cos2 45O +tg30O +sen2 60O

sec2 300

b) 1—c0tg260°+ ) o
1—cos” 45

Resolucao

B3

2 2

2

ﬁf

a) sen30 +cos? 45 + tg30o +sen260” = ; .{

:+2+2\/__1+\/_

2
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1
L O
b) 1—cot g260 +m23()_1 2 3+42
I-cos™ 45 1+=
1+ Q +4
2
oty ot s
3 14)3 3 6 6

Formidavel, auténtica aritmética, ndo precisa de tabela trigonométrica
porque se trata de dngulos notdveis.€¢ sO substituir as substituir as razdes
trigonométricas dos angulos dados pelos seus valores.

Avancemos

Lembre-se também que a unidade de medicdo de angulos é o grau no
sistema sexagesimal mas, existem outros sistemas de medicao de angulos
como os sistemas centesimal e circular. Interessa-nos também agora falar
do sistema circular que tem como unidade o radiano e denota-se por rad
(r =rad).

Definicdo: chama-se radiano ao comprimento de um arco de
circunferéncia igual ao seu raio.

o _ 0
90" g0 o
comprimento Jiliji); 'II".IWF.* o
igual ao raio :’W‘F? ﬁ'u
— Tty

1 2n
a=-rad para uma volta completa o=" rad=2mrad

T T
Exemplo:
r . oni1soY g 0_.0180° 3
Trad=""""—900 . 1350 =1350.

rad = —Tmrad
2 2 T T 4

Optimo, podemos fazer conversdo de graus para radianos e vice-versa.
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Entretanto, nao interessa a limitagdo do dominio dessas funcdes Sen, Cos
e Tg, ao intervalo] 0°,180°[, nem tdo pouco o uso da unidade grau para a
medida dos angulos pois, queremos definir fungdes cujos dominios sejam
0s maiores possiveis dentro do conjunto de todos os nimeros reais,

inclusive com uma medida que seja mais interessante.

Para isso, precisamos abandonar o tridngulo retangulo e utilizar um outro
modelo geométrico que nos permita estabelecer relagdes semelhantes
aquelas vdlidas no tridngulo retingulo. O modelo geométrico € a

circunferéncia orientada de raio unitdrio, na qual serd possivel ampliar

todos os conceitos e alcangar os objetivos propostos.

7z

Esta circunferéncia é chamada também de circulo trigonométrico um
circulo de raio unitdrio, com o centro que coincide com a origem dos
eixos ortogonais. E cada regido determinada por estes eixos chama-se
quadrante. Portanto temos quatro quadrantes para o circulo

trigonométrico.

IIIQ -1 IV

Relacionando o circulo trigonometrico e os eixos cartesianos podemos
definir as razdes trigometricas em fun¢do das projec¢des do de um ponto
P que tanto percentence a circunferéncia como também ao plano definido

pelos eixos Cartesianos:
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gix0 dos
SBN0S

......... Pleose, senae)

17 eixo dos
o COSEN0s

PX e Py Sdo as projecgdes de P em relag@o aos eixos das abcissas e das

ordenadas, respectivamente.

Sendo AOPPX um tridngulo rectangulo

OP =X eOP =y , logo:
x " p C Ty Tpr 08

seno =y COSOL=X
p P
y X
tgo = -P cotgo = P
X y
p P

Exemplo: complete a tabela seguinte

X senx | cosx | tgx cotgx

0° 1

90°

180° Nao existe

270° | -1

360° 0

Facil, aplica-se a defini¢do das razdes trigonométricas nos eixos

ortogonais e considera-se medida de raio igual a unidade.
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X senx | cosx | tgx cotgx

0° 0 1 0 Nao existe
90° 1 0 Nao existe | 0

180° | O -1 0 Nao existe
270° | -1 0 Nao existe | 0

360° | O 1 0 Nao existe

Reducio ao 1° Quadrante

As tabelas trigonométricas facilitam-nos na determinacdo de razdes
trigométricas de dngulos agudos ou seja dngulos que pertencem ao 1°
Quadrante. Daf a necessidade de Redugéo de angulos maiores que 90° ao

1° Quadrante. Através do circulo trigonométrico € possivel calcular

valores de angulos que pertencem aos outros quadrantes.

1. Angulos no segundo quadrante (0. I1Q)

Se o ponto M estd no segundo quadrante, de modo que o dngulo pertence

. T ~ . .
ao intervalo E < ol <TT, entdo a cotangente de a é negativa. Quando

T

T

Oc=5 , tem-se que cotg—=0.

_],;‘.l.

N

\J

>
X

Tomemos um angulo de 100° entdo:

a=1000 = B= 1809 —1009 =80Y Pela simetria axial em relagdo ao

eixo OY teremos:
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Senl100° = yp =y ,=sen80° depois pode-se usar a tabela
P
trigonométrica para ter o valor

cos100°=x =-x , =—cos80°
P p

tg100° = —tg80° e cotgl00° = —cotg80°

cos100°=x =-x , =—cos80°
P p

Como pode ver a figura torna muito clara a seguinte generalizagao:

senoL =sen (180O —oc)
COS 0L =—COS (180O —oc)
tgoc=—tg(180°—oc)

cotgou=—cotg (180O —oc)

2. Angulos no terceiro quadrante (o.c II1Q)

Se o ponto M estd no terceiro quadrante, o dngulo estd no intervalo 7T <
3n P
o < B e nesse caso, a cotangente é positiva. Quando o =T, a

cotangente ndo existe, as retas que passam por OM e BS sdo paralelas.

_].J‘i

N

X

Tomemos um angulo de 200° entdo:

o =200° = B=200° —180° =20° pela simetria central com centro em
0 teremos :
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Sen200° zyp =y ,=-sen20° depois pode-se usar a tabela
P

trigonométrica para ter o valor

c0s200° =x =-x , = —cos20°
Pp

tg200° = tg20° e cotg200° = cotg20°

Note que o sinal para tg e cotg € positivo porque estas razdo sio o

quociente de sen e cos que neste caso sdo ambos negativos.

Como pode ver a figura torna muito clara a seguinte generalizac¢ao:

senoL=—sen (oc—l 80° )
COS 0L =—CO0S (oc—l 80° )
tgo = tg(a—180°)

cotgo.=cot g (oc—l 80° )

3. Angulos no quarto quadrante o.e IV Q

Se o ponto M estd no quarto quadrante, o angulo a pertence ao intervalo

3n ) . . 3r
—< O < 27, assim a cotangente de O ¢é negativa. Se O=—,

3n
cotg—=0.
2

o]
s ;
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Tomemos um angulo de 300° entdo:

a=300° = B=360"-300° =60° pela simetria axial do eixo OX
teremos :

Sen300° zypz —y , =—sen60° depois pode-se usar a tabela
P

trigonométrica para ter o valor

c0s300°=x = x , = cos60°
Pp

tg300° = —tg60° e cotg300° =—cotg60°

Como pode ver a figura torna muito clara a seguinte generaliza¢ao:

seno. =—sen (360o —oc)
COS 0L =COS (360° —oc)
tga =—tg (360o —oc)

cotgou=—cot g (360° —oc)

10
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Resumo da Licao

@ Nesta unidade vocé aprendeu :
Para o tridngulo rectanculo ABC

Resumo B

a b a b
seno. = — cosa=— tgo=— cotgoL=—
C C b a

c C
cosseco = — secoL=—
a b

Lei dos senos:

Em todo triangulo ABC, vale a seguinte relagao:
g 8] C

Sen A ) SenB =SEHC

e Lei dos co-senos:

Em todo triangulo ABC, valem as relacoes:
a® =b* +c? -ZbcCosA
b? =a® +c* -2ac CosB
c* =a’ +b* -Z2ab CosC

¢ (Chama-se radiano ao comprimento de um arco de
circunferéncia igual ao seu raio.

e Se o arco da circunferéncia corresponder a uma volta completa,
entdo: o= 2mrad
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e Se o arco da circunferéncia corresponder a meia volta entdo:
o =Trad

e Se o arco da circunferéncia corresponder a um quarto da volta,

_ I
entdo: o= E rad

e Se o arco da circunferéncia corresponde a n-ésima parte da volta,

_ 21
entdo: o.=—rad
n

¢ (Quando aellQ
senc, =sen (180O —oc)
cosoc=—cos(180°—oc)
tgoc=—tg(180°—oc)
cotgo.=—cot g (1 80° —oc)
¢ Quando ae IIQ
senol =—sen (OL—ISOO)
COS 0L =—CO0S (a—180° )
tgo = tg(oc—lSOo)
cotgaL=cot g (a—180° )
¢ (Quando aelIVQ
sena:—sen(360°—a)
COS 0L =CO0S (360° —oc)
tgo = —tg (360o —oc)

cotga=—cotg (360° —oc)
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Actividades

1. Num tridngulo rectingulo cujos catetos medem S5cm e 12cm.
Determine as razdes trigonométricas do angulo oposto ao cateto que

mede S5cm.

Actividades Resolucao

A

Dados: a=5cm e b=12cm

primeiro: c2=52+122=25+144=169  logo: c=1/169=13

a 5 c 13

segundo: seno=—=-— ; cosSseco=—=—
c 13 a
12 c 13
cosSO=—=—— =—=—
c 13 b 12

t OL———i cot OL—E—E
T TS

Correcto, vocé calculou a medida da hipotenusa através do teorema de
Pitdgoras porque sabia que iria precisar para aplicar as definicdes das

razdes trigonométricas.

2. Determine o 4ngulo agudo x de modo se verifiquem as seguintes

igualdades

a) sen(2x+10o )=cos 20o

b) cotg(90o —x):tg(3x—8o )
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Resolucao

a) sen(2x+10o )zcos 20o
2x+10 =20 <2x=10 &x=5
b) cot g(90o —x)ztg(3x—8o )

o o o o
90 —x=3x-8 ©&—-4x=-98 &x=22
3. A partir de um tridngulo rectangulo qualquer, prove que para

qualquer dngulo agudo, verifica-se a seguinte igualdade:

senzx +cos2 x=1

Resolucio

Nao se atrapalhe, use as defini¢des das razdes trigonométricas.

. A - a b
Considere um tridangulo ABC entdo: sentl=— COsSOL=— mas
c c

também sabe-se que num triangulo rectangulo qualquer € valido o

teorema de pitdgoras c2 :a2 +b2

Substituindo na igualdade acima teremos:

mz (bf a2+b2 2
c c c2 C2

Isso mesmo vocé acertou em cheio, estd de parabéns....
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4. Determine o tal que:

a)tgo=1

NE

b)cosa=——
2

V3

c) cotgoL=—

d) seno = _N2
2

Resposta

a)tea=1 =o=45

b)cosoc:\/f: =30
c) cotgoc:—\/3§ o 0=300"

d) senocz—\/z5 o a=225
. 3
5. Determine cosx, sabendo que senx:g, se:

a) 0°<x<90° b) 90° <x<180° c¢) 32n<x<275

Solucao

a)0°<x<90° , Dado:

3 .
senx = s a partirde sen2x+cos

: 2
é +C052X:1:>COS2X:1—2:§:>COSX:'|_' E:ii
5 25 \ 25

2 x =1 teremos:

25 5

Resposta: cos ng
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b) 90° <x <180° senxzi

2
é +cos2x=l:>0052le—izgzcosx:i“/ﬁ:-i_‘i
5 25 25 25 5

Resposta: cosx = —:

c) 32n<x<2n

2
3 +cos2x=l:>0052le—izgzcosx:i“/ﬁ:-i_‘i
5 25 25 25 5

4
Resposta: cos x :§

d) No tridngulo a seguir, determine o valor dos segmentos X e y.

Aplicando a lei dos senos, temos:

100 Xy

sen60° send0° sen80°

X 100 X 100 o= 64 ~73.56

= = = X =
send0°  sen40° 0,64 0,87 0,87

y 100 y _100 6 g7y—08=y~112,64

= = —
sen80° seng0® 0,98 0,87

e) Determine o valor do lado oposto ao angulo de 60°. Observe figura a
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seguir:

8 cm

6cm

x2 =62 +82 =2.6.cos 60°

x2 =62 +82—2.6.;

x2 =100—48

x2=52

X:2\/§
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Avaliacao

@ 1. Determine o angulo agudo x se de modo que:

a) cos lx+10o :sen(x—So)IOo
Avaliagao 2

b) tg(x—lSo ) =cotg(3°+x)

2.  Complete o quadro:

o 30° 45° 60°

sen 1
2

COos

ol

tg V3

cotg

S€C

cossec

3. Sabendo que x pertecnce ao 1° Quadrante , determine os valores de:
a) senx=senl51°
b) tgx =tgl193°

¢) cosx=sen20°

4. Calcule o valor de x:
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3cm 7cm

5. Determine a medida de x:

120
5cm
10cm
Solucao
2.
o 30° 45° 60°
sen 1 2 J3
2 2 2
cos |3 |43 1
2 2 2
tg ﬁ 1 J3
3
cotg 3 1 ﬁ
3
sec 2_\/5 V2 2
3
cossec 2 V2 23
3
3.

a) senx=senl51° =x=29° ( porque senx=sen(180°-x))
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b) tex=tgl93° = x=—tg77 ( porque tgx:—tg(180°—x))

c)cosx =sen20° & x=70 ( porque x+20 =90 )

4. Calcule o valor de x:

a2 =b2 +¢2 —2b.c.cos 60°

72 :x2 +32 —2.3.x.cos60°

49=x2 +9—2,x.;

X2 —3x—40=0 =X =8 e x,=-5

Como sio se trata de medidas x ndo pode ser negativo, entdo x = 8cm

5. Determine a medida de x:

cos120°:—cos(180° -120° )=—cos 60° =—;

x2 =52 4102 —2.5.10(—cos 60°)

x2 =125+50

2527
N

Xx=5

1
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Licao 9

Funcao Trigonometria

Introducao

Para a construcdo de qualquer gréfico de funcio trigonométrica temos as
funcdes bésicas seno, coseno, tangente e cotangente. Sdo curvas muito
bonitas que podem ser usadas na constru¢do de pontes e em algumas
obras as curvas dao beleza. Antes de mais nada faca uma pequena dos
graficos que vocé€ mesmo construiu quando estava na 10 classe. Desta
vez vocé vai brincar com as curvas no SCO fazendo translacdes para

cima ou para baixo, para esquerda ou para direita em relacdo aos eixos
OXe OY.

Ao concluir esta licdo vocé serd capaz de:

Ao concluir esta licdo vocé serd capaz de:

= Definir uma fung¢do trigonométrica.

= Representar o grafico de qualquer fungdo trigonométrica.

Objectivos

Funcao Trigonometria

Amigo, vamos comecar por estudar as funcdes trigonométricassimples
para chegar as mais complexas

1. Senx

Considerando o dominio R, o gréfico da funcdo f (x) =senx seréd o
conjunto de todos os pares ordenados ordenados (X, y) que
podemos encontrar ao mover um ponto pertecente a

circunferéncia de raio r =1.
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114

Lembre-se que o grafico € uma curva chamada senos6ide com
D=R contradominio D £ z[—l;l ] com periodo P=27"’

Sabe também que esta se repete com zeros da
x=0, x=m, x=2%, x=37 por diante.

s
J=seny
R
/
Al 1 ;
v}
) LIS S s
4§ 2 4
. X
_V_E 4 1 q
1
-
(_..._. — >
Paroda =71 =21

Agora, queremos descobrir como € o grafico de uma fung@o seno mais geral,
y= a.sen (bx+m) +k, quando comparado ao griafico de y = sen x, a partir das
transformacdes sofridas pelo grifico dessa fungdo

7

1. Consideremos a fungdo seno cuja expressio € dada por,
y=f1 (X)=senx+k onde k é uma constante real. A pergunta natural
a ser feita é: qual a ac@o da constante k no gréfico desta nova funcdo
quando comparado ao gréfico da fun¢do inicial y=sen x?

2. Ainda podemos pensar numa funcdo seno que seja dada pela

expressdoy =f ) (X) =asenx, onde a é uma constante real, @ ™ D.

Observe que se a=0, a funcdo obtida nao serd a funcdo seno, mas sim a
funcdo constante real nula.

3. Uma questdo a ser ainda considerada é a fungdo do tipo
y=f3 (X)=sen(x+m) , onde m é um nimero real ndo nulo.

4. Finalmente podemos pensar numa fungdo seno que seja dada pela
expressdo, y=f 4 (X)z.sen(bx) onde b é uma constante real nao nula

2
Exemplo: Seja g(x)=3.sen(4x—2)+§. Desenhe seu grafico, fazendo os

gréficos intermedidrios, a fim de entender as transformagdes ocorridas.




Resolucao

fﬂ AL
VYUV

A A

VAV
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No mesmo SCO teriamos

4
3

)=

|
e

Conclusdao: Podemos, portanto, considerar a fungdo seno do tipo

m _
y=f (X) =a.sen (bX+m) +k=asen {b.(x+bﬂ +k, onde os coeficientes
a e b ndo sdo zero, examinando as transformacdes do grafico da funcdo mais

simples y=f (x) =sen x, quando fazemos: em primeiro lugar y =sen (X+r§j ,

em seguida y =sen {b.()ﬁ?}lﬂ , y =asen {b.(x +rtr)lﬂ e,

finalmente, y = a.sen {b.()ﬁ?ﬂ +k

Analisemos, o que é que aconteceu mesmo?
. m - .
e Em primeiro lugar, y =sen X+f sofreu uma translag@o horizontal

m
de —g unidades, pois X = —% exerce tem papel que X = 0 exercia

emy = sen x;

m
e Em segundo lugar, y =sen {b.(x+bﬂ sofreu uma mudanca de
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m 2n
periodo em relagdo ay =sen (X-I_bj , passando a ter periodo sz ;

m
e A seguir, no grifico de y =a.sen {b.(x+bﬂ ocorreu uma mudanca
de inclinag@o pois, em cada ponto, a ordenada € igual aquela do ponto
m
de mesma abscissa emy =sen {b.(x+bﬂ multiplicada pelo

coeficiente a;

m
e Por fim, o grifico de y =asen {b.(x+bﬂ +k sofreu uma
translagdo vertical de k unidades, pois, a cada abscissa, a ordenada do

ponto do grifico dey =a.sen {b.(x+?)lﬂ +k ficou acrescida de k

quando comparada a ordenada do ponto de mesma abscissa do gréafico

dy{b(fﬂ

Note que O estudo dos gréficos das fun¢des envolvidas auxilia na resolucao de
equacdes ou inequacdes, pois as operagdes algébricas a serem realizadas
adquirem um significado que é visivel nos graficos das funcdes esbocadas no
mesmo referencial cartesiano.

2 Cosx
Considerando o dominio R, o gréfico da funcio f(x)=cosx serd o conjunto de
todos os pares ordenados ordenados (X,y) que podemos encontrar a0 mover um

ponto pertecente a circunferéncia de raio r =1.

Lembre-se que o grifico ¢ uma curva chamada cosseséide com D=R
contradominio Df z[—l;l] com periodo P=27

£ L8 T
Sabe também que esta se repete com zeros da X = 5 , X=—, X= 7 por

diante.

O gréfico da fungdo € o seguinte:
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A
¥

Periodo =T = 2z

Agora, queremos descobrir como € o grifico de uma funcao cosseno mais
geral, y=a.cos (bx+m) +k, quando comparado ao gréfico de y= cosx, a partir
das transformagdes sofridas pelo grafico dessa funcao:

1. Consideremos a fung@o cosseno cuja expressdo é dada por
y= f1 (X) =cosx+k , onde k é uma constante real. A pergunta natural a ser

feita é: qual a acdo da constante k no grifico desta nova funcdo quando
comparado ao gréfico da fun¢ao inicial

y= CO5X9
2. Ainda podemos pensar numa fungdo cosseno que seja dada pela expressao

y= f2 (X) =acos X , onde a é uma constante real, & ™ U Observe que se

a=0, a func¢ao obtida nao serd a fungdo cosseno, mas sim a fungao constante
real nula.

3. Uma questdo a ser ainda considerada € a funcdo do tipo
y=f, (x)=cos(x+m), onde m é um niimero real ndo nulo.

4. Finalmente podemos pensar numa fungdo cosseno que seja dada pela
expressao, y = f4 (X) =.COS (bx) , onde b € uma constante real.

Exemplo: Seja g (X) =3.cos (2X—2) +§ . Desenhe seu gréfico, fazendo os

gréficos intermedidrios, todos num mesmo par de eixos.
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yag

Resolucao
Conclusiao: Podemos, portanto, considerar as fungdes cosseno do tipo
m ..
y =f(x)=a.cos(bx+m)+k =a.cos {b.()ﬁbﬂ +k , onde os coeficientes
a e b ndo sdo zeros, examinando as transformagdes
do gréfico da fun¢do mais simples y=f(x)=cos x, quando

m
fazemos em primeiro lugar y =cos {b.(x+bﬂ , em seguida,

y =a.cos {b.()ﬁ?ﬂ e, finalmente, y =a.cos {b.()ﬁ?ﬂ +k

0 que é que aconteceu mesmo?
. m - .
e Em primeiro lugar, y =cos X+F sofreu uma translag@o horizontal
m . . m
de —— unidades, pois X =—— exerce o papel
b b
que x=0 exercia em y=cos X;

m
e em segundo lugar, y =cos {b.(x+bﬂ sofreu uma mudancga de

m
periodo em relagdo ay =cos (X—i_bj , passando a ter periodo;

_ 2
b

m
e aseguir, no grifico dey =a.cos {b.(x+bﬂ ocorreu uma mudanca

de inclinag@o pois, em cada ponto, a ordenada é

m
igual aquela do ponto de mesma abscissa em y =cos {b.(x+bﬂ

119




Funcao Trigonometria

multiplicada pelo coeficiente a;

m
e Por fim, o grifico de y =a.cos b.(x+bj +k sofreu uma

translacdo vertical de k unidades, pois, a cada abscissa,

As ordenadas dos pontos do grafico de y =a.cos b.(x+r§j +k

ficaram acrescidas de k quando comparadas as ordenadas dos pontos

do gréfico de. y =cos b.(x+{:j

Complicado? Ndo vocé jd conhece as fungdes seno e cosseno desde a
décima classe e nem fica atrapalhado com isso, nesta licdo apenas
aprofundou um pouco mais o conhecimento sobre as transformagoes
que sdo feitas quando a funcdo é de expressdo analitica um pouco

complexa.

Certo, viu que as duas fungdes t€tm o mesmo dominio, o mesmo
contradominio e periodo, diferem apenas nos zeros da fungdo

3 Tex

Consideremos a funcdo f(x)=tg x. Cada ponto do grafico é da forma (x, tg x),
pois a ordenada é sempre igual a tangente da abscissa, que é um nimero real
que representa o comprimento do arco em graus ou a medida do arco em

radianos.

O gréfico dessa funcio € o seguinte:

120
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T
O dominio da fungdo tangente é{xeD / X¢E+k7t, kell } e a imagem € o

conjunto R.
Trata-se de uma funcéo periddica de periodo P=7t.

Agora, queremos descobrir como é o grafico de uma funcfo tangente mais
geral, y=a.tg(bx+m)+k, quando comparado ao grafico de y=tg x, a partir das
transformacdes sofridas pelo grafico dessa fungao.

1. Consideremos a funcdo tangente cuja expressio € dada por
y =f1 (X) =tgx+k, onde k é uma constante real. A pergunta natural a ser

feita é: qual a acdo da constante k no grafico desta

nova funcdo quando comparado ao grafico da fun¢do inicial

y=tgx?

2. Ainda podemos pensar numa funcao tangente que seja dada pela expressdo

yzfz(x)za.tgx, onde a é uma constante real, @ % U Observe que se

a=0, a funcdo obtida ndo serd a funcdo tangente, mas sim a funcdo
constante real nula.

z

3. Uma questdio a ser ainda considerada é a funcdo do tipo
y=f3 (X)ztg(x+m) , onde m é um ndmero real ndo nulo.

4. Finalmente podemos pensar numa fung¢do tangente que seja dada pela
expressdo y = f4 (X) =tg (bX) , onde b é uma constante real.

Exemplo: Seja g (X) =3.tg (2X—2) +§ . Desenhe seu grafico, fazendo os

gréficos intermedidrios, todos num mesmo par de eixos.
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Resolucao

Conclusao: Podemos, portanto, considerar as funcdes tangente do tipo
y=f(x)=atg(bx+m)+k=atg {b.(x—?)lﬂH( , onde os

coeficientes a e b ndo sdo zero, examinando as transformagdes do grafico
da funcdo mais simples

y =f (x) =tg x, quando fazemos em primeiro lugar y = tg(x+r§j, em

seguida y =tg {b(x+r§ﬂ, y=a.tg {b()ﬁ?ﬂ , €,

finalmente, y = a.tg {b(x+?ﬂ +k

Analisemos o que aconteceu:

122

m
Em primeiro lugar, y =tg (X+bj sofreu uma translagdo

horizontal de —— unidades, pois x = —% exerce o papel que x=0

exercia em y= tg X;
m
Em segundo lugary =tg {b.(x+bﬂ , sofreu uma mudanca de

periodo em relagdo ay =tg (x+r§j , passando a ter periodo

n

P:
b

B

Atencgdo: ( 0 periodo jd mudou em relacdo ao das funcdes sen e
cos)

m
A seguir, no gréifico de y =a.tg {b.(x+bﬂ ocorreu uma
mudanca de inclinagdo pois, em cada ponto, a ordenada € igual
m
aquela do ponto de mesma abscissaem y =tg {b.(x+bﬂ

multiplicada pelo coeficiente a;

m
Por fim, o grifico dey = a.tg {b.(x+bﬂ sofreu uma translagéo

vertical de k unidades, pois, a cada abscissa, as ordenadas dos
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pontos do grafico de y = a.tg {b.(x+?}lﬂ +k ficaram acrescidas

de k quando comparadas as ordenadas dos pontos do gréfico de

=o{7)]

Cotgx
COs X

Definicio: cot gx= se sen x LI0.
senx

Logo, o dominio da fungdo cotangente é

{xel /senx#0} ={xel] /x=kmn ke[l }

Propriedade:
Observacao:

A propriedade acima s6 € vilida quando os dois termos que aparecem na
igualdade t€m sentido, isto € tg x existe e ndo € zero e a cotg X existe e

T
ndo € zero. Assim a propriedade vale no conjunto {XE [ /X;tkE, kell }

. . P L T
ou seja, sempre que X for diferente de um multiplo inteiro de 5

Também, a partir da circunferéncia trigonométrica, j4 sabemos que, na

figura abaixo, para cada xe D £ cotg x é a medida algébrica do

segmento BC.

. . e e T
ou seja, sempre que X for diferente de um multiplo inteiro de 5 .
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Da figura, observamos também que, qualquer que seja

xeD £ cot gx=cot g(x+k7‘c) , onde k é um ndmero inteiro qualquer.

Assim a fungdo cotg é periddica, de periodo ™.

A fim de esbocar o grafico de y=cotg x, facamos a andlise de como € a
variagdo de y conforme x varia:

e T<X<2W= —oo <y <oog, nesse intervalo, a fungdo é
estritamente decrescente, ou seja, conforme X aumenta, y
diminui;

e T<XZ<2W= —oo <y <oog, nesse intervalo, a fungdo é

estritamente decrescente, ou seja, conforme X aumenta, y
diminui;

Observemos que as retas verticais de equacio #* = HW, para k inteiro, ndo
nulo, sdo assintotas ao grafico da fungdo.

Grafico de y=cotg ¥

~ . . - o+ .
A fun¢do y=cotg x tem como imagem o intervalo ] * m[ . Ela é uma
funcao ndo limitada e periddica, de periodo k.
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5.. Cossec X

Definicao: cossec x=
senx

Logo, o dominio da fungdo cossecante é

eRicenx=0l={(xeR/x #knke 7}

Também, a partir da circunferéncia trigonométrica, ja sabemos que, na
figura abaixo, para cadaxe D £ » COSSeC X ¢ a medida algébrica do

segmento ou do segmento OC.

-
N

Da figura, observamos também que, qualquer que seja, xe D £
COS SEC X = COS SeC ( X+'2ch) onde k é um ndmero inteiro qualquer.

Assim a fung¢@o cos sec € periddica, de periodo 2r

A fim de esbogar o grafico de y=cossec x, fagamos a andlise de como € a
variagdo de y conforme x varia:

T . ~ 2 .
0< x < E = 1<y < ooe,nesse intervalo, a fungio € estritamente

¢ Decrescente, ou seja, conforme x aumenta, y diminui;

T . ~ .
. ESX<R: 1 £y < oo e, nesse intervalo, a funcdo € estritamente

crescente, ou seja, conforme X aumenta, y aumenta;

3n . .
e T<X <? = —oo <y < —le, nesse intervalo, a fungao é

estritamente crescente, ou seja, conforme x aumenta, y aumenta;

37

o ? <X<2w= —oo <y < —le,nesse intervalo, a funcéo é

estritamente decrescente, ou seja, conforme X aumenta, y diminui.
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Observemos que as retas verticais de equagdo * = k"f, para k inteiro, ndo
nulo, sdo assintotas ao grafico da fungdo.

; 1
YA =Sy = ——
ST

2
V-t
1=+
_TI
- SE
| T ® 8 dnfm
s 64 2 4 b
" -1
V2
\g
\

I Perldo =T =27

5.Secx

Definicao: sec x =

COS X

Logo, o dominio da fungdo secante é

{KERICOSX¢U}={}{ eR fx #kg,kez}

Também, a partir da circunferéncia trigonométrica, ja sabemos que, na

figura abaixo, para cadaxe D £ SeC X ¢ a medida algébrica do segmento

OS ou do segmento OT.

aPa
N

Da figura, observamos também que, para todo xe D £
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,SEC X =Ssec (X+2kTE) onde k é um ndmero inteiro qualquer. Assim a
funcio sec € periddica, de periodo 2.

A fim de esbogar o grafico de y=sec x, facamos a andlise de como € a
variagdo de y conforme x varia:

T . ~ .
0<x< 5 = 1<y < ooe, nesse intervalo, a funcgio é estritamente

crescente, ou sej a, conforme x aumenta, y aumenta
e
E<x£n:> I<y<-1

e nesse intervalo, a fungdo € estritamente crescente, ou seja, conforme
X aumenta, y aumenta;

T . ~
5 <XS<MT= —oo <y <-le, nesse intervalo, a fungao é

estritamente crescente, ou seja, conforme X aumenta, y aumenta;

e T<X< 3 = —oo <y <—le, nesse intervalo, a fungao é
estritamente decrescente, ou seja, conforme X aumenta, y diminui;

3n

. Y <x<2n= 1<y <oe, nesse intervalo, a fungao é estritamente

decrescente, ou seja, conforme x aumenta, y diminui.

km
Observemos que as retas verticais de equacgao X=7 , para k inteiro, nao

nulo, sdo assinptotas ao grafico da fungao.

PeE

Periode =T =1%
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As inversas das funcées trigonométricas

Todas as funcdes trigonométricas sdo periddicas. Assim, para cada uma

delas, vale que f(X+T)=f(X), para todo x do D, , sendo f uma das

f ’

referidas funcdes, e T o periodo. Assim sendo, nenhuma das fungdes
trigonométricas € inversivel em seu dominio. Entretanto, para cada uma
delas podemos considerar uma restricdo do dominio, a fim de obter uma

funcao inversivel.

¢ A funcio arcsen
A funcdo seno foi definida da seguinte maneira:
sen kR — [— ’l,+’lJ

o= 5enkX

. _ ~ . T .
considerando a restricao dessa fun¢ao ao intervalo _E;E , isto é:

{_ﬂ:;n} [—1; 1] para: X > senx

~ . ~ : nwyo.. .
Essa funcdo, restricao da fungdo seno ao intervalo {—;} , € inversivel

pois € uma fung¢ao estritamente crescente. A sua inversa denomina-se
arcsen e escreve-se:

™
20
X b arcsenx

arcsen: [-1+1]— [ -

O grafico da fungdo arcsen € entdo o seguinte:

/ Os graficos de

il Y= SN %, parax e[—i.l].

2 2

ede

W= arcseny

1 530 simétricos emrelagdo a
ya hissattiz y=x.




A funcio arccos
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A funcdo cosseno foi definida da seguinte maneira:

cos R —[-1+1]
X > COSX

Vamos considerar a restri¢ao dessa func¢ao ao intervalo

[O;n], isto é: [O;n]—>[—1;+1] para X —>Cos X

Essa funcio, restricao da funcao cosseno ao intervalo[ O;TE] , € inversivel

pois € uma funcao estritamente decrescente. A

sua inversa denomina-se arccos e escreve-se:

arccos: |-1+1=[0,x]

X b= 4diCCos X

O grafico da fung@o arccos € entdo o seguinte:

y

Os graficos de

y=cosy parax e [07],
e de

Y= Arccosy

s40 simétricos emrelagdo 3
higsatriz y=x.
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A funcio arctg

A funcdo tangente foi definida da seguinte maneira:
T
tg:R—{2+kn: kel }—>]—oo;+oo |
X = tgx

Vamos considerar a restricao dessa fungdo ao intervalo

1 m=w[
——: = ,isto é:
22

_;[%]—00;4-00[ para Xk>tgX para: X—senx

- - . . T
Essa funcio, restricdo da funcao tangente ao intervalo |——;—| ,é

22

inversivel pois é uma fun¢do estritamente

crescente. A sua inversa denomina-se arctg e escreve-se:

oW

arcto: ool — |-= —
d: b e ba ] 2.2[
¥ b oarctgx

O gréfico da fungdo arctg € entdo o seguinte:

i /
; /
.
T // 0s araficos de
R R [ ——— _ T T
1 y=tu, para x = }?.?[.
' ' ' ede
/ y= arct
__________________ S0 simétricos em relagdo
/ ! ! higzetriz y=x.
/
/
/
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Andlogamente, podemos definir as inversas das outras trés funcdes
trigonométricas (cotg, sec e cossec). Sempre € preciso tomar cuidado com
a restri¢cdo do dominio, a fim de obter uma fungéo inversivel.
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Resumo da unidade

o7 .

Resumo

Os Dominios das fungdes seno e cos sdo iguais a R

® Os contradominios da fungdes seno e coseno sdo iguais a [—1;1 ]

e A periodicidade de seno repete-se para
0<x<21 ; 2rn< X <47 etc...

e Os zeros da fungdo seno sdox=0 ; x=7; x=27; Xx=37
e A periodicidade de co-seno P =27

e Os zeros da fungdo co-seno

sﬁosz ;Xzs—n; X:52TE etc.. em geral dados pela

2

Férmula : X=(2K+1)§; kel

Secante

® secx =sec (X+2kTC) onde k é um nimero inteiro qualquer. Assim

a func¢do sec € periddica, de periodo 2,

T . ~
e (0<x< 5 = 1<y < ooe,nesse intervalo, a fungdo é

estritamente crescente, ou seja, conforme x aumenta, y aumenta

T . .z .
¢ —<x<m= 1<y <-1 nesseintervalo, a fungdo ¢ estritamente

crescente, ou seja, conforme X aumenta, y aumenta;

T . ~
. E <X<M= —oo <y <-le,nesse intervalo, a funcgdo é

estritamente crescente, ou seja, conforme x aumenta, y aumenta;

3n . .y
e T<X <? = —oo <y <—le, nesse intervalo, a fung¢ao é

estritamente decrescente, ou seja, conforme x aumenta, y diminui;

31

e —<x=£2n= 1<y <oe, nesse intervalo, a funcdo € estritamente
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decrescente, ou seja, conforme x aumenta, y diminui.

Cossecante

* Qualquer que seja, Xe D, cossecx = cossec(x+'2km) onde k ¢

f >
um ndmero inteiro qualquer. Assim a funcdo cos sec € periddica, de

periodo 2,
T . ~ 2 .
e O<x £ 5 = 1<y < e, nesse intervalo, a fungdo € estritamente
¢ Decrescente, ou seja, conforme x aumenta, y diminui;

T . ~ z .
. ESX<TE:> 1 £ y < e, nesse intervalo, a fungéo é estritamente

crescente, ou seja, conforme x aumenta, y aumenta;

T . -
e T<X <3:> —oo < y < —1e, nesse intervalo, a fungao é

estritamente crescente, ou sej a, conforme x aumenta, y aumenta,

31

e ~——<X<2T= - <y < —le,nesse intervalo, a fungdo é

estritamente decrescente, ou seja, conforme x aumenta, y diminui.
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Actividades

1. Qual o valor mdximo da fungdo y = 10 + 5 cos 20x ?

Solucao:

O valor mdximo da funcdo ocorre quando o fator cos20x é mdximo, isto
¢, quando cos 20x = 1. Logo, o valor maximo da fun¢do serd y = 10 + 5.1
= 15.

Actividades

2. Qual o valor minimo da fungdo y = 3 + 5 sen 2x?

Solucao:
O valor minimo da fun¢do ocorre quando o fator sen2x é minimo, isto &,
quando sen2x = -1.

Logo, o valor minimo da fungdo seriy =3 + 5(-1)=-2.
3. construa o grafico de d =2sen2x
Solucao:

1
r-----
1
1
1

e m e -

e e m e e e e —————
S

y

I T L s ey
I

S

R L L R ——
g

________|________
e e e e e e m e ———-—

Vocé acertou em cheio pois, primeiro construiu o grifico da funcio

d=sen2x que é uma contragdo ao longo do eixo OX duas vezes do
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grifico d=senx que vocé€ conhece como a palma da tua mio e depois
construiu o grafico d =2sen2x que é uma amplia¢do do grafico anterior

2 vezes ao longo do eixo OY.

Avaliacao

O

Avaliacao

1. Qual o valor minimo da fun¢do y = 3 + 5 sen 2x?

Solucao:
O valor minimo da funcio ocorre quando o fator sen2x € minimo, isto &,
quando sen2x = -1.

Logo, o valor minimo da funcdo serdy =3 + 5(-1) =-2.

2. Indique a expressdo analitica do gréfico representado, o seu dominio e
o seu contradominio

Ay

L L
mihe S e on ol oy Pt e g R ___1

I I
i r '
I I
-, i

Solucao:
a fungdo € y=cos2x , dominio R e o contradominio é [—1 ;1 ]

10
2. Qual o valor maximo da fun¢do y=————— ?
6—2cos 20x

Solucao:

A funcdo terd valor maximo, quando o denominador tiver valor
minimo. Para que o denominador seja minimo, deveremos ter cos 20x
=10
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10 _10_
6-2.1 4

y:

N |

Portanto, o valor mdximo da fungao é

N |

Qual seria o valor minimo da mesma funcao?

Resposta: —
POy

4. Para que valores de m a equacdo sen 30x = m - 1 tem solug@o?

Solucao:

Ora, o seno de qualquer arco, € sempre um nimero real pertencente ao
intervalo fechado [-1,1]. Logo, deveremos ter: -1 O m-1 1100 0 m [J
2.

Agora calcule:

a) o valor minimo da fungdo y = 2 + 9sen4x.

b) o valor mdximo da fungdo y = 10 - cosx .

c¢) o valor de y = sen 180° - cos270°

d) o valor de y = cos 180° - sen 270°

e) o valor de y = cos(360.k) + sen(360.k), para k inteiro.

Respostas: a)-7b) 11c)0d)0e) 1
3. construa o grafico de y=3senx

Solucao:
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Licdo 10

Equacao Trigonométrica

Introducao

Caro estudante, vocé precisa de comprir com certas leis para lidar com
expressoes e equacdes que envolvem razdes trigonométricas. Ndo iremos
deduzir todas todas as férmulas mas muitas delas sdo bastante claras. A
deducdo destas férmulas faz-se apartir da aplicagdo das defini¢des de
razdes trigonométricas e da férmula fundamental da trigonometria.

Ao concluir esta licdo vocé serd capaz de:

= Resolver a equagdo trigonométrica.

Objectivos

Para resolver as equcoes trigonometricas precisamos de dominar as
formulas trigonmetricas. Algumas dessas formulas ja estudou na decima

classe.
Vamos a isso!!!!

Formulas trigonométricas

A partir da férmula fundamental da trigonometria voce pode deduzir

outras relagdes entre as razdes trigonométricas:

Férmula fundamental da trigonometria:

1. sen2a+c052

o=1
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Dividindo ambos os membros da férmla por senzoc obtém-se a relagdo:

1.1. |l4+cot gzoczcos ec2oc

Muito facil, ndo precisa de ser explicado para entender pois, vocé é
muito inteligente. E s6 fazer continhas, lembre-se que sec é funcdo
inversa de co-seno.

2

Dividindo ambos os membros da férmla por cos“ 0. obtém-se a relacdo:

2 2

1.2.|tgea+1=sec“a

lembre-se que sec € fungdo inversa de co-seno.

2. férmulas para transformacao do produto de senos e co-senos em
somas dessas funcoes:

2.1 seno..cosB= ;[sen(oc+[3)+sen(oc—[3)]
2.2 cosO.cosP= ;[sen(a—B)+sen(a+B)}

2.3 sena.senf = ; [cos(oc— B)—cos (Oc+[3)]

3.formulas de somas e diferencas de funcoes

+ —_
3.1 senoc+sen[_’)=2senOC—B.COSOC—[3

2 2
3.2 sena.—senf =2sen 062_[3 .COS a;B

o+p a—B

3.3 cosa+cosP= ZCOST.COS 5

o+p a—B
2

3.4 coso.—senf =—2sen =y .sen




4. Seno da soma e da diferenca de dois dngulos
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4.1sen(o+f)=senc.cos B+cos asenf

4.2 sen (a—B) =sena.cos p—cos aLsenf

5. Co-seno da soma e da diferenca de dois dngulos

5.1 cos(a+B) =cos o..cos B—senaisenf

5.2 cos(a—pB)=cos o.cos B+senasenp

6. tangente da soma e da diferenca de dois angulos

6.1
T
a,b * E+kn (kell)
tg(o+p) = tgo+tg para a+b + Tixn (kell)
1-tgo. tgf 2
I-tgo.tgf # 0
6.2
T
a,b * E+kn (kell)
tg(a—B) _ teo—tgp para a—b + Tikn (kell)
1+tgo. tg 2
I+tgo.tgf # 0

1. Férmulas de bisseccao

7.1 sen2 (ajz I=cosa
2 2

7.2 cos2 < :Hcﬂ
2 2

73tg2 o) _1-cosa
| 2 ) l+cosa
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Para algumas férmulas se podemos deduzir as seguintes férmulas
novas:

sen(a+p)=seno.cosP+cos a.senf sen20.=2 seno.cos o
cos (0+B) = cos a.cos p—seno.senf cos 20, = cos2 oL—sen2a.
tg(a+B):M tg2oc:2ti

1-tgo. tgf l_tgza

Tudo bem, agora podemos simplificar expressdes aplicando as férmulas
que acabamos de ver:

Por exemplo:

Reescreva na forma mais simples a expressao:

sen (2x—y)+cos4x

Resolucio

Equacoes trigonométricas

Ja vimos que equagdo € uma igualdade entre expressdes matematicas, fica
claro que quando se tratar de equagdes trigonométricas vamos envolver
expressdes com razdes trigonométricas.e as solugdes serdo os arcos que

vao satisfazer a igualdade.
Definindo com rigor matemdtico:
Definicao

Equacio trigonométrica é a igualdade entre as expressdes que envolvem
um ou mais arcos incdgnitos e sdo verdadeiras somente para certos

valores atribuidos a esses arcos

As equacgdes trigonométricas podem ser elementares ou complexas.
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A equagdo elementar pode ser chamada equagdo simples, e define-se

como qualquer equagdo da forma:

senx=sena; cosx=cosa; .tgx=tga. Onde x €é um arco

trigonometria incdgnita a ser determinar € a um arco trigonométrico
qualquer.

Exemplos: cosx=0 ;senx+cosx=0; 2senx=1

Qualquer equagdo trigonométrica nao elementar pode ser transformada
numa equagdo elementar aplicando as relacdes trigonométricas que
acabamos de estudar.

E como determinar a solugcdo equacdo trigonométrica?

Toda equagao trigonométrica tem uma infinidade de solugdes, por

Exemplol: cosx =0

~ . T .
Os arcos que t€m a mesma medida X=5+k7t (keD )satlsfazem a

igualdade. Poderd verificar isso geométricamente no grafico da funcdo
co-seno.

Vamos organizar melhor o nosso procedimento:

1. Arcos do mesmo seno

se Sen(Tc—a)zsena sendo X um arco trigonométrico, as solucdes

gerais da igualdade terdo a forma:

x=(m—a)+k2m ou x=a+k2%

x=m+2kTt —a ou x= a+k2w

x=(2k+1)n—-a ou x=2kmn+a

Exemplo2: senx =0,5
Como 0,5 = sen 30°;
T .- . .
senx = sen g , Utilizando o resultado geral obtido acima:
de onde conclui-se:
L8 . ~ £
X = 2km + g com k inteiro, que representa a solucio genérica da

equacdo dada.
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Fazendo k variar no conjunto dos nimeros inteiros, obteremos as

solugdes particulares da equagdo:

Por exemplo, fazendo k = 0, obteremos por substitui¢cdo na solugdo

genérica encontrada acima,

T L
X=-—o0ux=—;

6 6

Fazendo k = 1, obteremos:

T T . .
x=17—- oux = 13—, e assim sucessivamente.

Observe que a equagdo dada, possui um nimero infinito de solugdes no

conjunto dos niimeros reais.Poderemos escrever o conjunto solugdo da

equacao dada na forma geral:

T T
S = {xIx-R; x =2k + 1)1 - g ou x = 2km + g,ke 7}

Poderemos também listar os elementos do conjunto solucao:

2. Arcos de mesmo cosseno

Ja sabemos que cos (-a) = cos a.

Analogamente ao caso acima, podemos escrever para as solugdes gerais

da igualdade:

Solugdo genética de uma equacdo do tipo cosx= cos a, serd dada por

x = (-a) + 2kn ou x =a + 2km, sendo k um niimero inteiro

3. Arcos de mesma tangente:

J4 sabemos que tg (T + a) = tg a.

Entao, podemos escrever para as solucdes gerais da igualdade:
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Xx=(T+a)+2knw ou x =a+ 2km
também podemos escrever: x = (2k + 1)T + a ou x = 2k% + a,

Sendo k um nimero inteiro. Observando que 2k € um ntiimero par e 2k +
1 é um ndmero impar, para k inteiro, assim reunindo as duas expressdes

acima numa unica: X = k7 + a.

a solucdo genética de uma equacio do tipo tgx= tga, serd dada por

x=kmw+a

Estimado estudante, um aspecto muito importante que vocé deve reter €,
como qualquer equagdo trigonométrica pode ser reduzida a uma equagio
elementar através de transformacdes trigonométricas convenientes, as
igualdades acima sdo bdsicas para a resolucdo de qualquer equagdo

trigonométrica.
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a5y,

Resumo

Nesta unidade vocé aprendeu :
¢ Férmula fundamental da trigonometria

¢ Foérmulas da Relagdes trigométricas

2 2

sen“o+cos“ o =1

e Equagdes trigonométricas sdo igualdades entre expressdes que
envolvem razdes trigonométricas e sdo verdadeiras sé para certos
valores atribuidos as incégnitas

e Todas as equagdes trigonométricas tém uma infinidade de solugdes

e Relacdes entre razdes trigométricas

Produto de sen/cos Soma e diferenca de sen/cos

1 —
sena.cosf3 = E[Sen(“*‘ﬁ)ﬂen(a—ﬁ)} seno+senf=2sen OH_B.COS 0(2 B

1
Se““-COSB:E[Sen(a+ﬁ)+sen(a_ﬁ)} seno.—senf = 2sen——-.cos

op  o+p
2

sen(x.senB=%[cos((x—[3)—cos((x+ﬁ)} +B o—B

(04
cosoc+cos[3:ZCosT.cosT

coso.—senf =—2sen o+p .sen B
2 2
2. Seno da soma e da co-seno da soma e da
diferenca de dois diferenca de dois angulos
angulos

cos (a+B) = cos at.cos B—sencLsenf
sen(ou+B)=senat.cos B+cos ousenf

sen (0—B)=seno.cosB—cosausen | cos(o—PB)=cos c.cosB+senasenf

Bisseccao de angulos

2(0(} 1—cosa
sen“| — |=———
2 2
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ab % 725+1<n (kell)
tg(o+B)= tgoi+tgp para a+b + Tikn (kell)
1-tgo.tgp 2
I-tga.tgf # 0

ab % 72t+kn (kell)

tga—tgf

para a—b * E+kn (kell)
1+tgo. tgf 2

tg(o—P)=
I+tgo.tgf # 0

Note que as outras férmulas como viu sdo consequéncias das destas,
partindo de certas condi¢des especiais
¢ Defini¢do

Equacdo trigonométrica € a igualdade entre as expressdes que envolvem
um ou mais arcos incognitos e sdo verdadeiras somente para certos
valores atribuidos a esses arcos

e Solugdo da equacdo trigonométrica

senx =sena<>x=(2k+1)T—a ou 2km+a
cosx=cosa=x=2km+a ou 2km—a

tgx =tga<>x=kn+a

com k el]

® Qualquer equacdo trigonométrica pode ser reduzida a uma equacio
elementar através de transformagdes trigonométricas convenientes, as
igualdades acima sdo bdasicas para a resolucdo de qualquer equacdo
trigonométrica.
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E importante dominar as férmulas sobre as relagdes trigonométricas pois
para simplificar qualquer expressdo que envolve razdes trigonmétricas
deve-se aplicar estas férmulas, sempre que nao tiver em mente, consulte
para ndo correr o risco de errar:

1) 2cosx — 3secx =5

Solugdo:

Lembrando que secx= vem, por substituicao:

COS X

1
COS X

2.cosx — 3. ( )-5=0

Multiplicando ambos os membros por cosx # 0, fica:

2.c08’X — 3 — 5.cosx = 0 ou 2.cos’x — 5.cosx — 3 = 0.

Vamos resolver a equacdo do segundo grau em cosx.-

Seja y . cosx. teremos: 2y2 -5y—-3=0

1
Portanto, cosx = 3 ou cosx = -—

Note que: A equagdo cosx = 3 ndo possui solugdo, j& que o cosseno
S6 pode assumir valores de —1 a +1.

J4 para a equagdo cosx = -1/2, teremos:

COSX = —1 =co0s120° = cos (%)
2 3

Logo: cosx = cos (E )

Donde resulta solucdes genéricas da equagdo dada:
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x = 2km + 2;coux=2k71:—
Estas solucdes podem ser reunidas na forma:

21 o
x =2km + ? , com Kk inteiro.

2) 5tg’x — 1 =7 secx

Solucao:

Resposta: x = krt ou x = km + m/4.
3) 3.senx - \/§ .cosx =0
Solucgio:

Teremos: 3.senx = \/5 . COSX

Dividindo ambos os membros por cosx # 0, fica:

senx COS X
3, =/3.
COS X COS X

3.tgx = \/g

3 T
tex = —=tg30°=tg (—
g 3 g g(6)

Vamos entdo resolver a equagio elementar

T
tgx =tg(—)
g g 6
Vem logo que:
T
Resposta: x = kit + g

4) 4(sen’x — cos’x) = 5 (senx — cosx)
Solucio:
Lembrando da identidade:

AP-B’= (A-B) (A2 +AB + Bz), poderemos escrever:

4(senx — cosx)(sen’x + Senx.cosx + cos’x) = 5(senx - cosx)

2 2 . .
Como sen“x + cos’x = 1, vem, substituindo:

4(senx — cosx) (1 + senx.cosx) = 5 (senx — cosx)

Simplificando os termos em comum, vem:
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4(1 + senx.cosx) =5
5
1 + Senx.cosx = —
senx.cosx = ——1
4

SENX.COSX = —

Multiplicando ambos os membros por 2, teremos:

2.senx.cosx = 2. (lj
4

2.8enX.CosX = —

Como ja sabemos da Trigonometria que 2.5enx.cosx = sen 2x, vem:

sen2x = ; = sen30° = sen (71/6)
sen2x = sen (E )

6
A solucio seré:
2x = (2k+1)7 - /6 ou 2x = 2kT + /6
Dividindo ambas as expressdes por 2, vem:
X =2k+1)./2 -n/12 ou x=km+ 7/12
Simplificando a primeira expressao, fica:

x=km+ f; ou x =kmw+ 17t2 /12, que € a solugdo procurada.

Portanto,
Resposta: S = {x \x =km + ?Zt oux =km +IT; , kinteiro}.

Excelente, vocé resolveu os exercicios com sucesso pois, baseou-se nas
férmulas trigonométricas e aplicou-as correctamente.

Agora , resolva sozinho os exercicios que se seguem:
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Avaliacao

@ Resolva as seguintes equacoes:
1) tgx +cotgx=2
Avaliagao 4
2) tgx +cotgx = —=

V3

3) Resolva a equagdo do exercicio 4) que resolvemos em conjunto no
item das actividades para o conjunto universo U = [0, 7/2].

4) Resolver a equagdo 2sen (3x) + 1 =0

5) Encontre a solu¢do da equagdocos x+ 1 =0

6) Encontre a solu¢do da equagido tgx=\/§
7) Ache o o conjunto solu¢do da equagdo

sen(5x)+sen(2x)=0

Solucoes
1) tgx +cotgx =2

Solucgio:

senx  Cos X
+ =2

COSX S€nx

SCH2X+0052 X

=2 Como sen’x + cos’x =1
S€nx. CoS X

1
—— =2 & 1 =2ssenx.cosx < 1 = sen2x
Senx.cos X

< sen2x = 1 =sen90° = sen(1/2) < sen2x = sen(7/2)

Entdo:

T
2x = (2k+ 1) - 725 ou2x =2k +
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x=k+D) 2o T ux=kn+ T

T
2

n

T
Resposta: x =kn + —

2) tgx + cotgx =

&l -

Solucao:

senx N COS X 4
COSX senx \/3

(S6I12X+COS2 X 4

—  Como sen’x + cos’x = 1
senx. cos X \/_

S S & 3 =4.senx.cosx & /3 = 2.sen2x
Senx.cos x \/_

NE

T T
< sen2x =—— =sen60° = seng & sen2x = seng

2

Solucdo

S:{xeD /x:kn+§ ou x:kn+76t,keD }

St T
IHS={—, —1}.
) {12 12}

4)2sen3x+1=0
Solucao:

Uma solucio € Entao:
T . i 1 . i
3x =—, pois sen— =—— Assim temos sen3x =sen—
6 6 2 6

3x=""42kn ou x:—’g+2kn

_In 2km e T 2km

—+——ou
18 3 18 3

Concluimos que o conjunto solugdo é:

S=<xel] /x—7—n+@ ou :—£+@k U
18 3 18 3
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S)cosx+1=0

Solucio:

Temos que cos x = - 1. Entdo x =T rad € uma solucio, pois cos T =-1.
Assim, cos X =cos T

Como os arcos de medidas Trad e —Trad possuem a mesma

extremidade, o conjunto solugao é:

S={xell /x=n+2kn kel }

6) tex=/3
Solucio:
T 3
VN S Y
Uma solugdo é X =—, pois tg—= =—=\/§
3 Tt 1
cos—  —
2

Assim sendo, o conjunto solucdo é:

Sz{xeD /x=§+kn kel }
7) sen5x +sen2x =0
Solucio:

Observe que é possivel transformar o 1° membro em um produto; além
disso, o 2° membro € zero. Assim sendo, lembrando que

X+ X—
y.COS y

senx+seny=2sen temos:

5x+2x 5x—2x
n .COS 5 =

2se 0=

ZSen7—X.cos3—X=O:>sen7—X:0 ou cos3—X:0
2 2 2 2

Tx
Para sen7=sen0 temos: 72X=kﬂt, kel . Portanto:

7x = 2k = X:ZI;“, kel

3 T 3x T
Para COS—X=COS— , temos: —X=—+k7t, kel
2 2 2

Entao: 3x=m+2kn = X:§+21;n, kel
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O conjunto solug@o é: SZ{XED /X=73t+21§n ou X=217(n,kED }

por outro lado o mesmo problema poderia ser resolvido assim:

sen (5x) + sen (2x) =0

sen (5X) = - sen (2x)

como: - sen (2x) = sen (- 2x) desse modo temos:

5x =—-2x+km ou 5x =n—(-2x)+2kn (kel)  dai obtemos

x= 2K oy B2 )
7 3 3

Existem diversos tipos de equacdes trigonométricas, sendo impossivel
abordd-las neste modulo, por isso vocé deve investigar mais sobre o
assunto tdao importante no nosso quotidiano. Entretanto repetimos, vocé
ndo pode se esquecer que qualquer que seja a equagdo trigonométrica

dada, através de transformacdes trigonométricas, sempre recaird numa

equacdo elementar, que acabamos de estudar. Forca!!!
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Licao 11

Inequacoes Trigonométricas

Introducao

Objectivos

7

J4& vimos que inequacdo € uma desigualdade entre expressoes
matemdticas, fica claro que quando se tratar de inequacdes
trigonométricas vamos envolver expressdes com razdes trigonométricas.

Vamos nesta ultima licdo do mddulo, nos dedicar a resolucdo de
inequagdes trigonométricas.

Ao concluir esta licdo vocé serd capaz de:

= Resolver inequacdes trigonométricas.

Inequacgoes trigonométricas

Quando numa inequacdo encontramos funcio trigonométrica da
incognita ou funcio trigonométrica de alguma funcdo da incognita
em pelo menos um dos membros de uma inequagdo, dizemos que esta

inequacio é trigonométrica.
Tomemos alguns exemplos para ilucidar isso:

Exemplos:

1 ~ . . o
1) senx > 5 e sen’ X +tgx =2 sdo inequagdes trigonométricas.

153




154 Inequagdes Trigonométricas

2) (sen 30°). (*-1)> 0 e (tg§+cotg§)xz +(sen72£)x<0

Nao sao inequacdes trigonométricas.

Resolver uma inequagdo como f(x) < g(x), por exemplo, significa
determinar o conjunto S dos nimeros s, sendo s elemento do dominio de f
e de g, tais que f(s) < g(s).

O conjunto S é chamado de conjunto solucdo da inequacdo e todo
elemento de S é uma soluc¢ao da inequacio.

sdo algumas

2

Assim, na inequagio senx > —5 , os numeros 0,

&3
SRS

5 . 3n St . .
de suas solugoes € OS numeros E (] Z nao o sao.

Resolucéo das inequagoes trigonométricas fundamentais

Quase todas as inequagdes trigonométricas, quando convenientemente
tratadas e transformadas, podem ser reduzidas a pelo menos uma das
inequacdes fundamentais. Vamos conhecé-las, a seguir, através de
exemplos.

1° caso : sen x < sen a (sen X “sen a)

Por exemplo, ao resolvermos a inequagao

o8 1 .
senx < sen g ou senx <sen 5 Encontramos, inicialmente,
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RY .
0<x< ou " <x<27m , que é uma solugdo particular no

T
6
intervalo. [0;275] Acrescentando 2kt com kell as extremidades dos

intervalos encontrados, temos a solugdo geral em IR, que é:
T

2kn<x<—+2kn (kell) ou
6

27t+2k7t <x<2n+2kn (kell)

O conjunto solucao é, portanto:

s:{xeu / 2knsX<’6‘+2kn 0u27t+2kn <x<2m+2kn (kell) }

. - T 1
Por outro lado, se a inequagado fosse: senx < sen g ou senx <sen 5 ,

~ .. . . I8 R .
entdo, bastaria incluir as extremidades de — e z € o conjunto

solucdo seria:

s:{xeu / 2knsXs’6‘+2kn <x <2m+2kn (kell) }

Resumo da Licao

¢ (Quando numa inequagdo encontramos funco trigonométrica da
incégnita ou funcio trigonométrica de alguma funcdo da
incégnita em pelo menos um dos membros de uma inequagdo,
dizemos que esta inequacdo é trigonométrica.

e (Quase todas as inequagdes  trigonométricas,  quando
convenientemente tratadas e transformadas, podem ser reduzidas a
pelo menos uma das inequagdes fundamentais. Vamos conhecé-las,
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Actividades

Actividades

156

Resolva as inequacoes

1

1) Resolva a inequagdo sen x > E

5T

ol

ny
Y

Enid

anfz

S={xeR."%+kﬂ{x«:%+kﬂ:,k EZ}

ou E:Tr+2|i:r-::x--ﬂ3?r+2k:r

Seja x tal que sen x + cos x = 1. Determine todos os valores possiveis
para sen 2X + cos 2x

Solucao:




-
-,
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(senx+cos x)2 = (1)2

sen2x+cos2 x+2senx.cos x=1
sen2x=2senx cos x=0= senx=0 ou cosx=0
senx=0=>cos x=1 = cos2x=1=1=sen2x +co2x=1

cos Xx=0=senx=1=co2x=—1=sen2x+cos 2x=—
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Avaliacao

@ 1)cosx<%

Avaliacédo ¥ x
.
7 ¥ x
2
1in
)

1;ﬂ+2knﬁk52}\

§= xERI%+2kH <x <

2
2) I-sen“x Sl
cotgx.senx 2

Solucao

2
I-sen“x Sl
cotgx.senx 2

Primeiro, sabe-se:

sen?x + coszx = 1
cos2x = 1 - sen?x

segundo, substituindo na inequacio inicial:

2 2
cos” x 1 cos“x _1 1
— < = <— =cosx<—
cosx.senx 2 cosx 2 2
senx

Como o valor do cosseno vai aumentando conforme o angulo diminui, o

. 1 .
menor resultado vai ser o que tem > ou seja o 60°.

T T
Resposta: 60°<x<90° < ES X <§
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Modulo 5 de Matemaica

Teste Preparacao de Final de
Médulo

Parte 1 - Composiciao de fungoes

1. Seja y:f(x):xg, x:g(t):t2+1 acharyzf(g(t))
x—

2
2. Achar (fog)(x), se u:g(x):u—1 se u=
u+

x2+1

Parte 2 - Func¢ido com médulo

l.y= x2 —5x+6‘
2.y= log1 X

2
3. y= X2—5|X|+6‘

Parte 3 - Funcio inversa

Escolha a op¢do verdadeira para cada alinea. Considere a seguinte
afirmacao:

As fungdes inversas e o0 dominio de cada uma as seguintes funcdes:

D y=s5x+1 2) yziJrX 3) y=vl-x2
—X

X, se |—oosl]

4) x2, se [1;4]

3x+4, se ]4;+oo[
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Parte 4 - Trigonometria

1. Calcule o angulo A

C

5cm 7cm

Bcm

2. Resolva as seguintes equagdes trigonométricas:

2

a) 2cos“ x—3cosx+1=0

b) cosZ x +2sen?x =Z em U= [O, 275]

C) senx — sendx =0 ,
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Solugoes do teste de preparacao

do Mddulo 5

CHAVE DE CORRECCAO

Parte 1 - Composicao de funcoes

1. D =l
g

Solugido

g(t)+1

2
(t +1)+1 t2+2

f(g(t)=

g(t)—z_(t2 +1)—2: 21

Parte 2 — Funcao inversa

sdo respectivamente:

Y
-1

>

a)y ! =

-1

>

c) y_l =

1+x
2) y=——
1-x

solucao

11
a)y =%

5

5

D
-1
y

D
-1
y

-0 by l=41,

=T

¢ dominio de definicao de g(t)

com Dfog

D

=l

MODULO 5

=0\{-11}
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3) y=vi-x>

solucao

a)y_l __ 1—x2 e D » =[0;1] para [-1;0] da funcao vy ,
y

1 1
y

c)y_lz\ll—xz, para x #-—1

byD =[] b)y_lz\/l—xz, D =10 para [—1;0] da funcao y
y

X, se |—oosl1]

4) x2, se [1;4]
3x+4, se ]4;+c>o[

Solucio
X, se ]—oo;l[
1
) —, se [1;16]
X2
X+4, se  |16;+0]
3
1
X, se |—ooslf x’ [=eeit]
b Jx, se [1;16] ol Jx, se 0
X_4, se |16 ;+00] é+4, se |16;+o0]
3 X
u2
3. D =0, =f(u)=——, D.=R\{-1
=0 y=t()="" DR}
u2
Solugdo: é preciso substituir na igualdade f (u) =—1 oupela
u+

e analisar o dominio de existéncia :

expressaio u=
x“+1
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XZ

X . 2
_ (x2+1j __(X2+1) B x2

(XJH Cx+xP 4l (x+x2+1)(x? +1)
x? +1 x* +1

cujo dominio de existéncia é D fog =[]
Parte 3 - Fun¢cio com médulo

lL.y=

x2 —5x+6‘

r=|x-3x+d
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x2—5|x|+6‘

3. y=

¥= ||x2|—5|x|+ 6|

Parte 4 trigonometria

1. Calcule o angulo A

5cm 7cm

6cm
72 :62 +52 —60cos A

49-36—25=—cos A
12

2. Resolva as seguintes equacdes trigonométricas:
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2

a) 2cos“ x—3cosx+1=0

2 1
—3y+2=0 =y, =louy, =
y Y1 Y1 >

fazendo cosx=y, temos 2y
cosx=1=x=2kn, kel

cos x=;:>x:i-73t+2kn, kel

b) cosZ x +2sen?x _7 em U= [0, 2n]
4
(l—senzx)+2sen2x=7 (:)1+sen2x=z<:)sen2x:é
4 4 4
senxziﬁ
2
T

C) senx —sen3x =0

2

senx(l—senzx)zo =senx.cos“ x=0

senx=0 = x=km

cos2 x=0=cos X:0:>X=;E+kﬂ7 , kel
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