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Prefacio a

segunda edicao

A matemidtica discreti, estudo de sistemas finitos, vem assumindo importincia crescente & medida que a er do
computador avanga. O computador &, basicamente, uma estrutura finita, ¢ muitas das suas propricdades podem ser
entensticos dentro do arcabougo formadeo por sistemas matematicos linitos, Este lvro, a0 apresentar os conteddos
hdsicos, pode ser usado come livro-texto na disciplina de matemdtica discreta oo como wm suplemento pari oulms
matériasg.

(ks triés primeiros capitulos tratam do comeddo-padriio sobre conjuntos, relagoes e funghes e algoritmos. Se-
guem os capitulos sobre ldgica, vetores ¢ matrizes, contagem ¢ prohabilidade. Depois, temos rés capitulos so-
bre teoria dos grafos: grafos, grafios orentados ¢ drvores bindrias. Finalmente, capitulos avulsos tratam de pro-
predisdes dos inteiros, sistemas algébnoos, inguagens e maquinas, conjuntos ordenados ¢ reticulados ¢ dlgebra
bocleana, O capitulo sobre fungdes ¢ algoritmos inclui uma discussio a respeito de cardinalidade ¢ conjuntos
enumerivers e complexidade, Os capitulos gue tratam de teoria dos grafos contém discussies sobre planaridade,
formas de percorrer grafos, caminhos minimos e algoritmos de Warsholl ¢ Hoffmann, O capitule sobre lingua-
pens e maguings inclui expressbes regulares, aulbmatos, miguinas de Turing ¢ fungbes computiveis, Ressalta-
mas que o capitulos foram escritos de tal forma que & ordem pode ser alterada sem dificuldade ou perda de con-
tincidade.

Esta segunda edigdo de Maremdtica Discrefa supera a primeira tanto na variedade dos assuntos coberios guan-
ey i profusdidade com que sio ratados, Os vpicos em probabilidade, expresabes regulares ¢ conjunios regulares,
drvere bindnas, cardinalidade, complexidade ¢ maguinas de Tunng e fungbes compulives nlio constsvam i pai
meira edigio ou eram apenas mencienados, Ese novoe material reflete o fato de que muemdtica discrela, swalmen-
te, € uma disciplina de um ano, e ndo mais de um semesire apenas,

Cacla capitulo inicta com uma apresentagio clara de definigies pertinentes, principios ¢ teoremas, exemplos ¢
oulros materiais ilustrativos, seguida de conjuntos de problemas resolvidos ¢ problemas complementares. O proble-
mas reselvidos visam g tlestrar @ ampliar o material incluindo ambém demonstraghes de teoremas. Os problemas
complementares fomecem umi revisio completa dos temas trabalhados mo capitalo. Fod inclaida wma quantidade de
material maior do que agquela que pode ser coberta na maoria dos cursos inicias, O obpetivo fod womar o liveo mais
Mexivel, a fiom de olerecer uma opgEo mats 00l como referéncia, além de desperiar interesse cm oulros (0picos,

Por fim, queremos agradecer i eguipe da McGraw-Hill Schaum’s Cutline Series, especialmente a Arthur Bi-
derman ¢ Maurcen Walker, por sua cooperagio irmetocivel.

Sevwronr Lipscfeels
Mare Livrs Lipson
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Teoria dos Conjuntos

11

1.2

INTRODUGAO

O conceito de conjumio cstd presente om toda a matemitice. Este copitulo apresenti o notogdo e a terminelogia di
tertit dos conjunos, gie ¢ wnt assunto hisico ¢ serd usado no decorrer do exto,

Apesar de o estudo de Wgica ser formalmente traado no Capitelo 4, apreseniamos aqui @ representacio de con-
juntos por diggramas de Venn e mostmamos sui aplicagiio para argumentos Iogicos, A relacEo entre a weona dos con-
juntos ¢ aldgica serd explorada posteriormenie na discussio sobre dlgebra booleana no Capitulo L5

Este capitulo se encerra com a definicio formal de indisgio matemdtica com exemplos,

CONJUNTOS E ELEMENTOS

Ll r'.-.l.l'.'__funr.:'.l pl::n:lt,: aer comaiderado como uma q:l,lll,:l:;:'m di uh_ir,:lﬁ‘., % Elemenias on membros do -::n-ﬂju i, Mormal-
mente usamos betras maidsculas, A, B, X, ¥, ..., para denotar conjuntos, & letras mindsculas, a, box, v, .. para de-
niMar clementos de conjuntos. A afirmacio “p € um elemenio de A™ ow, equivalentemente, “p pedence o A7, € es-
ki

PEA
A afirmagio de que @ odo & um elemento de A, 1310 € a negagdo de p £ A, € escrita

pEA

O Fte de gque um conjunto fca completamente determinado quando seus elementos sdo especilicados & for-
eialmente Conlsecido como principio da exiensio,

Principio da extensdo:  Dods conjuntos, A ¢ B, 380 (s 52 ¢ somente s possuem 08 mesmos elementos

Coane de hibi, escrevemaos A = & se os conjunios A e 8 530 iguais, ¢ escrevemos A # 8 e 08 Conjuntos néo
sl IEUis,

Descricdo de Conjuntos

Existem essencialmente dias maneiras de especificar um conjunio particular. Uma opg o, quando possivel, consis-
te e hstar seus elementos. Por exemplo,

A= |a. ei, 0 u}
denota o conjunie A cujos elementos si0 as lerras ., e, i, o, b, Observe que s elementos 330 separsdos por virgelas
& s encontram dentro de chaves ¢
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A segunda maneira consiste em enunciar as propricdades que caracterizam os elementos do conjunio. Por exemplo:
f = L & um imeiro par, x> 0§,

que deve ser lido como “8 € o conjunto dos x al que x ¢ um inteiro par ¢ x ¢ maior do que (7, significa que os ele-
mentos do conjunto & sio os inteiros positivos, Uma letra, usualmente x, € usada para designar um elemento tipico
do conjunto; dois-ponios € lido como “tal que”, ¢ a virgula como "e”.

Exempio 1.7

() O conjunto A definido anteriommente também pode ser escrito como;
A = |x 3 é uma letra do alfabeto, xé uma vogal |

Observe quebEd, e EdepE A
(b Mo seria posaivel lisar wedos elementos do conjunio B acima, embora fregientemente se possa especaficar o

conjunte escrevendn

f=[2.4.6 ..}
onde s assume gue o significado da especificagho pode ser entendido poe iodos. Observe que § € 8, mas -7
i A

) .5-:j:|.ﬁ = [.1.':.1:: =X+ 2 =10 ], Em owtras p.al:ﬂ.'m-:. E & o conjunta das mll.l.l;ﬁ:mha{um;in T - Ix+ 2 =1
por vezes denominado o covfurie solingdo da eguagio. Como as solughes da equagdo sie | e 2, poderiamos
Lambeém escrever £ = [ 1, 2].

i) Seaf=(r:r-Iw+2=0LF=[L1leG=][1.22I &3] Entdo £ = F = (7. Observe que um con-
Juntd mio depende da maneir como seus elementos 3o representados. Um conjunto ndo se alter se os ele-
menbas sk repetidos ou reordennidos,

Alguns conjunios vio aparecer com muita freqi@éncia no @xto e, por esta razio, usaremos simbolos especiais
para representi-los. A menos de especificagdo em contririo, vamas considerar o seguinie:

N = oconjunio de nteiros posatives; 1, 2,3, ...,

£ = o conjunto dos inteiros: ., =2, -1.001,2 ..,
0} = o conjunto dos nimeros recionais,

R = o conjunio dos nimenos s,

C = oconjunto dos nimeros complexos.

Mesmo guando for possivel listar os elementos de determinado conjunte, pode niio ser muite pritico fazé-lo.
Por exemplo, ndo lstariamos os elementos do conjunto das pessoas nascidas oo mundo durante o ano de 1976 em-
bora, teoricamente, seja possivel compilar essa lista. Isio €, descrevemos um conjunio listando seus elementos ape-
nas 52 o nameno desses elemeantos for pequeno; caso contrino, descrevemas o conjunto pela propriedsde que ca-
racteriza seus elementos.

O fato de que um conjunto pode ser descrito em fungdo de uma propriedade ¢ formalmente conhecido como
prrincipio da abstragde,
Principio da absiragho:  Dado um conjunto U ¢ uma propriedade P, existe um conjunto 4 tal que os elementos
de A sdo os elementos de U que possoem o propriedade P

1.3 CONJUNTO UNIVERSO E CONJUNTO VAZIO

Erm qualquer aplicagio da weona dos compumtos, os elementos de 1odos conjunios considerados pertencem a algum
conjunts maior, conhecido como confunio rriverso. Por exemplo, em geometria plana, o conjunio universs com-
poe-se de todos os pontos do plano e, em estudos de populaghes humanas, o conjunio universo compie-se de iclas
as pessoas do mundo, Vamos usar o simbalo

il

pitra denotir o conjunto universo, a menos que se mencione explicitamente, ou esteja implicito no contexto, um sig-
nificado diferente para o simbolo.
Para um dado conjunte L e uma propriedade P, ¢ possivel que ndo existam elementos em O satisfazendo a pro-
priedade £, Por exemplo, o conjunto
5= |x: x € um inbeirs pl:lsitim,f= £}

ndio possui clementos, ji que nenhum inteiro positive tem a propriedade requerida,
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O conjunto que ndo contém elementos é chamado de conjunio vazio' ¢ ¢ denotado peoT:

2

Existe apenas wm conjunto vaao, [sto & se 5 e T siio vazios, entiio § = T, Ji que possuem exalamenic os mesmios
clementos, isto €, nenhum.

1.4 SUBCONJUNTOS

Se wndo elemento de um conjunto A € também um elemento de um conjunto B, diz-se gue A & um salbeonjuniy de
B, Também dizemos que A estd contido em B ou que B contém A, Essa relagiio € escrila como ségue:

ACBouBDA

Se A ndo & um subconjunto de B, isto &, se pelo menos um elemenio de A ndo perience a B, escrevemos A @ B
ouli 2 A,

Exempia 1.2

(al  Considere as conjuntos

A={1,34,589} #=1{1,2,357} ¢ ={1,5}

Entio, CC Ae CC B jague 1 ¢ 5, os elememtos de O, sio também clementos de A ¢ 8. Mas 8 £ A, umna vez
e seus clemenod, por exemplo, 2 e 7, niio perfencem a A, Aldm disso, oom os elementos de A, Be O tam-

bém devem penencer oo comjunta aniverso £, concluimos que L deve, pelo menos. comber o conjunte | 1, 2, 3,
4.5 6.7 8.9).

(h) Bejam N, Z, Qe B definidos como ma Segio 1.2, Entiio;
NCFACOCOR

(el Deonjunto £ = |2, 4, &) & um subconjonio do conjanto F = [6, 2, 4§, j4 que cada um dos elemenios 2, 4 ¢ 6
pertencentes a £ ambém perencem a F, No verdsde, £ = F, De maneira andloga, ¢ possivel mdosifar gue loda
comjundo £ um subeonjunto de 5 mesmao,

As seguinies propriedades de conjunios devem ser observadas:

(1} Todo conjunto A € um subconjunto do conjunto universo, ji qoe, por definigio, odos elementos de A
periencem L, O conjunio vazio, &, ambém & um subconjunto de A.

(i} Todo conjunto A € um subconjunio dé 51 mesmo, uma vez que, iInvialmente, os elementos de A per-
iencem a A,

(i} Setodo clemeniode A pertence a um conjunto B, ¢ todo elemento de B pertence a um conjunio C, en-
&0 claramente wdo elemento de A perience a O Em outras palavras, se A © B e B C C, entiio A T O

(v} SeAC Bel CA entioA e 8 tém os mesmos clementos, 1 e, A = B, Por outro lado, s A = B, en-
@04 S Be B CA jdque todo elemento ¢ um subconjunto de 5i mesmo.

Enunciamos csses resultados formalmente no weorema a seguir.
Teorema 1-1: (i) Paratodo conjunto A, emos @ C A C U,
(i) Paraodo conjumo A, A T A
i) SeACHeBC CoemdioA C C.
(ivl) A=Fsecsomentesed C Be RCA.

SeAC B 4 possivel gue A = &, Quandoe A © Bmas A # B dizemos que A ¢ am subeoniunio pedpeio de B s
creveremaos A C B quando A € um subconjunto propric de B. Por exemplo, suponha

A=1{1,3} B=1{1.273) ¢ ={1,32}.

Entio, A ¢ B sdo subconjumos de O mas A € um subconjunio proprio de C, enquanto B niio & um subconjunio pré-
priode O, jdgque B = C,

Mode T Nooriginal, eswady set o el rer.
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TEGORA E PROBLEMAS DE METEMATICA DISCRETA

1.5 DIAGRAMAS DE VENN

Um diagrama de Venn ¢ uma representagio pictdrica na qual os conjuntos sio representados por dreas delimitadas

Por curvas na plinds,

Cy conjunto universo U & represeniado pelo interior de um retingulo, ¢ os outros conjuntos, por discos contidos
deniro desse retingulo. 5¢ A C B, o disco que representa A deve estar inieiramente contido no disco que represen-
ta B como na Fig. 1=10a), Se A e B s3o dispuntos, i, 2., 52 eles niio possuem elementos em comum, entdo o disco re-

presentando A estard separade do disco representando 8 como na Figora 1-105),
Eniretanio, s¢ A ¢ B sdo dois conjunios arbitririos, € possivel que alguns objetos esicjam em A mas nio em B,
alguns estejam em B mas ndo em A, alguns estgjam em ambos ¢ alguns ndo estejam nem em A nem em 8; portan-

to, em geral representamos A e 8 como na Figura 1-1 (o).

©ORICIONIC

whACH (b A e B sdo disjumos (el
Fig. 1-1

)

Argumentos @ Diagramas de Venn
Muitas afirmativas feitas verbalmente s3o essencialmente afirmativas sobre conjunios ¢ podem, portanto, ser des-
critas através de disgramas de Venn.
Logo, os diagramas de Venn podem ser usados para determinar se um argumento & ou nie vilido, Considere o
exemplo seguinte,
Exempla 1.3 Mosire que o sepuinte arguments (sdapiado de wm liveo de ldgica de Lewis Carroll, autor di Alice
e Pary elien Mearevilvas ) & valsdo:

5, Minhas paneslas 550 0% dnicos obpeos feites de metal gue possuo,
5, Eu nchey trdlos o% seus presentes muitn tieis.
5, Menbuma das mimbas 'pn.l'ﬂ.‘ln i g paonen utilicade,

5 Seus presentes pasa mim ndo sio feites de meral.

{As alirmativas 5. .5': i &y ke as hipileses, ¢ u.:ﬁrm;u.'in &€ o comclasdo. U argumento € valido s a conclusio § se-
gue logicamente das hipdleses 5, 55 e 5,1

Por 5, oz abjetes de metal estio contides no conjunto de panelzs e, por 5, o conjunts de panslas & o conjunte de
ohjetos dteis sio distinios; loge, desenhamas o diagrama de Venn (Figura 1-2).

panglas

Fig. 1-2
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Por 5., o conjunto “sews presenpes” ¢ um subconjunto do conjumo dos objetos dueis e, portanto, desephamos co-
mi st represemade na Figun 1-3,

panelas objetos dreis

Fig. 1-3

A conclusio ¢ claramente villida de acondo com o diagrama de Yenn acima porgue ¢ conjumo 'seus presentes
& dlisjunto do conjunto de objetos de metal.

1.6 EFEHAGﬁEE ENTRE CONJUNTOS
Esta seqldo apresenia virias operaghes imporianies enire Conjunios.

Unido e Interse¢io

A wnide de dois conjunies & ¢ B, denmada por A U B, € o conjunio de todos elementos gue pertencem a A ou a
R isio é:
AUB={x:x e Aouxe B}

Aqui "ou” ¢ usado no sentido de efou. A Figura 1-4(a) ¢ um diagrama de Venn no qual A L B esid sombreado,
A intersepdo de dois conjuntos A ¢ B, denotada por A M8, € o conjunte dos elementos gue pertencem a A € a
B isto &,
ANB={rrxedexe B

A Figura 1=3(b) € um diagrama de Venn no qual A 1 B estd sombreado,
ScA M B =3, istoé, se A ¢ Bndo posssem elementos em comuom, entfio A ¢ B sio ditos disjumros.

A 2]
(a)A U 8 ead sombreado (B} A 7§ estd sombreado
Fig. 1-4
Exemplo 1.4
wh Sejad = 1,2 340 8= {34,567} C=[2 3.5 7). Entio,
AUB={1,2145467} A B = {3 4]
AuC={1,23457} ANCm {2,3]

il Suponha que M dencta o conjunte de estudantes do sexo masculing de uma universidade C, ¢ F denota o con-
Juniti de estudantes do sexo Femining nn aniversidade . Entla,

MuF=r
1 que cacla estudante de O perfence & apenos um dos conjuntos, M ou F. Por outro lado,
MOF =4

ik gue nenhum cssdantes pefence o ambos os conjunios M e F
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A operagio de inclusido de conjuntos estd intimamente relacionada is operagdes de unidio ¢ intersegdo, como
demonstra o leonema a seguir.

Teorema T-2: sioequivalenies A THBANMBE=AcA U R =8,

Nota: Esse teoremi esid demonstrado no Problema 1,27, Outras condiges equivalentes a A C # sdio apresen-
tsdas mo Problema 1,37,

Complementares

Lembramos que todos conjuntos considensdos em cada situag §o sio subconjunios de um conjunte umiverso fixo, U
O complemeniar absofuro, ou simplesmente complemeniar de wm conjunio A, denotado por A®. € 0 conjunto dos
elementos que perencem a L mas ndo perencem a A, isio é,

A={nxel ,xg A}
Alguns textos utilizam a notagio A" ou A para o complementar de A. A Figura 1-5(a) € um diagrama de Yenn em
que A" estd sombreado,

O covmplemeniar relative de um conjunto B em relogio a A, on simplesmente a diferenca entre A ¢ 8, denota-
do por AN, € o conjunto dos elementos que pertencem a A mas ndo pertencem a B, isto &,

Avf={xxed xg B}

O conjunio ANE ¢ chamado de “A menos B”, Muites textos denotam A'E por A - Boupor A - B A Figura 1-5(8) €
um diagrama de Venn onde A estd sombreado,

C )

SR |
{i) AT estd sombreado th) AVE estd sombreado

Fig. 1-5

Exemplo 1.5 Swuponhagque I = N = [, 2, 3, ... ], 0 conjunto de inbeiras positivs, S2j & conjunio universs, Se-
Jam

A={1,234} B= 34,567}, = {6,789}
ewsjn ko= |2, 4 6. 8, .}, oo pnteiros panes. Encio,

A ={5678..) B ={L2E%I0. ..}, C ={1L2.345I0,11...}

AF={1,2}, BC=[3}45, RBPA={56T) COF={79}
AlEm disso, E = |1 35, .. f. o conjunto dos imbeiros impares.

Produtos Fundamentais
Considere n conjuntos distintos A, A. ..., A, Um produto fundamental de conjuntos ¢ um conjunto da forma

AT Air---rA;,

onde A; pode representar A, ou A Observamos que (1) existem 2° produtes fundamentais, (2) quadsquer dois pro-
dutos fundamentais sfio disjuntos, e (3} o conjunto wniverso IF € a unifo de todos os produtos fundamentais {Pro-
blema 1.64). Hi uma descriglo geoméirica desses conjuntos que estd ilustrada na proxima pigina,
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1.7

Exemplo 1.6 Considers trés conjuntos, A, B C, Estio listados a seguir os oito produtos fundamentais dos trés

O Wnbos,
Pi=dAnEnc, Fi=AnE NE, Fi=A"MENC, Pr=A"NnB NC
Pym ACENC Pim ANB MCT, Pom A O BACT Py=A"NVE NCT

Eases oalo produlos comespomdem precisamente &s oito regites assinalados nos dingramas de Venn de A, &, O da Fi-
gura |6 como indicado nas regides idemificadas,

¥ =S

e
(X0 :
v P, A ® B esti sombreado

Fig. 1-6 Fig. 1-7

Diferenga Simeétrica
A diferenga simétrica dos conjuntos A e B, denotada por A & B, consisie em todos o5 clementos que periencem a A
ou @ B mas ndo a ambos; isio ¢,

Az B=(AUB\ AN B
E possivel mostrar (Problema 1.18) que
Az B= (4B U{BA)
Por exemplo, suponha A = {1,2,3,4,5,6] e B = [4,5,6,7, 8 9]. Entdio:
B={1,2,3}, B A4={789} eporamo, AS8={1,2,173809}

A Figura 1-7 € um diagrama de Venn no qual A @ B estd sombreado.

ALGEBRA DE CONJUNTOS E DUALIDADE

Conjuntos munidos das operagdes de unido, intersecdo e determinagio de complementar’ satisfazem a virias leis
ou identidades que estdo listadas na Tabela 1-1. Na verdade, afirmamos formalmenie o seguinie;

Teorema 1-3: os conjuntos satisfazem as leis na Tabela 1-1,

Existerm dois métodos de demonsirar equagies que envolvem operagies entre conjuntos. Uma maneira € usar
a5 propricdades requenidas para que um elemento x satisfaga cada lade da igualdade, ¢ a outra & usar diagramas de
Venn, Por exemplo, considere a primeira ler de DeMaorgan,

(AU B = 4" B

" MoeT Cplemevnts, gy dapiés,
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Tabela 1-1 Lels da dlgebra de conjurntos

Leis de iempotincia

(la)y AUA=d _ ) (I AnA=4d
Leis de associatividads

(2a) (AUBLUC=AU{BLC] (M) (ANHNC=AN{BNC)
Leas de comutatividade

(3a) AUE=Bud L (3 ANB=H8r4
Leis de disimbutividnde

H6) AU(BNCl=(4UBn{4uC] (4} AN[BUCI=(ANBUANT) -
Les de wdentidade

Gay Augd=4d () Ani =4

o) AUL =L by AN =

Leis de involugfio
(7 (A =4
Leis dos complementares”

Fal AuA =U ) AnA" =3
(%) L' =i () @ =y
Leis de Debdorgan
(a) (AUB =A4"n & (106 [ANE = 47U B

Método 1: Mostramos prmeiraméente que (AU B C A° N B° Se v & (AU B entio o & A1 B. Logo,
r¢d e ¥¢ B, portanio x £ A ex £ B

Assim, x € A 1B A seguir. mostramos que A" N E° T (A0 B). ..""-_l:ja xE A MA" Entln, ¥ & A ¢

x € 8% logo, x¢ A e x¢& B Portanto, xg@ A U B, elogo x € (4 U &),

Mostramos que todo elemento de (4 U B} pertence a A" N 8 ¢ que todo elemento de A° M & pertence a
(AU 8] Essas duas inclusies, consideradas conjuniamente, mosiram que o conjuntos iEm os mesmos ele-
renas, 1. e, que (4 U B = AN F.

Método 2: Pelo diagrama de Venn para A L B na Fig. 1-4, vemaos que (A U B)° é representado pela drea
sombreada na Fig. 1-8(a). Para achar A° 1 B', isto &, adreaem A" ¢ B', wacejamos A" em uma direglo ¢ A
em owira como na Fig, 1-8(b). Entdo, A" 7 8" ¢ representado pela irea com trascejado nos dois sentidos,
somhbreada na Fig. 1-8(e). Como {4 U B)" ¢ A° 1 B siio representados pela mesma drea, eles sdo iguais,

B

L)
-
L)

-

"l'

*

o
g e el
el

o

5

ot

LD
L

(o A L BT eetfi somibreadn () A et sombrendo com S50 () A7 71 87 estd sombreadao
BT s sombrendo com S
Fig. 1-8
Dualidade

Observe que as identidades na Tabela 1-1 estio organizadas em pares, como, por exemplo, (2al e (28), Trataremos
agora do principio envolvido nessa organizagio. Suponha que £ seja uma equagio da dlgebra de conjunios. A equa-
a0 dual de £, £7, € a equagio obtida pela substitngiio de cada ocorréncia de U, 7, UM e @ em E por, respectiva-

mente, 7, U, @ e . Por exemplo, o dual de

DN e T Mo orgingl, complesend Lows,
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1-“

(UNAIUBNA)=A € (BuAn(Budi=4

Observe que cada par de beis na Tabela 1-1 & composto de equagdes dusis uma da outra. E um fato na dlgebra de
comjuntos gque, se uma equagdio £ for wma identidade, sua dual, E°, ambém € uma idemidade,

CONJUNTOS FINITOS, PRINCIPIO DA ENUMERAGAO

Um conjunto € dito finito se contém exatamente m elementos distintos, onde m denota algum inteiro ndo negativo.
Caso contririo, o conjunto & dito infinite. Por exemplo, o conjunto vazio, &, ¢ o conjunto de letras do alfabeto sio
conjuntos finitos, enguants o conjunio de inteiros positivos pares, [ 2,4, 6, ... ], € infinio,

A notagdio niA) serd usada para denotar o nimero de elementos de um conjunto finito A", Alguns textos usam
#AY [A] ou cardiA) em vez de niA).

Lema 1-4: se A e sdo conjuntos fintos disjunios, entio A L) 8 € finito &
A U B = n(Ad) + nl &),

Ap contar o5 elementos de 4 U B, primeiramente conie os que estdo em A, Existem m(A) elementos em A Os
tnicos outros elementos de A L) B sdo aqueles que estdo em B, mas ndo em 4. Mas como A ¢ B slo disjunios, ne-

nhum elemento de B estd em A e, portants, existem o B} elementos que estio em 8 mas nio esido em A, Logo, a4
L By = niA)+ ni B

Hi também uma formula para aid LB mesmo quando os conjuntos ndo sdo disjuntos, Esse fae ¢ demonsir-
do no Problema 128,

Teorema 1-5: sc A ¢ B sio conjuntos finitos, entdo A L 8 e A M B sdo finitos ¢
MAUE) =nlA) +u{B) —n{d N B,

Podemaos aplicar esse resultado para obter uma fdrmuola similar para insds conjuntos:
Coroldrio 1-6: =z A, B e O o conjuntos finites, entdo A U E U Cambém &, ¢

M AUBUCD) =n{d)+n B =) =nldNB) =wlANC) = wlBOC)+wid N BN C),

Pode-se usar indugio matemdtica (Segio 1100 para generalizar esse resultado para qualquer ndmero finie de
COnjunios.

Et:ﬁnp]ﬂ 1.7 Considere oz seguimbes dades sobre 100 esmudantes de
matemdrica no que diz respeito aos idiomas francés. alemdo e russo,

65 estudam francés,
45  estudam &lemdo,

42 estudam mosso, '
X1 estudam francés ¢ nlemiiio,
25 estudam francés ¢ nasso,
15  estudam alemio e nasso.
&  estudam o irés idvomas.,

Segam F, A e R os comjuntos de alunes gue estudam francés, alemdo e ms-
sy, Tespectivamente, Clueremos deiesminar o mimero de alunos que esiu- Fig. 1-8
dain pelo menos um dos rés adiomas e preencher o diagrama de Vienn da

Figura 1-9 com o nimere oomeso de estudantes em cada regido

Pelo Coroldrio -6,

(FUALRI =ulFi+wA)+mB—rlFRA)—m(FNR —mAN R +ulFnAnR)
= G5 45+ 42 = W - 25 = 15+ 8 = 1D

" W.odeT. Oiermo mais usado em porisgeds para ndmere de elemenios de wm comjunio A ¢ cardisalidade de A
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Isbon &, rl F L) A LR = 1N abunos estidam p:ln menias om dios frés womas,

Usaimos enthe esse resultade para preencher o diagrama de Yenn, Te-
s

& estudam os irés kiomas; A
-8 =12 eswdam francds ¢ alemdo, mas ndo nusso; v
25 B = 17T  estudam francés e musso, mas ndo alemio; A A
15-8=T esmdam alemio ¢ russo, mas niio francds;
G5 =12 =K =17 = 28 edam apenas Trances; Ri1]
45 -12-8-T= 8

estudam apenas alemdn;

42 -1T-8-T= 10 estudam apenas francks;
120 = | W) = 20 pEo eshedam idioma algum.

Fig. 1-10

1 diagrama completo aparece na Figura 1-10, QObserve que 28 + |8 + 10 = 56 aluncs estudam apenas um idioma,

1.9 CLASSES DE CONJUNTOS, PARTES DE UM CONJUNTO, PARTICOES

Dado um conjunio ¥, podemes querer iratar de alguns dos seus subconjunios. Neste caso, estariamos considerando
um conjunto de subconjunios, Sempre que uma situagio dessas ocorrer, o fim de evitar mal-entendidos, vamos nos
referir a uma classe de conjuntos ou colepds de conjuntos no lugar de um conjunto de conjuntos, Se desejarmos
considerar alguns dos conjuntos de uma determinada classe, falaremos de uma sbolasse ou uma subeolepdo.

Exemplo 1.8 Suponbague 8 = [ 1.2, 3, 4], Seja A a classe de subconjumos de 5 que contém exsamente irés ele-
menios de 5. Emido,
A= HEL23), {1,248 §15.4), {23, 4}

s ebementos de A sdo os conjumos {1, 2, 5] (L2, 40 {3, 4 e {2, 5, 4.
Seja B aclasse dos subcomjuntes de § que comtitm o ndmern 2 e outros dois elementos de 5. Entho,

B=[{1,2.3}, {1.2,4}, {2,3.4}].

Ok elememos de B siioos conjantos (1,2, 3], 11,2, 4] e {2, % 4], Postanio, B € uma subclasse de A, jd que tode ele-
memio de B & tambdm wm elemento de A (Para evitar confasdes, vamos por vezes usar colchetes em vez de paréne-
AW [Arn sl iCar Comunioes 3 wima mesma closse. )

Partes de um Conjunto’
Fara um dade conjunio 8, podemos falar do conjunto de wodos os subconjunios de 5. Essa classe € chamada de con-
Junto das pererres de § e serd denodada por Parties{5h. Se 5 ¢ finite, entio Pares(S ) lambém £. Na verdade, o nimeno
de elementos de Panes(5) ¢ 2 elevado & cardinalidade de 5 s &,
niPartes(§)) = 2%
(Por esta razio, o conjunto das panes de 5 ¢ geralmente denotado por 2°.)
Exempio 1-8 Suponhaque § = |1, 2, 3|. Enida,
Paresl %) = [, {1}, {2}, {3}, {1.2}. {1.3], {23} 5]

Observe que o conjunio & perience o Partes($), pois & € um suhe:nnliumn de 8, Dig maneira similar, § perience a Par-
tes(S) Como ern de se experar da ohservagio ocima, Pames{S)em 27 = B elementos.

Particoes
Seja § um conjunto nio vazio, Uma partigio de 5 ¢ uma subdivisdo de § em conjumos ndo vazios disjuntos. Mais
precisamente, uma partigdo de S ¢ uma coleglio [ A, | de subconjuntos ndo vazios de 5 ais gue:

(i} Cadazem 5 pertence a algum dos A,

(i} Ok conjunto em | A, | sdo disjunios dois a dods; isto £, se

" M.deT. Eminplés. power eeiy. usualmente raduzidn camo o comjuntn de gndios a8 subcoiintos de um comjunia, ou o conjunio das partes

the um comjunte.
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Ay #= A entdio And =4
s subconjuntos de uma partigio sko chamados de cflidas, A Figura 1-11 apresenta um diagrama de Venn de uma
partigio de um conjunie de pontos retangular 5 em cinco células A, A, A, Ae A,

Exempio 1.10 Considere a seguime colegio de subconjunios de
= 1,2, .., 809

Gy {0, 3,5}, {268}, {4.89)
(il 1{1,3,5}, {2.4.6,8}, {3,7.9)]
{iid) |{1,3,5), {2.4,6,8), {79}

Entfio (i) ndo ¢ uma parmigio de 5. pois 7 permence a 8 e nio es1d em
menhum daos subcompuntos, Am do mais, (i) ndoe £ uma pﬂﬂu;.h de 5, Fig. 1-11
Hiogue (1.3, 5] e {5, 7, 9] niio sdo disjumios. Por outro lado, (i) & ama

partigio de 5.

Generalizagdo de Operagdes entre Conjuntos

As operagdes de unido ¢ interseqdo entre dois conjuntos foram definidas acima. Tais operagdes podem ser estendi-
das para wm ndmero finite ou infinite de conjuntos como segue,
Considere primeiramente um ndmers finito de conjuntos, 4, Ay, .04 A unido ¢ a intersegio desses conjun-
tos &, repectivamente, denotada e definida por;
Ay Uds el dg = UL A = % x € A para algum 4} e

Andan-nd,=mlid; = {xx € A; paratodo 4,}

Isto €, & unidio consiste nos elementos que perencem a pelo menos um dos Cconjunios, ¢ a iNtersecdo consisie nos
elementos que perlencem a todos os conjuntos.

Seja A uma colegio qualquer de conjuntos, A unido ¢ a intersecio de conjuntos na coleciio A s3o denoiadas ¢
definidas, respectivamente, por

A: A€ Ay={x:x € A paraalgum 4 £ A} &
A A € A= {x:x € A para oda 4 € A},
Isto &, w uniio consiste nos clementos que perfencem a pelo menos um dos conjuntos da colegio A, & a Infersegdo

consiste nos elementos que periencem a wodos o5 conjuntos da colegdo A,

Exemplo 1.11 Considere os conjunios
Ay ={1.2,3,...} =N A= {2,3.4,...}, Ay = {3,4,5...} Ay = {mor41o2,...].
A umidio e a mniersegio dos conjunos sdo;

WAy mEN=N & MdneN=. -
As Leis de DeMaorgan iambém sSo vilidas para as operagdes generalizadas definidas acima. Isio &
Teorema T-7:  =eja A uma colegko de conjunios. Em&@o:
) (Uid: 4 e A))" m A" A € A),
(i) (N{d: A € Al =4 4 A).

1.10 INDUCAQ MATEMATICA

Uma propriedade essencial do conjunio
MNe={l.23..]

que & usada em muitas demonstragbes € 4 seguinie:

Principio de indugio matemdtica It Seja P uma proposigdo definida nos inteiros positivos M, e, Pin) € verda-
deiro ou falso para cada e em N, Suponha gue P lem as seguintes propriedades:

(i PO ¢ verdade,
[} P+ 1) & verdade sempre gue P(r) € verdade,
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Emido, P é verdade para iodo inteiro positivo.
Vamos demonsirar esse principio, Na verdade, quando N € descrito axiomaticamente, esse principio € usual-
mente um dos axiomas.

Exempio 1.12 Seja P a proposigio de gue a soma dos » primeiros nimeros impares € i isto &,
Map l+3+5+...+(2n- |:l=r.':.
(¥ m-gximo mimere & 2n = 1, e o nimene impar seguinte € 2n + 1), Observe gue Pir) € venlade parar = 1, 15 g,
Pl L =1°
Suponde que Plob ¢ verdade, adicionamos 2 + | 5 ambos os lados de Pla) para obier
I35+ (2n=1)+(2n+1)=nr+ 20+ 1) ={n+ 1),

que & Mo+ 1) Isio &, Pir + 1} € verdade se Pe) ¢ verdade. Pelo principio da indugio matemitica, P € verdade

para bado k.
Existe uma forma do principio de indugdo matemdtica que por vezes ¢ mais convenienie de ser usada, Embora

paregs diferente, na verdade, & equivalente ao poncipio de indugio,
Principio de indugio matemdtica II:  Seja P uma proposigiio definida nos inteiros positives M tal que:

(i P11} & verdode.
(it} Pin) ¢ verdade se PUE) € verdade para todo 1 £k < n.

Entéo, P* ¢ verdade para todo inteiro positive.
Observaghio:  Algumas veres, se quer provar gue 8 proposig®o P ¢ verdade para o conjunto de inteiros
{a, a4 1, a4 2.}

onde a € algum inteiro, possivelmente zero. 1550 pode ser feibo substituindo 1 pora em qualgquer um dos principios
die indug e matemdtica acima.

Problemas Resolvidos
Conjuntos e subconjunios

L1 Qunis dentre estes conjunios sioagums: {r.f s], (e L sl o el [s e 0f?
Tiowbas skor iguais. Reordenagio e repeticda nio alterum o comjunto,

1.2 Liste os elementos dos seguintes conjuntos; aqui, N = {1,2, 3, ... }.

@) A={xxeN 3I<x< 12}

(b B={xcxeN xépar, v < |5}

¢l C={ucxeN 4+ x=13}

(i) A ¢ composte dos ineiros positivos entre 3¢ 12, portanio,
A={45678910,11}.

(B B¢ composto dos imeines pares menones do goe 15, portano,
B={246810,12 14},

(e) Mo existem ineiros positivos satisfazendo a condigio 4 +x = 3; porane. © nido conlém nenhum elemento, Em ou-
tras palaveas, © = & o conjunto vaxio,

1.3 Considere os seguinies conjunios:
& A={l}, EB={L3}, C={1,5% D={1.2,3475}
E={13579], U=[12..89].

Insira o simbolo cometo, © ou £, em cada par de conjunos:
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1.5

@ @, A iy B¢ e} €0 {g) D.E
iy A8 iy HE [ I S 4 hy B
fwy & C A pogue @ ¢ um subconjunts de wdo conjunto,

B A C A porgoe 1€ ooinioo elemento de A ¢ pertence a f.

r) BE Cporgue }E Bfmas 1 &0

1 RO E porgue os elementos de 8 lambdm penencem a £.

de) O Dporgque B 2 O mas 9 E [

i O E porgue os elementos de O ambéim pertencens a £

dgh D Eporgue 2E 0 mas 2 &

hy DU porguee s elementis de D ambdém pedencemoa £

Mostre gque A = [2, 3,4, 5] nio ¢ um subconjunisde # = {5 1€ N, x & par|

E necessinin mosirar g pehis menos wim elemento em A nio pertince a . Assem, 3 E A &, conws B consasie nos in-
feiros pares, 3 & 8 logo, A e & um suheonjunie de 8.
Muosire que A = (2, 3, 4. 5] & um subconjunte propriede C =112, 5, . 8. %],

Toder elemento de A perience a e, pwtanti, A O , Por owgiro o, | £ Cmas | & A, bspo A # O Portandn, A &
um swheonjuniae pni"lrhrd-c i

Operacdes anfre Conjunios
s Problemas [6e 18 se relerem so conjumie universe O = [ 1,2, .., 9] ¢ &a conjunios

1.7

A={1.2,3.45), C={56789), E={2.4,68)

= (4,507}, D= {13579} F=[1.59)
Degermine:
faf ABedn f ey AuCednd b EUEeENE
M BuDeRBOD Wy DUEe DO E (Y DUFe DOF

Lembre gue aumbo XU ¥ consisie mos elementos erm X ou ¥ oo amdbaos, @ que o mbersegiie X 01 F comsaste nos cle-
menlos em ambis, X e V.

) AUB={1.2.3,4.56.7 AN B = [4.3)
il BUD={1,34%679) Brf = {5, 7)

() AUC={1.23 456789 « U ANC = {5}

i) DOE«[1.2,0,4,567.589) =1 DrE =&

i/} EFUE={2L468)}=FE ENE={2468 =E
(fy DUF={1.35749y=0n HrnF={1159=F

Oibserve que F O EY portani, pele Teorema 1.2, devermmster DU F=De DN F = F.

Determine {a) A", 8.0 E'. (AR B A, WE. F\D: ey A8 CoD ECF
Lembre que;

(1 Orcomplementar X' conmsiste nos elementas no conjuntas universo U gue nio periencerm a X

(21 A diferenga X0 consiste dos elemepios de ¥ que niio estdo em ¥,

(31 A diferensa samélrica X @ ¥ oonsisie pos chementos de X ou ¥ mas nde de pmbos X e ¥,

Portang:
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o) A ={6789) 8 ={1,,3,8,9); D0 = (2,468} =E E* ={1,3,57.9} = D.
ib) AVE= {113} Bd={6Th DVE={L357.%=0FD=g
i) A®eB={1,2367:Co0={1389: E6F= (2468159 =EuUF

1.8 Determine (@) AN(BUE): (B (A\E);
{€) (AN D)E& (4} (BN F)uU(CNE).
(@) Primeiramente compute &0 E = {2,4,5,6, 7,8}, Entlio, A N (BUE) = {2,4.5}.
by AVE = {I,3,5}. Entho, (A\E)" = {2,4.6,7,%,9].
(e} AND = {135} Conclus (A DNE= (1,3}
i) BOF =[5le CNE = {68} Portanto, (BN F}U[CNE) = [5.6.8].

1.9 Maostre que é poasivel que A B = A N Csemgue 8§ = €.
SgjomA = [1L2L, B = {2, 3}eC = [2,4).Enthod M B = [2}ed NT=[1]. Lopo, AN BE=ANC

Diagramas de Venn
IR Considere o dingrama de Venn de dois conjunios arbitririos A ¢ B na Figura 1-1{c). Assinale o5 conjumios:
(@) ANB* (b (BA).

()  Prmeramente mangee a dreg gue representa A tracejznds em ama diregdo 007 e depods margue a drea que represen-
ta B (n dren forn de 8 ) trocejando em outra diregha (W como mostra 2 Figural-120e) A firea com racejado nas
duas direghes ¢ a intersegio desses dods conjuntos & representa A CE" De fato, AW é s vezes definido como

AN BT
N

N

() Ae BT estdo rracepados th1 A M B estd sombreada
Fig. 1-12

1) Primeiramente marque o dren que represenin M4 (a drea de 8 que ndo esed em A como na Figara 1-13ah A drea
fora da regifio marcada, mostrada na Figura 1-1305), represema (8 )

() B estd assinalads (B} (A estd assinalads

Fig. 1-13

L1l Tustre a lei de distributividade A D (8 L O = (A O B GA 0O com diagramas de Venn,

Desenhe trés circules se intersecionando sssinalados com A, 8 ¢ C, como na Figura 1-14(@), Agora, como na Figu-
ra |=1d4k), preencha A com tragos em uma diregio e B L C com tragos em outen dirsgho: a &rea rocejada mas duas dare.
gaes & A MENC como nn Figam |-140c), Preencha entio AN & (A7) comie na Figura |- 140a; 2 drea ital marcada
ELAMEIIE AT, como na Figura 1-14(e).

Come esperado pela ler de distributividade, AMBUC) ¢ (A NBILGANC) sho representados pelos mesmos pontos,
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A
A
N

al By e @ U C estiio assinalados (b A O (B L O estho assinalados

2
@
NG

ta)l A M Bed N Cestio assinalados (B A M B A M C) estdo ossinalados
. Fig. 1-14

.12 Determine o validade do seguinte argumento;

8, : Todos meus amigos sio midsicos.
&, Joio & mew amigo,
&; : Menhum dos mews vizinhos € misico.

& Jofio ndo € mew viznho,

As premissas 5 e 8, permitem construir o dingrama de Venn como na Figura 1- 15, Por 5, Jodo pertence a0 conjun-
o de amigos que ¢ disjumto do conjunie de vizinhos, Logo, § ¢ uma conclusiio vilida e, porants, ¢ arpumento ¢ vilido.

Fig. 1-15

Conjuntos Finites e Principio da Enumeracdn
L13 Determine quais dos seguintes conjuntos sio finies:

(o) A= [estagies do ans| (h) B = |estados nos Estados Unedes )
(c] O = [inteiros positivos menores do gue 1] () I} = |inteiros fmpares )
(¢} E= [divisores inieiros positivos de 12 (i F = |gatos gue vivem nos Esiados Unidos |

{al A é [t pois exIslem gualro eslagoes no ano, e, mAd) = 4,

(hy & fimite porgoe existem 50 estodos nos Exodos Unidos, e, n(8) = 50,

ich Wi existem ipeiros posifives menores do gue 1; logo, © ¢ vazio, Poranio, ¢ finito e piC) = 0,
() ¢ infimico.

(el O divasores mbeiros posalivos de 1280 1, 2, 35, 4, e 1 2. Portanto, £ & fimite e (£} = 6,

(ft  Embora passa ser dificil determinas o nibmer de gates gue vivemn nos Estados Unides, existe um mimene finitoe de-
lzs em qualguer tempo. Poriamio, F & finito.

Li4 Em uma pesguisa com & pessoas, verificou-se que:

lEem a Newsweek,

Ieem Thme,

léem Forfune,

l&em Alewsweek ¢ Forfune,
[Bem Mewsweck ¢ Time,

TeRER
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B l8em Time ¢ Forfune,
3 léem as trés revisias.
(g} Ache o nomero de pessoas gque [Bem pelo menos uma das irés revistas,
(#}  Preencha, com o mimern comelo de pessoas, cada uyma das oite regides no diagroma de Venn na Figura 1-
16ia), onde &, T'e F denotam, respectivamente, o conjunto de pessoas que [eem Newsweek, Time ¢ Fortire,
(e} Ache o ndmero de pessons que [Sem exatamente wmi revista
() Queremos el U T U F), Pelo Corolirio 1.6,
RINUTUF) =RV +nT)&nFl =n¥n T =mNOF =nTAF) +r N T F

=254+ +2—-11-9-8+3=52

/S /S
\/ \/
AA AA

lah (L]

Fig. 1-18
(b1 O dizgrama de Venn, obisdo na Figara 1- 1600, mosira o seguinge:

3 ltern &3 res revastias:
H=-3=§ HKemMwsweek e Tiwme. mas nio ps irés revisias;
G-3=10 ltcm Newswesk ¢ Ferune, mas nfio as irés revistas:
H—3 =235 ltem Trore @ Forfeme, mas s &5 irés revastas;
25 -B-6-1=8 lEem apenns a Mownweed;
Mi—8—5-3=10 liem apenns e
W-6-5-3=12 |lem apenas Fornne;
Gl = 52=8 nio l=m revisia alguma,

(e &4+ 10+ 12 = 30 Fem openas amo revista,

Algebra de Conjuntos e Dualidade
L15 Escreva o equagio dual de cada uma das egquacies o seguir.

@) (UAAU(BrA) =4 e} {AnUN(@AUA)=
() (AUBUC) ={AUCI N{AUB) (@) (ANUNA=
Trocando 1L por @ ambém U por 2 em cada equagio:

o) (DU (Fud)=4A f) (AUZUUNA) =T
(6) {ANBAC) = (ANC] Ul4NBf W) (AU UAd=U

L.16 Prove as leis de comutatividade: fa) A U S =8 U AeiA MB =8N A.

faf AUB={xmixfdouveRl=[{wnrxeBomye 4} =HuA.
i AnB={uxcdexefi={mxelexed}l=8MA
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117 Prove a segunte sdentidade: (A DBy DA U B = A,

Afirmativa Justificativa
. (AUBinid L.'B"'j =ALUEN ﬂ"'j L de Dhstnibutividade
I BB =3 Lszi dins complemeniares
L (AUBN{AUET) = AUFA Substitaigia
4. AUuFE=4d Lei dn ldentidnde
. (AUuBINiduB ) =4 Subsiiaigio

LIE Prove: (A LU BMA N B) = (AWE) U {BA) (Logo. qualquer uma das sentengas pode ser usada para definir A & B.)
Usando X0 = XMY e as beis da Tabela 1-1, incluindo as leis de DeMorgan, obiemos:

[AUBNANE) = (AVEN(ANE ={Ad0B (4 e
=[ANA NI [ANB)I{BENA)L{BNE)
= @UANE I ENAINS
= (AN EVU(ENA) = (4B U EA).

Classes de Conjuntos
LI9 Ache o elementos do conjunto A = [[ 1. 2, 3], [4.5), 6,7, 8]
A ¢ uma classe de conjunios: seus elementos sio os conjuntas 1, 2, 3], (4, 5] e |6, 7, 8]

L.20 Considere a classe A de conjuntos do Problema 1,19, Determine s¢ cada uma das afirmativas segointes ¢ verdadei-
ra on fulsn:

@ leA c) 16,78} 4 ey @ed

By {1L2,3}cd () {{43}}CA4 (fH A

() False. | nio € am elemento de A,

() Falsa, {1,231 nde £ um sabconjunes de A & um elemeno de A,

(e} Werdsdeiro, [6.7 8] € wm elementa di A.

() Verdadeiro, [{4.5] ], o conjunto composto do elemento [4.5], & wm elemento de A,

(eb  Falso, O conjumio vazio ndo ¢ um clememo de A, L e., o ¢ um dos ods elementos lisiados como elementos de A,
() Merdsdearo, O conjunee vazio ¢ um subconjunta de todo conpumto, melusive de wma classe de conjuntes,

1.21 Determine o conjunte das partes de A Panes{A) de A= [abcd}.
(s elementos de PartesiA ) sbo os subconjunos de A, Portanso,
Pantes(A) = [A. {a.b, e}, o b d), {oed) {bed], {a.b], {mc)
[a.d}, {H.ch, [h.d}. {e 4}, {u}. {8}, ik, {d]. 20

Com se poderia esperar, Partes(A) posui 2' = 16 glementos,

1.22 Seja § = M{vermelhe, azul. verde, amarelo ), Delermine quais das sepuintes classes sio partigdes de 5
(a) Py = [{vermeifiol, (oo, verde}]. ()P, = [, [vermetho, azul], {verde, amarelo}).
(b1 Py= [vermelho, azul, verde, mmarela]],  (dWP = [{emd], |vermelbe, mmarels, verde] ]
{ah  ME pois amarele ndo perience o nenhama cflala.
(B} SBim, poas P, & uma partigdo de 5, cujo dnico elemento & o proprio 5.
fed Mo, pois o conjunta vazio 2 nio pode pertencer a nenbuma partico,
(dl  Sim, pois caln elemento de 8 aparece camamente co uma of lala
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1,23 Ache odas as partighes de § = {1,233 |.

Ohbserve que cada partigio de ¥ contém 1, 2 ou 3 oflulas. As partighes que contdn cada wma destas quantidades de
cilulas o

i 15
(2 [0} €2, 30, (428 {0 38 {3} 0. 2H
(3 [ 2L 1N

Poranto, vemes gue exkstem cince partigdes diferemies de 8,

Problemas Diversos
1.24 Prove a proposicle P de que a soma dos primeinos # inteiros positivos & igual a %.Ir[.lr + B st &,

1
Fin): l+24+34 -+n=guin+1).

A proposiclo vale para w= |, pois
PO T s B0+ 1)
Suponda que Pin) é verdade, somamos r+ 1 a ambos os lados de Pin), obtendo:
L2434 tntint 1) =Lnln+ 1)+ (n+1)

=g [uln + 1)+ 20+ 1}
=4[{n+ 1)(n+ 2],

que é Pimw 1), Isto & P+ 1) & verdade se Pin} & verdade. Pelo principio de indugdo, P ¢ verdade para todo a,
1.25 Prove a seguinte proposigio parm (r 2 O
Pin)p 14247420407 =2""_
Pi0) & verdade, pois | = 2" - 1. Supondo que Pim) £ verdade, somamos 27" 0 ambos os kados de P(n), obtendo

1+ + 2P P = e

=22 -1

que & Plr+ 1) Pomamto, Pie + 1) ¢ verdade s Pie) ¢ verdade. Pelo principso de indogio, P & vendade para vodon 2 (0

1.26 Prove: (A MBI CACTAL BelA NS C B CiA U L.

1& que toddo elemento de A 7 B estd em ambos A e 8, € certamente verdade que, sex = (A 7 B emtido x £ A, Por-
tani, {A M8 C A Aldm disso, se x € A, entfo v € (A 0 By (pela definigio de A U S logo A A U B Juntanco-se
tuda, obtémese. (A M B C A C (4 U B De maneira similar, (A MR C B C A LB

127 Prove o Teorema 1.2 sfo equivalentes A CH AN E=Ae AU = R,

Suponhaque A C Sesejasr EAEntio s € B jiquex EA N Bed A0 E Pelo Problema 1264 M B S A,
Portanto, A M F = A, Por outro lado, supanha que A N 8= A e sgjax € A Entiin r £ 1A M &), pn'ur EAex e Por-
tanta, A S B Ambos os resultados mostram que A © B & equivaleniead M B = A,

Suponha novamente gue A C B Sejax € (A N E)LEntio, t EAoux £ B Sex € A, entiiox £ B porque A £ F. Em
qualguer coso, ¥ € B, Partanto, A L8 C 8 Pelo Problema 1,26, 8 C A U 8. Pomanto, A U B = B Agora saponlia que A
LB =Ressjars A Eniiox € A U B pela definigiio de unido de conjuntes. Logo, 1 € B = A U B Poranto, A © B,
Ambos os resulades mostram qoe A © 8 & eguivalente a A U E = B,

Logo. A B AMNBE=A¢AUE =B shooquivalenies,
L2B Prove o Teorema 1.5 ¢ A ¢ B sio conjuntos finitos, entho A U Be A M B sio finiios ¢

WAUE =n{A) 5+ 0B =nidANH).
Be A e B S0 finibos, entde € claro gque, A 1 Be A L8 sho finitos,
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Suponha gue comemos os elememos de A ¢ depods comemos os elementos de 8. Entio, tiodo clemento em A 1 B se-
ris contedo duas verss: uma ver em A ¢ outra em 8. Poranto,
il AL B = al A} + w8 — (A B

Umia alernativa de prova ¢ considerar o Problema | 36 @ eserever: A £ o unifo disjunta de A8 e A 0 B B & aunido
desjunta de A e A M AE e A U R € ooanalio dasjunea de ANB, A 1 e A, Ponanta, p:lu- Lema 1.4,

AlA U ) =l AVH) 4 i A DB 4 nl B\ A)
=al A\ B+l AR 4 n( Al +rAC 8] = nld M &)
=m A+ —riANH]

Problemas Complementares

Comurtfos @ Subcanunios

.29 Quais dos seguinies conjumos sio iguais?
A={vx —4x+3=0}. C={x xeMN <3} E=1{l,2}, G={31},
F—[.l.':.r:-lr--l—ﬂ:l. D =[x x& N, xé impar, x < 5} Fe={1,21} H={1,173}

LMy Liste o= elementas dos conjunios seguintes considerando o conjunto universo U = [a. boe, Loy, 2] Tdentifigue também
o Conjunlos ij:l.lﬂi!-i. &2 exishirem.

A= [r:ixé vogal] E'-I::.::Fn’n:tdu"f"rmﬂf'ahlﬂul

& = [x: xd amn letra na palovra “firde™] = |x:x &uma letra na palavra “rifde” ]

L3 Sejad = (1.2, 89 B=|2468,C=[1,3579),0=|34,5.E=[3,5]

{wh X e & =k disjuntos, (wh XS Amas XEC
By X C I ooes X ER, Wl ¥ OO mas YA,
Oparagdes antre ConjLnios

Ok Problemas 1,32 a 1,34 se referem aos conjuntos U= 1,23, .., 8,9 eAd={1,2,56.B=[257],C={l3,
5, 7.4%].

L32 Encomire: (a)l A0S e AN b AUl e BUC, {ch A" e CF
LA} Emcontre: (o) A8 e AVC by ADE e A0 C
L34 Ercomtre: {a) (AUCHE (B (AUE: (&) (Bal)A

L3 Sgjam: A = (@b ol el B (o bd 0 el C = {bc e b}, D= {def gk}

Ache:
(@l AUR Wy An(&UD) (2] [AuDhC [ A& B
i BAC (el HCU ) i BEnCnp ik} dad

(cp LI (Fy (AniDyug {wy (oA D iy (AsDNE

136 Sejom A e i conjuntos quaisquer. Mostre:
{al Aéa llfll.iﬂdlhjlh'luqk.-’-'ﬂc.ﬁ Mma,
(hy AL R € aunida disjunia de AR, A OB e B,

137 Prove:
@ AC 8 seesomemese AN 8 = 21
(B A S 8 seesomentese A" U A=
(el AT Hseesmnentese 8° C A
() AT K seesomente se AYH = &

I'Cl.lll'lpam o ressi | Cadions Coam o Teorema 1.2,
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138 Prove as beis de absorgio: (ad A WA 1Y = A0 A 1A U B = AL

139 A femuda A = A M8 define a operagdo de diferengs em teomos da operscho de inersegio ¢ de complementar. Ache
uamsa fisrmula que defina a unifo A L B em tenmos da operagio de interseghe ¢ de complemsentar,

Diagramas de Venn
140 O dingrami de Venn na Figera [-17 apresenta o6 conjuntos A, B e O, Assinale os seguimles conjuntos: (@) AV B0 O
(h) ATN{BUCK () A D(C\E).

Fig. 1-17

141 Use o dizgrama Vienn da Fig. 1-6¢ o Exemplo 106 para escrever chda um dos conjuntos como a unido disjunta dos produ.
toes fanclamentais:

(e AN{ELC), By A DB, ey ALEC)

142 Esboce um diagrama de Venn para os conjuntos A, Be C, onde A C B, o8 conjuntos 8 e O o disjuntos, mas A ¢ O
téim elementos em comm.

ﬂgﬂ#m de Conjuntes & Dualidade
1.43 Escreva a equagido dual de cada uma das equaglies:

@) AUB=(B NA)Y (8 A=(B nd)uidng
() AUfANE) =4 ) (ANBUANEUANE U4 NE)=U

Ldd Use as leis da Tabela 1-1 para provar cada wma das identidades:

(@) (ANBUANE)=A, B AU(ANE) = A,
€] AUB=({ANBYU(A N B U{ANE).

Conjunitos Finifas e o Principio de Enumeragio
145 Determine gquais dos seguimies conjunbos sie finitos,
L) O conjunbs das retas paralelas s eine r,
(B O comjunbo dos letras do alfabeto.
(el D eonjunie dos ndmeros mabaplos de 5,
{afd O comjunte de animais gue vivermn na Terra.
(2] O eonjunig de admensd gue 3o soluches da egquagia a2 - 17" T —10=0
O conjunte dos circulos contende a origem (0, 07,

146 LUse o Tecrema 1.5 para provar o Corolério 1.6 se A, B ¢ O sio conjuntos fnites, entie A LB U C também € finito e

RAUBUC) =n{A) +n(B)+ n[C) —a{ANE) —nfANC) = n[BAC) & r(AN BOC)

14T Fou realizada uma pesquisa com uma amostragem de 25 camos novos i venda em uma revendedora local para verificar quais
dos 1l opcicaais populanes, ar-condicionado (A ), ridio (8 ¢ vidros eléricos { V), i estavam instabados. A pesquiss conchuiu:
15  unham ar-condicsonadks,
12 unham rikleo,
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11 tmbam vidros elétricos,
5 tinham ar-condicionado & vidros eléiricos,
9 Apifam ar-comlecionado & ridio,
4 finham ridio e vidros elétricos,
3 tinham as trds opgdes,
Ache 0 nimer de cirmes gue i@m: (a) apenos vidros glétricos; (b)) apenas ar-condicionado:{c) apenas rddioe; (o) -
s e vidros eld@ricos, mas ndo or-condicionado; (¢} or-condicionado e ridie, mas no vidros ebétricos: (f) apenas
urma das opgies; (k) nenhuma das opgbes,

Classas de Conjuntos

1.4%

L49

1.50

Ache o conjunto das partes de A, Partes{A) = {1.2,34.5].

Dada A =[[a.b}, [c], {defi]
(a)  Determine e cada uma das afiemativas seguinies & verdadeira ou falsa;

([} ae A, (i) {e} S A iy fdoe e d, divh abll S A4, ¥ @C A
by Ache o conjunto das partes de A,

Suponhi que A seja am conjunto finao e aiA) = . Mostre gue PariesiA0 lem 27 elementos,

Partiches

1.51

1.52

1.53

1.54

155

Seja X=1,2,..., 89} Determine se codo uma das seguintes classes & ou nfio uma partigio de X,

i@ 1{1.3,6), (2.8}, {5.7.9}] e [[24.5,8), (1,9}, {3.6,7)]
by 11,57 {24890, (1561 d) ({12 7) {3.5) {4.6.59), {3,5}]

Sejaf=[1,2. 3 4, 5 6. Determine se cada uma das seguintes classes & on ndo uma partiglo de 5.

@ Po=0{1,2,3}, {1,4,56)] ich Py=[{1,3.5}, {2.4). {6}]
By Py=[{1,2}. {3,5.6)] {d) Py=[{1,3.5} {2.4,6.7})

Betermms se cacly wmi das seguinbes classes € ou niio oma partigiae do conjunto de inteiros positivos M,
@y w50 {m = 5} by [ e = 51 {0}, {1.3,3.4, 5}, el et =11} (o < 11}

Sejam {ALA LA e (B R L B} partighes de um conjunio X, Mostre que o coleghio de conjunios:

tmmbem & umn pantigio (chamada de cross paerniion 1 de X (observe que o conjunte vazie. &, foi retirado).

SejaX={1.2, 3 ..., & 9]. Ache a croxs parriilon P das seguinies parigies de X
Po=1{1,3,57,9), {2.4,68}] e Py=]|{1,2,3,4]. {57}, {6,8.9}.

Argumantos & Diagramas de Venn

L.56

Use um diagrama de Venn para mosirar que o seguinte arguments & vilido:
5,7 Bebgs sho flogicos.
A Minguém gue possa ldar com crocodibos € desprezad.
5, - Pessoas ikigicas slo desprezadas.

5 Bebés nio podem lidar com crocodilos,

{ Bxse argumento T retirado do liveo Svmbadic logic, de Lewis Cammoll, o mesma awior de Afice o Pris das Maraviilies)

" M.deT. Opiamos por deinar s expressio em isghis por ndo haver irasdugio consagrada.
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157 Considere as seguinbes hipdieses:
&, ¢ Todors os diciondrios 850 dreis,
5.1 Maria possui apenns romances,
550 Menbum romance ¢ il

Determine a validade de cada wmn das conclusdes seguintes: (a) romances niio s30 diciondries; () Maria niio tem am di-
croming; (¢ ixlos lvros dbeis sHo diciondrios.

Indugao
158 Prove: 24 d4 b4+ 2n=ain+ 1],
L5 Prove: | +44+7+---+{3a—-21=2n3n-1)

- T T | 1
Lall Prove: — 4 —F ——=+--- &+ — )
TaT e TR G- En+1) B+l

:=Jr-:11' b 12 1)

L6l Prowe: IP+2°+3¥ +.. . +n r

Frobiemas Varmados
L62 Suponhaque N ={1,2, 3, .. | seja o conjunlo unversoe 4 = {x: v < &}, B={xd<x<y]
C={011357%} i [].}. 5,7, FI.]_ Determine: {ap A @ 8 (b B30 () AN (B& D)
() (AN B (A0 D).
L&3 Prowve as seguandes propredades da daferenga sinifinca:
{iy A@(Bal)] =408 @C {lei da associatividade),
(ip A3 8= 805 A4 el de comutatividade ).
(i} SeAdDE=A0C, entdo § = C {lei do cancelamenta),
(i AN(BEC] = (408804 NC) (el de disiribuiividade).

164 Considers r conjuntos distimtos 4 A,, ..., A, emoum conjunto universa LD Mostre:
(e}  Esbstem 27 produtos fundamentais dos m conjuntos,
(B Cuaisquer dois produbos fundamentais sio disjunios.
{e) U auamido de todes os produtos fundameriais,

Respostas dos Problemas Complementares

1L B=C=FE=F, A=0D0=0=H.
1.3 A= [.H,I.", i,o.ul; B=D= |"|-|,L,:]-; (= [.a.,h,l:,d.u!l.
L3 da) Cef: (B) Dol (e A8 (d) Meabum.

132 (a) ACB={25; ANC={15L (B AUB={1,2567; BUC={1,23479)
() A" ={3,4,7.89); C"={2,468}

L33 () A\B= {16} A\C = {26} (B) ADBE={1,67); AnC={23679).

L3 (@) (AUCHE={1369} (&) (AUBF={3489} (0 (B&aCh4=[39).

L35 (of Ja.b,e doe gl (&) thogl: (o) (bl (@) [a bodoel; (el [al;
(Fy {abodoe Gk (2 (o, d I o9 {gh O 2 () feefgh (£ [ad v h]
[ e hi.

L3 quBe{AnBy
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140 Veja Fig. 1-18.

A /S a
4% ava 4%A
NG & &

{0 i#) {c)
Fig. 1-18

141 (@) (ANBACIUiADBENC )L (ANB N
(B (A NBACTHUA NBACIU (A NB NC)
i) (ANBNCIUANBENCIUANE ROIUA NBAC)UANB NCT

142 Mo existe um 2l dizgroma de Venn, Se A e O 1@m um elemento emo comam x, 2 A © B, entdo x deve lambdém periencer a
&, Lopo, B e Cambém devem ter um elemenlo e cormu.

143 (@) ANB=(B'UAY; ) A={BUAN{AUE; &) AN[AUE) = A
(W) (AUBIN(A"UBIM{AUB N4 LR = &

145 (@) Infinile; () fnilo; ) mfinile;, (@) fnido; {01 findlo; (F infinio,

14T Use os dados preenchendo prmciramente o dagrama de Venn de A (ar-condicionado), & (ridio) e ¥ (vidros clétricos) da
Figura 1-19 Enthoc () 5 @) 4 (eb 20 ) 4 e) & (F) 10 (g 2N i) I

X
av%h
N

Fig. 1-19

148 Partesid)iem 2" = 32 glementos como descrilo a seguir:

[, {1}, 12}, {3} {8}, {5}, (1.2}, {0, 3). {0, 4}, {1,5}, (2,3}, {2, 4}, {2,5},{3,4), {3 5),{4.5]},
(12,3}, {1, 2.4}, {1.2,5}, {2.3.4}. {235}, {3.4.5}. {1, 3.4}, {1.3.5}, {1.4.5}. {2.4,5}, {1.2.3.4}.
{1.2,3,5}, {1,2,4.5}, {1.3,4,5}, {2.2.4.5} 4].

1.49 () (1) Fallzg: o) Falia: (o Verdadesra:  (iv) Verdadeira: {v] Falsa
i) MNote que siA) =3; lopo, Paes(A) tem 2° = 8 elementos.

Pates(A) = {A.[{a. &}, {c}]. [[a.b} {d. e 3] [{ch, {derH (a8 (e}, Hd, e}, @&}
L0 Sejax um ebemento arbitrdrio de Panes(d ). Para cada @ & A, existem diss poasibilidades: ou g A oua & A. Mas éxes-
tems o elementas em A; pononto, existem 2 -2 . 2= 2™ diferentes conjumtos X. [soo & Pames(A) em 27 elementos.
151 (b MEs. (b)) mio, () sam. ) sam.
152 fah ME3o. 0B} mdo, (o) aam,  {e) ndo,

L53 {a) Mo, (F) ndo, (0] sim.
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LES P =|[1.3}. {5.7} {9). {2.4}. {3},

L56 As mds premissas condumem 2o diagramea de Venn da Figura 1-20. O conjunio de bebés ¢ o conjunto de pessoas que po-
dem lidar com crocodilos s3o disjuntos, Em outras [n'ln.mn..a conclusio ¥ & valalae

Fig. 1-20

LE7  Astrds premissas condwzem an dingrama de Venn da Figura 1-21. Deste dingrama, segue que (a) e (&) sdo concluses vi-
lidas, Enfretanto, (chnio € ama conclusda valida, pois podem existir livros dezis que ndo ssjam diciomdrios.

livros el

MHTANGT s

Fig. 1-21

62 () {1L23 789k (0 {13,468} {0 (2346} (@) [2.3.4.6) [Now (ch=(d)]



Relacoes

2.1

2.2

INTRODUGAOD

O leitor estd familiarizado com muitas relaghbes que sio usadas em matemdtica ¢ em ciéncia da computagio, por
exemplo, “menor do gue”, *¢ paralelo 2", ¢ um subconjunio de”, ¢ assim por diante, Em wm certo sentido, essas
relagdes levam em considerugio a existéncia ou ndo de determinadas conexdes entre pares de obpetos tomados em
wma ardems definida. Formalmente, definimos uma relaco em iermeos desses “pares ondenados”,

Existem s 1ipos de relagies que desempenham importanies papéis na nossa teoria: (1) relagies de equivalén-
ciil, i) relaghes de ordem ¢ {iii) funges. As relagbes de equivaléncia estdo fundamentalments cobertas neste capi-
ilo; as relagdes de ordem ko apresentadas aqui, mas também serdo discutidas no Capitulo 14 s fungdes sdo co-
bertas no proximo capitulo,

Como ohsenvado acima, as relagies serio definidas em termos de pares ordensdos (@, b) de elementos, onde o
& designado como primeire clemenio ¢ b como segundo elemento. Especificamente,

{a, b} = (e, d)

s ¢ somente se g = oo b =4, Portanto, (a. 5} # (b, q) a menos que a = b Esse fato contrasta com a teoria de con-

junios estudada no Capitulo 1, em que a ordem dos elementos € imelevanie; por exemplo, [3, 3] = {5, 3}

Apesar de as matnizes serem estudadas no Capiiule 5 meluimos agui sua comex@o com as relagies pasa tralar
oy szt de forma completa, Essas segdes, entretanto, podem ser ignoradas em uma primeira leitura por agqueles
que nile posseem conhecimento privio da leora de matrizes.

PRODUTOS DE CONJUNTOS

Considere dois conjuntos arbiirdrios A ¢ B, O conjunto de todos os pares ordenados (g, Monde a EAc b E B
chamado de pradito ou produto cartesions de A ¢ B, Uma designacio abreviada desse produte € A = B, que pode
ser lida como “A cartesiano B 7. Por definigilo,

AxzB={la.b)ascd e he B}

Freqgitentemente e ascreve A em vez de A ® A,
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2.3

Exempio 2.1 R denota o conjumo dos mdmeros reis, e R* = RXRéo

conjunt dos pares ordenados de nimeres reais, O leitor e Familianesdo 1
com & represcalacho geomdtrica de B por pontos no plana, como na Fig. 2-1, b e
Aqgui, suda ponce & represena um par ordenado fa, b de ndmenos reals ¢ vi- :
ce-versa: a linha vertical contendo P intercepta o eixo xem a, ¢ a linha hori- 1
wontal contersdn P intercepla o gixo v em b R € fregilentemente chamado de PR P —
gHlan CarTesian, T -2 '1_]"_ LR
Exemplo 2.2 Sejum A = [1.2) e 8= [abe|. Endo, e
_. 3
A= B=[[Lalb (LbL{1L e (2a) (2.80.02, )}

Bxd={ial) a2 1082) 2}
Fig. 2-1
Também A x A = (1. 11,{1,2),(2,1},(2,2)}

Exiztemn dois futos dignos de nota no exemplo acima. Pomeiraments, A = 8 = B A, O produto cartesiano diz
respeiie a pares ordenados de modo que, nafuralmente, 4 ordem em que os conjuntos sdo considerados ¢ importan-
te. Em segundo lugar, vsando o8 para 0 nimero de elementos em um conjunto §, lemos

A= Bl=06=2-3=nid)--ulB)

MNa verdade, niA = B) = n(A) - m{B) para quaisquer conjunios finitos A ¢ 8. O resuliado segue da observagio de que,
paars wim par ordenado (o.b) em A = B, existem o{A) possibilidades para ¢ ¢, para cada uma delas, existem ol ) pos-
sibilidades par &,

A idéia de produto de conjuntos pode ser estendida para qualquer ndmero finito de conjuntos. Para quaisguer
conjuntos A, A5, A, o conjunto de todas as w-tuplas (o, 05, . ... iy loonde gy £ Ay i € Aa, ... a0, € AL E
chamado de prodeare dos conjunios A, ..., A, e é denotado por

Ay s Ay s om0 A T ]__[.4,
1=

[ra mesma maneird que e5cTevVEmos Alemvez de A w A, escrevermnos A"em vez de A = A %o A = AL onde existern
m fatores, todos iguals a A, Por exemplo, R = R = R = R denota o espago tridimensional usual.

RELAGOES

Comegamos com uma definigdo:

Definlglio:  Sejam A ¢ B conjunios. Uma selapdo blndeia ow, simplesmente, relagdo de A pasa B &€ um subgconjun-
tode A x B,

Suponha que 8 ¢ uma relagdo de A para 8. Entdo K & um conjunto de pares ordenados onde cada primeiro ele-

mente pertence a A e cada segundo elemento pertence a B, Tso &, para cada par o € A ¢ b € 8, exalamente uma das
seguinies afirmativas ¢ verdadeira:

() k) £ R dizemos que “a é R-relacionade o b”, escrevendo a B B,
iy (e & K duemos que g ndo € R-relacionado a 57, escrevendo afif.
Se R ¢ uma relagio de um conjunio A para si mesmo, isto €, se R é um subcomjunto de A* = A x A, entdo dizemos
que K& wma relagio em A,
0 dewriiio de uma relagio / € o conjunio de todos os primeiro elementos de win par ordenado que pertence a
K. ¢ aimagem de B € o conjumo dos segundos elementos.
Embora as relagies r-dras, que emvolvem a-tuplas, sejam introduzidas na Seqdo 2,12, o ermo “relagio™ sg-
nificard relagio bindria, 4 menos gue haja sentido implicie ou especificagdo em contririo.
Exempilo 2.3
fap Segamd = [ 3] e B =[x v z)eseja® =[{1.v), (1, 2003, vi]. Emio 8 ¢ uma relagio de A para B, uma
vex que & & um subeonjunta de A = B, Coim fespeito a esta relaglio,
LRy, 1Rz, 3Ry, s 18, 28x, I8y, W= 3IEy, 3B

O dominiode ££ [ 1.3] & a imagem £ [y, 2]
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2.4

(b) Ssjam A = foves, leite. milha) ¢ & = {vacas. cobras, palinbas]. Podemos definir uma relagio 8 de A para B
pir {er. ) € R se i & produzido por b, Em outras paliveas,

& = {lovos, galinhas), (Beite, vacas), (beite, cabras} |
D acordn com eska relagin,
avios & palinhas, leite & vacas, etc.

{e)  Supomha que dois paises so aadlrceares se tdm alguma pare de suas fronteiras em comen. Emio, “ser adjacen-
e ' ¢ uma relagdo R definida mos paises da Terma, Portanto,

(luilia, Swigay € & mas (Canadd, México) & R,

() Inclusiio de comjuntos, O, € uma relagio em gualkpesr colegdo de conjuntos, Ma verdade, dado qualguer par de
conjuntes A ¢ B, emdoou A C Boud T B

fe)  Lima relagdo comuam moe conjunto & dos mieimos & “m divide /77, Uma notagiio comum para essa relagke & escre-
wer mja quande m divide n. Portante )30, mas 725,

Considere o conjunto £ das retss no plans. Perpendiculandade, eserto 1, & uma rel sem L ledo & dado
1 P rpe
qualguer par de refas g e booo e L b oo e £6 De maneim similar, “ser 'pu.nl:h &, escriio ||. & uma mlaqﬁn &1
Lifgue allbow af b

igd Seja A um conjunio qualgquer. Uma relegio imporiante em A € o relaglo de {gnrldade,
{la.a)-wE A},

quie £ usualmende denotada por =", Essa relagdo & inmbém chamada de idenridade ou relapde diggonal em 4
¢ serf tambefm denotsda por &, oa A

(k) Seja A um conjumo qualquer. Entdo A % A ¢ 380 subconjuatos de A % A e, portamio, 580 relsgies em A deno-
mimadas, respactivamente, refacdo imiversal ¢ relacde vazia,

Relagoes Inversas

Seja & uma relagio qualquer de um conjunto A para um conjunto B, A inversa de B, denotada por &', € a relagio
de B para A que consisic nos pares ordenados que, quando ikm sua ordem revertida, pemencem a B, isto &

' = {|:|'J..:r]! |4, J'r:l = ﬂ}
Por exemplo, a inversa da relagiio 8 = { (1 v, (1, 20, (3, ¥} de A para B € a seguinte;
RV ={iv. 1), (=1, (v, 21}

Claramente, se & é uma relacio, entdio (B = R, Além disso, o dominio ¢ a imagem de R s3n, respeclivamente,
iguais & imagem e ao dominio de R, Ademais, s¢ R ¢ uma relagho em A, entlio B também ¢ uma relagiio em A.

REPRESENTACAO PICTORICA DE RELAGCOES

Consideramos primeiramente uma relagio § no conjunto R dos nimeros reais; isto €, § € um subconjunto de R =
R=R.
Como R pode ser represemado pelo conjunto de pontos no plano, podemos representar § assinalando os pon-
los o plano que pertencen a 5. A represcniagiio picidrica de 5 € geralmenie chamada de grdffce da relagio,
Fregieniemente a relagho 5 consiste ém todos os pares ordenados de ndmeros reais gque satisfazem uma cgua-
gio dada;

Elx, v} =1

Normalmente wentificamos a relagio com a equagio, isto &, falamos da relagio Elxy) = 0.
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Exempio 2.4 Comsidens a relagio 5 definsda pela equasgio
v 4 _'|‘1 = 25,

[see &, § consiste em odos os pares ardenados (r, ¥) que satisfozem 3 equagdo dada, O prafico ds equagho £ am cir-
culbis com centro i orgen ¢ rio 5. Veja a Figum 2-2,

Ly

Fig. 2-2

Representagdes de Relagoes em Conjuntos Finitos
Suponha que A e B sio conjuntos finitos, Apresentamos a seguir duas maneiras de representar graficamente uma
relacido 8 de A para B,

(i) Forme uma matiz retangular, nomeandoe as linhas pelos elementos de A e as colunas pelos elementos
de 8. Coloque 1 ou 0 em cada posicio da matnz dependendo de a £ A estar ou nio relacionado com
H £ B. Essa matriz ¢ chamada de serreiz da relagdo.

(i) Escreva o elemenios de A e os elementos de B em dois discos disjuntos e, entio, desenhe uma seta de
# £ A para b = 8 sempre que @ estiver relacionado com 5.

A Figura 2-3 representa a primeira relagio do Exemplo 2.3 das duas maneiras descritas acima.

I .
[ I R T b
] 0

=]

o
-

[{}] [t}
R= Ly {12 (3,59)

Fig. 2-3

Grafos Orientados em Relagbes de Conjuntos

Existe uma outra maneira de representar graficamente uma relagio £ guando £ € uma relagio de wm conjunto fini-
o mzbe mesmo. Primeiremente escrevemos os elementos do conjunto ¢ entdo desenhamos wing seta de cads elemen-
o v pars um elemento ¥ sempre que xestiver relacionado a v. Esse diagrama € denomanado grafo orienrado da ne-
lagdo. A Figura 2-4, por exemplo, mostra o grafo onentado da seguinte relagio B no conjunte A = |1, 2, 3, 4;

Ro=[(1.2),(2,2), (2.4). (3.2), (3.4}, {4.1}. (4,3)}.
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Odhserve que existc uma scia partindo de 2 para si mesmo, ji que 2 esti relacionado a 2 por 8.
Esses grafos onentados serio estudodos em detalhes, como um tema separado, ne Capitnlo B, Eles estdo men-
cionados agui principalmente para que sc 98 retamento completo ao assunto.

Fig. 24

2.5 COMPOSIGAO DE RELAGOES

Sejam A, B e C conjunios, e seja & uma relagio de A para 8 e seja § uma relagio de 8 para C. Isto €, R ¢ um sub-
conjunto de A = B, ¢ § € um subconjunto de B » O, Entdo K ¢ 5 oniginam umae relagiio de A para O denotada por &
o 8 e definida por:

ol R o $)e se para algum b € B wemos aRb e bie.
[t i,

Ro 5= [(a.c): existe b & B parao qual (a, ) € Reib, c) E 5].

A relagdo Ko 5 é dita a compaosipdo de B ¢ 5, ¢ algumas veres denotada simplesmente por £5.

Suponha que K ¢ uma relagio em um conjunto A, isto €, R ¢ uma relagio de A para ele mesmo. Entdo R o R, is-
to €, 0 composicdo de & com cla mesma estd sempre definida, e K o K é is vezes denotada por £, Analogamente,
RB'= FoR= RoRoR, eassim por diante, Portanto, B ¢ definida para todo » positivo.

Aviso:  Muitos lextos denotam a composigio de relagdes B e S por § o R, Iss0 € feito para obter compatibili-
dade com a notagiio usual de g @ fpara denotar a composigio de fe g onde fe g sio fungGes, Portante, o leitor po-
de fer de ajustar sua notacho quande vsar esie fexto como complementar de outro. Entretanto, quando uma relagio
R ¢ composta com ela mesma, o significodo de B o B niio apresenta ambigiiidades,

() diagrama de setas da relagfio nos di uma interpretagio geométrica da composigio R o 5 como se vé no exem-
plo seguinte,

Exempla 25 Sejam A= {1,234 F= [a.bod .= [nw ] esga

Ro= 400 ey 08 d) 03, adk (3, B 30} e 5= [0, b, 2), (e ¥, (d, 20
Comsbdese o diagrama de setas de ® ¢ § como sa Figara 2-5. Observe que existe umn seta de 2 para o que € segoida
prior wrm At de o para z. Podemos consderar gsias duss seLas como wm caminhs que conecta o clememo 2 £ A an
elemento 1 £ C, Portanto,

2Re Sz Hogue 2R edS:
D& maneira similar, existe um caminho de 3 para 5 @ um caminbo de 3 para 2. Portante,

RSl ix & 3RoS):.

Menhum outro olemento de A estil conectado o om elemento de C Conseglientement.,

RoS={[2:z), (}.x) (3.2}}
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Composicao de Relagtes e Matrizes

Existe uma owtra maneira de determinar 8 = %, Sejam W, e M, respectivamente, as mairizes da relacio R e 5. Entio,

a & d Xy oz
Ijyr o o o a0 00
Mﬁ=2ﬂﬂlﬂ] e H;=}:IIIJI.
Mr 1o cl0 10
4v00 00 0 a w0
Multiplicando W, e M,, obtemas a matriz
L -
1/j0 00
— — 20 01
4480 0 0

s elementos ndo nulos dessa matriz nos mostram quais ¢lementos estio relacionados por 8 o 5. Ponanto,
M =M M, c M, &mos mesmos clementos ndo nulos.
Nosso primeiro ieorema diz que a composigio de relages € associativa,

Teorema 2-1;  sejam A, B, Ce D conjunios. Suponha que K € uma relag@o de A para 8, 5 € uma relagho de &
para C e T ¢ uma relagdo de © para [, Entia,

(RoS§)oT=Ra(5aT).

Provamos esse teorema no Problema 2011,

2.6 TIPOS DE FIELﬁ.(:ﬁEE
Considere um dado conjunto A. Esta seqdo discute tipos de relagbes importantes que estdo definidas em A.

Relagoes Reflexivas

Uma relagio & em um conjumo A ¢ reflexiva se afa para todo o € A, 150 é, se {a, ) € K pura todo a £ A, Portan-
to. & ndio ¢ reflexiva se existe um o = A tal que (g.2) & B

Examplo 26 Conaders as s=sguinles cinco relagtes am um conjunta A =[1,2, 3,4}

Ry = {{1, 1), (1,2} (2, 3), (1, 3}, {4,4}};

Ry = {{1,0), (1,2), (2.1, (2,2, (3,3}, (4,41}
By ={(1,3}, 2. 1]};

By = A, arelogio voris-

Ry = A = A, nrelagko universal .

Dstermine queais das relagies sdo reflexivas.

Coma A contém os quatre elementos 1, 2, 3 e 4, uma relagio B em A & reflexiva s contém oo gquatro panes (1,11,
(2.2, (3.3} e {4.4). Pomanio, apenas B, ¢ & relagio universal 8, = A x A s3o rellexivas, Note que B, R, ¢ &, nio sho
reflexivas wma ver que, por exemplo, (2, 21 niio perience o nenhuma delas,

Exemplo 27 Considere as sepuinies cinco relagbes:

(1} Belagio s imenor ou igaal) no conjunes & dos inteinos

(21 Inchosso de conjunios O muma colegio O de conjuntos,

(3 Relagho L (perpendiculsridade) em um conjunto L de retas me plano,

(41 Belago || (paralelismo) em am conjento £ de reias no plano,

(31 Relagho | de divisbilidads no conjunte N de inseiros positivos, (Lembne que ay se existe um 2 izl que 2 = v,

Dretermine guans s relaghes sio reflexivas,
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A relagiio (30 ndo ¢ reflexiva ji que nenbuma reta € perpendicular a s mesma, Também (4) ndo € reflexiva jd
que nenhama reta ¢ paralela a s mesma. As ooiras relagdes sdo reflexivas; isio é, x S x para todo imeimox £ Z, 4 C
A paratode A £ C ¢ ir pors tode intelre positive n £ N

Relagoes Simétricas e Anti-simétricas

Uma relagio B em um conjunto A & simdirica se aRb implica bRy, isto &, se (o.b) € K implica fiba) € K. Logo, B
nio & simiérics se existe fab) € K, mas (ba) & K

Exempilo 2.8
(a) Determime goais das relagies do Exemplo 2-6 sio simélricas,

R, niio & simétrica jdque (1, 2) € R, mas (2, 11 & K, . Byndo € siméirica ji que {1.3) € R, mas (3,11 € K, As
outras relapies so siméincas.

(b Determine quais das relagies no Exemple 2-7 530 siméincas,

A relagio R & siméiricn, pois, 5= o refn @ € perpendicular b reta b, entie b & perpendicular & a. Além disse, a re-
bagiio || & simderica j4 que, se a reta a ¢ paralels & reca b, enldo & ¢ paralela i a. As ouiras relagbes ndoe o sims-
tricas. Por exemplo, 354, mas 4430 {1.2} © {123}, mas [1, 2,30 @ {1, Z); & 2f6. mas 6f2,

Urna relagdo R em um comunio A & anii-siméirice se afth ¢ bRa implica a=h, isto €, se (ab) e (ba) E K en-
i, @ = b, Portanto, K ndo & anti-simétrica se existem a, & £ A tais que (ab) e (ba) E R, mas a # b,

Exemplo 2.9
() Determine quiis dos relagdes do Exemplo 2-6 sho anti-simétncas,

H,y nbo & anti-simdtrica, jd que (1,2) e (2,0) pertencem & 8, mas | # 2, Analogamente, a relagdo universal K,
nfn & anti-amérrca. Todas as oviras relagbes sio anti-samélricas,

by Determane quais das relagdes no Exemplo 2-7 sio anti-simétncns,

A relagho = ¢ antl-simétrica pols, sempre gue a S be b 2 @ entdo a = b A inclusdo de conjuntos ¢ anti-simeé-
Lrica jd dque, sempre gue ACH e BCA, entio A = B Além disso, a divisabilidade em ™ € anti-simétrica jé qus
mn ¢ wlm, endiio m o= n, { Note que a divisibilidade em Z nfio ¢ anti-simétrica vma ver gque Y3 ¢ -3]3, mas 3

# =30 A relagko L ndo ¢ anti-simderbca jd que se pode per retas distingas e b ks que al boe bL o Similar-
menle, " fidlo ¢ anli-Somné indi.

(Mservagio: As propriedades de simetria e anti-simerria ndo 530 mowamente excludentes, Por exemplo, a

relagio B = { (1, 3), (3, 13,42, 3}] ndo & nem simétrica nem anti-simétrca. Por outro lado, a relagio B = ({1, 1), (2,
21] & simétrica ¢ anti-simébrca.

Relagoes Transitivas

Uma relagio K em um conjunio A & transinivg se aRb e BRe implica afe, isio é, se (ab) e (ba) € B, entdio (o.0) £
&, Logo, B ndo & transitiva 52 existem g, b, ¢ € A tais que (ab) e (be) € R, mos (a.c) € KB

Exemplo 2.10
{ah  Depermine queais das relaghes no Exemplo 2.6 s5o ransitivas.

A I'EIB-I,‘.EEI &, nio ¢ ransiliva porgque 2. 1 pe (1.3 E Ry, mas (2,3) & F.'J. Tindas as ovtras relagdes sio tromsitivas,
By Determine guais das relagbes no Exemplo 2.7 s transitivas,

As relagdes 5, C e | slo transitivas. [stoé, (ilashebccentho. agSo (i) Se AT Be B C C entho A C O (i)
Seafh e be, entho al © .

For sutro lado, a relagio L nfo & iransitiva, Sea L be b L e, entio nio £ verdade que o L B Como nenbiuma re-

ta € paralela o si mesma, podemos ter afli e Mje, mas @ §o. Portanto, || nbo & ransitiva. (Notamos que a relagio
“ser paralelo owigual 2" & uma relagio wransativa no conjustoe L das retas no plano.)

A propriedade de transitividade também pode ser expressa em termos da composicdo de relagtes. Para uma re-
b0 i em A, definimos

R'= Kol e omaisgeralmente, R =R"'o R
Entio, temos o seguinte resuhado.

Teorema 2-2: arelagio R ¢ wransitiva se ¢ somente se B C R para s > |,
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2.7 PROPRIEDADES DE FECHO

Considere um conjunto A e a colegio de todas as relagies em A. Seja F uma propriedade dessas relagdes, tal como
sirnetria ol transitividade, Uma relagho com a propriedade P serd chamada de uma P-relagan. O P-fecho de uma re-
N o arbitrina K em A, denotado FUR), € oma Perelagio tal que

RCFR)IC S
para toda F-relagio § contendo K. Usaremos a notagdo
refleivol 81, simérico] 8} ¢ transitivol /)

para o8 fechos reflexivo, siméirico ¢ iransitivo de K,

De um modo geral. FUR) ndo precisa exisbir Entretanto, existe uma situagdo geral em guoe FUR) sempre exist-
i, Suponha que Fseja uma propriedade al que existe pelo menos uma F-relagio contendo B, € que a intersecdio de
quaisquer P-relagdes seja também uma F-relagio. Entio, ¢ possivel provar (Problema 2.16) que

PR} = N(5: 5 é uma Prelagiioe R C §).

Logo, pode-se obter PUR) a partir de “restrighes™ , isio &, a partir da intersecio de relagies. Entretanto, & fregiiente
que se queira determinar FLE) a partir de “ampliactes™ ', isto €, acrescentando elementos a & para obter FiR). Exe-
cutamos isen ahaixo,

Fechos Reflexivos e Simétricos
O préximo teorema nos diz como ¢ ficil obter os fechos reflexivo e simétrice de uma relagho.

Teorema 2-3:  =eja B uma relagdo em um conjunto A, Emdo;
() RS, éofecho reflexivo de B,
it} RU R é o fecho simétrico de K.

Em outras palavras, reflexivo(R) € obtido simplesmente adicionando a & os elementos (a.q) da diagonal que
ndio pertencem onginalmente a K, ¢ simémoo &) € obtido por adicionar a K wodos os pares (ba) s que (ab) per-
tence a R,

Exemplo 2.11

(a)  Considere a seguimie relagdo R o conjumo A = {12540
Row [[0, 1), 00,3}, (2,40, (3, 1), (3,3}, (4,3)}.

Entiio:
reflexivod B) = B {(2,2), (4,4)} esméricol®) = R {[4.2), (3,4)}.

(b} Considere a relagho < (menor do gue) no conjunto N dos inteiras positivos, Entiio,
refllexivo[ <) =< UA =<= {{a. h): a = b}

BIMAR o <] = L) 2o [ B o o B

Fecho Transitivo
Scja K uma relagho em um conjunio A. Lembre que F=RoReR =R "oR Definimos

R = {:JR'.
el

M.deT. Moorigisal, froes iy gp-Qowe

" M.deT. Noorigimal, from the boirom-up,
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28

Wale o leoTeima a seguir,
Teorema 2-4: R ¢ o fecho transitivo da relagio 8.

Suponta que A ¢ am conjunio finin com o elementos, Entio, mostramos no Capitulo B, sobre grafos orienta-
dos, gue

R =RURU...UR
Chvemios, do teorema acima, o seguinte resultado.

Teorema 2-5: seja K uma relagio em um conjunto A com @ elementos. Entio,

transitive{ R) = RUR U ---UR"

Achar transitivod 8 pode iomar muito tempo quando A tem um grande nimers de elementos, Uma maneira efi-

ciente de Fazer 150 serd descrita no Capitulo 8. Apresentamos aqui um exemplo simiples em que A 12m apenas irés
clemenios.

Exemplo 2,12 Conadere a sepuainte relacio Bem A =1, 2, 3]:
f=J00L2,02. 3 (3,3}

EnLdo,
B=ReR={(L3.02303.3} e R=Raf={{.3(23.033}
Cosrememente,
tramsitive ) = RU & U R" = {{1,2),(2,3),{3,3),(1,3}}
RELAGCOES DE EQUIVALENCIA

Considere um conjunto ndo vazio 5. Uma relagio B em § € uma relapde de equivaléncla se R € reflexiva, siméirica
e transitiva, 1sto &, B & uma relagio de equivalénein em 8 52 tem as seguinies trés propriedades:

(1} Paratodo o £ 8, afla.

(2} SeaRb, entdo bRa,

(3} Se aRbe BRe, entiio aRc,
A idéia geral subjacente i de relagio de equivaléncia € de que ela € uma classificagio de objeros que, em algum sen-
tido, s&o parccidos. Na verdade, a relagio =" de igealdade, em qualquer conjunto 8, & uma relagio de equivalén-
cid; 1860 ¢

(1} a=gparatwodog € 5

(2} Sea=b, entiiobh=a,

(3) Beag=heb=r, enldoa=c.
Apreseniamos outras relagies de equivaléncia a seguir.

Exemplo 2.13

(e} Considere o conjunisr L das relas @ o conjunio T des midngulos no espago enchdiann, A relogio ¢ [m]:h.]ml
& igual o & uma relagio de eguivaléneia em L, ¢ congruéncia ¢ similaridade s§oe relagdes de eguivaléncia em T.

(b A classificagho de animads em espdeies, 1910 €, 3 relagio ™¢ da mesma espécie que’” ¢ uma relagio de equivalén.
caa rer comjunéo de animiais.

() Arelagio C de inclusie de conjuntos niio £ uma relagho de equivaléncia. E reflexiva e transitiva, mas nio & si-
métrica, jque A © & nilo implica & C A,

(d)  Sejamom inteire fiso positive. Dois inteites @ ¢ b s&0 ditos camgrusnnes mddilo m, denotsdo
a = b {mod ),

se e divide @ - b, Por exemplo, param = 4, temos 1] = 3imod 4) ji que 4 divide 11 -3, ¢ 22 = 6 (mod 4 ji
que 4 divide 22 = 6, A relagdo de congruéncin mddalo m & ama relagio de equivaléneia.
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Relagoes de Equivaléncia e Particoes
Esta segio explora a ligag®o entre relagtes de equivaléncia e parighes em um conjunto ndo vazio 5. Lembre pri-
meiraments que wma particho Fde 5 € uma colegio [A,] de conjuntos ndo vazios de 5 com as duas propricdades

SEFUINIES
(17 Cadna € 5 pertence a algum A,
(2) Sed #A.entloA NA =@

Em outras palaveas, uma partigio P de § & uma subdivisio de § em conjuntos disjunios nko vazios, (Veja a Segio
1.5},

Suponha que B seja uma relagldo de equivaléncia em um conjunto 5. Para cada g € 5, denote por (2] o conjun-
o de elementos de 5 aos quais @ estd relacionado por &) 510 €,

[a] = {x (o x) &€ R].

Chamamos de [a] a classe de equivaléncia de @ em §; qualquer b € [a] é dito representante da classe de equiva-
léncia,
A coleciode todas as classe de equivaléncia de elementos de 8§ por uma relagio de equivaléncia 8 é denotada
por SR, isto &,
S/R={la)ac 5}

& chamado de conjunto giecienre de 5§ por B, A propriedade fundamental de um conjunto quocienie estd contida no
LeOrema SEguinle,

Teorema 2-6:  seja B uma relagio de egquivaléncia em um conjunio 5. O quociente 54 ¢ uma panticio de 5. Es-
pecificamente:

(i} Paracadaa S 5, temos a £ [a].
(iip [a] = [#] 52 e somente se (a.b) E R,
(ip Se la] # [k), entdo [a] e [b] sio disjuntos,

Por outro lado, dada uma partigdo [A, ] do conjunio §, existe uma relagdo de equivaléncia R em
5tal que os conjuntos A, sio as classes de equival@neia,

Esse importante teorema serd provado no Problema 2.21.

Exempio 2.14
{ay  Comsidere a seguinte relagfio Rem §=(1. XL 1]

R {(11),(1,2,02,1),(2.2).(3.3)].

E possivel mosirar que B ¢ reflexiva, simétrica & transitiva, isto €, § € uma relagio de equivaléncia, Sob & re-
lagiio &,

M={nzk  [={n2},  [3={3}

Observe que [17 = 2] G que KR = |[] I.IJIH & umia partshio de 8. Pode-se escolher |1, 3§ ou [2, 3] coma con-
Junto de repredentanbes das clases de qquimql&:i.a.
ik Sejn Ry o relaglio no conjunto & de intziros definida por

x = yimod 5).

que s 1 “x & congnsenee a v misdulo 37 ¢ que significa que a diferenga x — v € divisivel par 5, Engiio, R, € uma
relagks de equivaléncia em . Exisem exatamente cinco classes de equivaléncia no conjunio quocients E/R,
CHMTICY b SEETLr:

Ag={....=10,=5,0, 5.10,...}
Ay =1{....—9 -4 1,611,
Ay={....—8 -3,2 712,
Ay={....=T7,-2,3 §13,.

3
3
)

Ag= o =B-1.49.14,..}
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Ohbserve que gualgoer inbeiro 1, que pode ser expresso de maneira daica comox = Sy + romde 0= < 5, Sum
elementi da classe de aqusvalénca A, onde ré o resto, Como spermdo, as classes de equivalinga sio disjuntas e

I‘-"'DLII'"|I.-I'|T::\_II"|.IJI'4]'

Usualmeme se gseolbe [0 1, 2, 3, 4] ow [-2, =1, 0, 1, 2} como conjunto de representanies das classes de
equivaléncia.

2.9 RELACOES DE ORDEM PARCIAL

Esta segiio define uma outra classe importante de relagies. Uma relagdo 8 emoum conjunto 5 ¢ dita urm orderamen-
to perrcial oi e owdem parcial se B¢ reflexiva, ant-samétrica @ ransitiva, Um conjunto 5, joniamente com uma
ordem parcial R, é dito parciaimente ordenado’. Conjuntos parcialmente ordenados serdo estudados com mais de-
talhes ne Capitulo 14, de forma que aqui apenas apresentames alguns exemplos,

Examplo 215

() A relagio © de inclusioe de comjuntos € uma ondem parcial em qualquer colegiio de conjuntos, uma vez que in-

clusiio de conjuntos tem as irés propriedades desejadas. Fato &,

{1} A C A para wdo conjumio A.
(2) SeAC BeBC A entiod = B
(3 SeAC Be B CoemlioA T C

(b A relaglo £ no conjumto B dos ndmeros reais ¢ refleiva, anti-siméirca ¢ transitiva. Pomanto, < ¢ wma relagio
e prclern parcial.

(e)  Acrelagiio " divide b7 € uma relagko de ordem parcial no conjunto M de inteires positives, Emtretamo “a divide

& ndo ¢ uma relagdo de ordem parcial no conjunts £ dos inesiros, jd que b e blg ndo implica o= b, Por exem-
pla, 3=3 e =33 mas 3 ¥ =3,

2,10 RELAGOES N-ARIAS

Todas as relagies discutidas anteriormente eram relagdes bindrias. Uma refagdo n-dria € um conjunto de n-uplas,
Para todo conjunto 3, um subconjunto do conjunto produto 57 € dito uma relagio n-dria em S, Em particular, um
subconjunto de 57 € dito uma relagdo rerndria em 5.

Exempilo 2.16

() Seja l.uma reta no plano, A "inl;:rprmii;in"" & umia relagio termdnia B nos pontos de L isto é, (@, b, o) £ B se b
cEliver enire o & ¢ em L.

i) Aequaghe ¥ 4+ 2F = | determing a relagdo remdsia T no conjusto R dos ndmeros reals. Tao &, 2 ripla

[xez) pertence a ¥ se (xyoh aarisfaz a equagin, o gue e-:i.;grlil'l.-.tu dpui (e, 2 &do as cotrdenadas de um [psnta em
R’ na esfern 5 com rio | & centrs na origem o= (0,0,0].

Froblemas Resolvidos

Pares Ordenados e Produtos de Conjunios

21 DadosA = (1,2 3]ef = [abl,ache(a) A=8 (b} E= A (¢) B= B
{ay A B comsisie em odes oz pores ordenados (1, v, onde x £ A ¢y € B, Assim.

Ax Be={{1al (1022005560
(hl 8= A congisle em lados s pares ordenados (v, x), onde y £ Bexr £ A, l.ngc-..
Bx A= {a 1) {2}, (a3 b 1), (52,06 30}

Mode T,  MNoorigisal, tarmbém abmeviado coma posad, referente 3 parmially anlered cet.
" M.deT. MNoorigimal, heteesnmess.
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ir) &% B consiste em todos os pares ardenados (x, ¥), onde x, ¥ € B, Portanto,
B B={(aa).(ab). (b a) (b )]
Como esperado, o nimero de elementos no conjunto produto € igual 3o produto do mimero de elementos em ca-
da conjumo,
2.2 Dados A = (1,2, 8= |{x,v.2i}eC = |3, 4] ache A x B = C.

A ¥ = consaste em indas o triplas ondenadas (o, b, chomde a €A, b £ B, ¢ € C, Esses ¢lementos de A < B= O
podem ser sistematicamente obtidos pelo conhecide disgrama de drvore (Figura 2-6), Os elementos de A % 8 = O sio pre-
cizsamente as 12 iriplas ondenadas & direiia do dingrma de dreore,

Ohserve que plA)= 2, a(B1= 3, m{C)= 1 &, como esperadi,
ald = B=C)=12=n{d) a8 -]

3 (LB
* { 4 (1, x4}
3 Lwd

1 '{l (1w, 4}
=T, eo
=i e

K== G
<1 o
Fig. 2-6

23 SegamA = [1,2], 8= {a b cleC= {c,d]. Ache (A =< 8N4 = Cle (BN C)

Temoz
A x B = {{La), (1,601, {2 a), (28,2 c}}
Ax = {|:|,.:':|.|;Lr.l':|, 2, r],ll,a’]]
Poatanio,
(A x BIM{d=C)={(1cl.{Le}
Coma BV C =],

Ax{Bnd)={{l,c},(2,c}

Ohhserve que (A4 = B)NiAd x O) = 4 = (87 C). Esse fato ¢ verdadeine para qualsquer conjuntos A, 8 e O (veja o
Problema 245

24 Mostre que(Ad = B)M{d = Cl= A4 = (BNC).
(A BiN(AxCh={x yk{xvIedx B e (x5} dxC)
w {[rykxeEdyeBexcdyeC)
={ixrhxvedye BOC} = A=(8Bnl)

2.5 Ache xey, dado (2x, x+ vd = (6, 2L

Dunis pares ordenasdos 530 igunis se ¢ somente s 05 componenics comespondentes <bo igusis. Portanto, ohbemos as
equagies
=6 & x+p=1,

para is guais deduzimos a5 resposts ¢ = 3¢y o= -1,
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Relagtes @ sous Grafos
26 Ache ondmero de relagbes de A = a b, ¢} para B = |1, 2}.
Existem M2) = 6 clementos em A % F e, portanto, existem m = 2°= 6 subconjunios de A x §, Logo existern m =
6 relapdes de A para 8.

2.7 Siodados A=f1, 1.3, 4]e B={x, v, z]. Sejn K 0 seguinde relogiio de A par B
=Ly (02,030, 04 x),(4.2)}.

{ar) Determine & matriz da relagio. (51 Desenhe o diagrama de setas de K. (c) Ache a relago inversa B’ de R.

{af) Determine o dominio e & imagem de R,

(a}  Wejaa Frgura 2-7(a), Observe que as linhas da matriz est3o dc:ipnd.p.l. Fl!ll.'l'! elementos de A, e as colunas [r:hu: ale-
menios de B, Oheerve também que ¢ elemente na matriz que comesponde o a £ 4 ¢ b E B ¢ | se g estiver relacio-
niacky com e O caso contrio.

(i 'k'l:ja Frgura 270k, Ohaerve gue exisle uma seta de g € A para b E B e e somenle se a estiver relacionado a b, be,,
se e somenie se (g, b) £ 8,
i) Reverta a ordem dos pares de & para obter /'

B = (s 0 (e 30 x40, (240 )

Ohserve que, reventendo as setas na Figura 2-7(h), obtemos o diagrama de setas de B,

id) O Dominio de R, Domi &), dos primeims elementos dos pares ordenados de &, ¢ a Imagem de R, RaniR)' . consiste
nios segundos ¢lementos. Logo,

Dom| Ry = {1,534} [ Ran(R) = {x,» 2}

X oy x
e \
=,
o o
ifo 1o
451 8 1
{a L]

Fig. 2-7

LB Scjad ={1.2,3, 4,6} eseja R arnclagio em A definida por “x divide ", escrita dy. (Note que xv se ¢ somente 52
cxiste algum inteiro - al que & = y.)
(e} Escreva B como um conjunto de pares ordenados, (#) Desenhe sew grafo orientado. () Ache a relagio inversa
R de R. B’ pode ser descrita em palavras?
() Ache os mlmeros em A divisiveds por 1, 2, 3, 4 e, depois, 6. 530 eles:

W, 12, U3 N4, 16 22, 24, 26 33, 36, 94, 6l
Foranid,
R= {000,002, 00,30 00, 45 (1, 60,02, 20, (2,41, (2,6}, (3,30, (3,61, (4, 4], (6, 6))

i} Weja a Figura 28,
i) Reverta a ordem dos pares ordenados de B para obter B

" MdeT. Doisghs, RangelB). A abrevialura Ran| K} é hastante wsada em iexios redigidos em porsgeds; alguns suioees uiilizem ImiR)L
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RV = 000,02, 00,03, 1), (4, 1,06, 1),(2,2), (4,2}, (6,27, (3, 3), (6, 3], {4, 4), (6, 6} }.

R pode ser descrito pela declaragio s é um madhiplo de v,

Y Q
0'9 ()

4 5%

Fig. 2-8

29 Sepm A = (1,5 3), 8= [abc]eC =[5y z]. Considere as seguintes relagtes K e 5 de A para Be de B para
O, respectivamentea:

R={(1,b]),(2,a),(2,c)} [ 8= {ia, ), (b &), (e, 40, (e,2)}

(o) Ache s relagio composia R e 5,
(B Ache as matrizes Mo M, e M, das respectivas relaghes R, 5 e K o § e compare M, - a0 produto M, M.

{a} Desenhe o diagrama de setas dos relagdes R ¢ 8 como na Figura 2-9, Observe gue A estd “comectada™ 2 x em  pe-
lo caminbiy 1=+ b — x; porande (1 x) perience a € @ 5, De maneina similar, (2, vhe (2, ) periencem a R o 3, Temos

RoX={{1.x),(2,.02.:)]

{Vejo o Exemplo 2.5.)

i)y As marrizes M, M e M, oo

A & ¢ X p z X

Lo 1 0 af0 1 0 1
-'“’:—:(1 0 |) -Hs'h(l 0 n) Mpg= 2
N0 0 0 e ho 11 3

Multiplicando M, ¢ M, ohlemes

I 0 0
l“g |“_-¢ L ﬂ : I
a0

Observe que My | e M M iém os mesmos ebementos nulos.
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210 Sepam R e 5 as seguintes relagies em A = {1, 2, 3]
Re= [(0.0), 00,2002, 55,03, 1503, 3k}, SR Ly PP e P A )

Ache{a) RNS. RUS.R: (B RoS () § =5§c8
fa)  Trate B e ¥ samplesmente como conjuntos @ faga @ inbersecdo € o umio wsuais, Paa 87, ose o futo de gue A < A é a
relagio universal em A,
ROS={(1,2),(3.3)}
RUS = ([ (0L 20.01,30,02, 1), (2,35, (3, 1), (3, 3))
Fo= (1,3}, 02, 1.02,21,{3% 2}

i} Pam cada par (@) £ R, ache os pares (be) € 5 Entdo (o0 £ B o 5 Por esemplo, (1, 1S Redl, 2001, 31 E 5;
pectanto, (0, Z)e (1, 31 pervencerm a 8 ¢ 5. Logo,

BoS={(1L,2500,3L00, 112 3 (320,03 30}

ic)  Sepuinde o algonmes em (&), obiemos:
S =8eX={(11).(13),(22,023.(3,3}

211 Prove o Teorema 2.1: sejam A, B, C e Y conjunios, Suponha que 8 sejn umn relogio de A parn B, § sepa uma rela-
clio de B para C ¢ T sejo uma relagko de O para [ Entdo, (Ro §)eT=RofSaTh

Precisamos mostrar que casda par ondensdo em (8 o 51 o T pertence a R o (52 T e vice-versa,

Swponha (@,.d) perence a (R o 5) o T Entio, existie um cem Cal gue (a.cl E RaSe oo ) E T, Coma i, o) £
Mok enlaie boem Bl que (o, VS Reil o) E 5 Como (b, o) E Seilc.d) ET, emos (b, ) E 5o T, como (a, b ER
gif,diefe T emos{or, d)E Fa(Se ) Potanio, (R o X1e T2 R o(¥ o T De modo similar, e e 7 S (Ra 8
a T, Ambas as inclusbes provam que (Re §ioT =Ko (SaT)

Tipos de Relagbes e Propriedades de Fechao

2,12 Considers as sepuintes cinco relagies em um comjunte A = (1,2, 3
R={00.1),00,2),01,3),03 3)} & = relagio vazia
E={{L1,00L21,(2.10,(2.21,{3.3)} A = A = relaghio universal
=41, 1}{1,2).{2,2),(2,3}}

Dretermine s as relapdes acima em A &0 (a) reflexivas, (B) simétricas, () ransitivas, (d) anti-siméricas.

fa) R nioé reflexiva ji que 2 € A, mas (2, 2) & R, T ndo & reflexiva ji que (3, 3) & T e, de modo similar, & nbo & refle-
xivi. F e A = A sllo reflexivas,

(i) #ondo & siméirica jdque (1, 2) E &, masi2, 1) & B e, de modo similar, Tniio ¢ simérca, 5, & e A = A siio simétn.
(=L

(ed T nda & transitiva jd que (1, Zie (2, 3) pertencemi a T, mns {1, 30 € T. As outras quaino relagies sdo transitivas,

(el §nioé anti-simétrica jique | # Je pmbos (1, 2 e (2, 1) pemencem a 5. De forma similar, A x4 ndo ¢ apn-simé-
trica, As ouiras rés relagies sdo anli-simdireas.

X3 S-l.'j!a..-l = 1.2, 3, 4]. Considere a seguinte relagdo em A.
R= {01, 0),022),(2,3),(3,2).(4, E}-{4,4}}-
E::]_-ID:E:nh: seu grafo orientado. (b) B E 00D reflexiva, () sinséorica, () ransitiva ow (%) anti-simétnica’ (c) Ache
R=RoR
(@] Vepaa Figum 2= 10
(b1 i} R mdo & reflexomporque 3 E 4, mas 3R Le (3 E R
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1y

(i) B ndor & samiétrica pargue AR, mos 2R, 1 e (2 E K mas (240 E R,
(iik) A ndeo & transitiva porgue 482 ¢ 2R3 mas 4R, je 4.2 € Re (230 E R mas (4.3) € R
(V] R ndo & anti-samémica pangue 283 0 3RZ, mas 2 # 1.

Para cada par (g b} € R, ache todos (ko) £ R, Como (@ cl E ﬁ'l".

B o= {01,00.02,20,(2,3),03,2),(3.3),(4,2],(4,3), (4,4}

Fig. 2-10

214 D¢ exemplos de relagies B em A = {1, 2, 3] gque tém a propredade reguerida,

1))
(k)
()

(il
i)
(ch

R & simdtrica e anti-simetrica.

& ndod nem simdorica nem anti-simérica.

R é transitiva, mas R U B niio € ransitiva,

Existem diversos exemplos possiveis para cada resposta. Segue um conjunto possivel de exemplos:
R= (1 1L 2]

f= (L2 1502, 30

B=[{1.21].

L15 Suponha gue C € uma colegio de relagdes § em um conjunte A, e seja T a intersecdo das relaghes 5, is1o £,
T=n[5: 5 e ), Prove:

(arh
(i

()

()

Setoda § € simétnca, entiio T & simérica.

S tochy & € transilva, entio T E transitiva,

Suponha (e, &) S T, Emid3o (o, Iy £ 5 para todo £ Como 5 ¢ simérrica, (b, a) € 8 para wodo 5. Pomamo, (b, a) € T,
& T é simfirca.

Suponba que (r, b e (h, o} pertencem a T, Entiio, (e, &) e (B, o) pertencem 2 5 pam todo 5, Como coda § £ fransitiva,
{a, ¢ perience a 5 para todo 5, Porante, (e, ©) € T e T€ transitiva,

LI6 Seja K uma relagio em um conjunto A, ¢ seja P uma propriedade de relagbes, 1al como simetria ¢ rransitividade. En-

Lo,

(@)

(&)

P é chamada de RB-fechivel se P satisfaz a2 duas condigtes AERUIAES!

i1y Existe uma Prelagdo § contenls £,
(2 Aomtersegiiode Porelagibes € wuma P-relagio,

Muosire que simetria e transitividode sho B-fechdveis para gualquer relagio 8.

Suponha que P sein Befechivel. Entiio PE), o P-fecho de 8, € a intersegio de todas as P-relagdes § conten-

dio &, sl &,

(¥}

PIR) =S § ¢ uma P-relagioe R C S).

A relagiio universal A = A & simétrica ¢ ransitiva, ¢ A = A comtém qualguer relagio 8 em A, Portamio, (1) & satisfei-
. Pebo Problemsa 2- 15, simetna e ransitividade satisfazem (2), Portanio, simedrin ¢ transitividade s5o R-fechdveis
para gualguer relagio &K,

"M.deT Mo cmginal, R-ctasabie,
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(b) Seja T = % 56 uma Prclagioe 8 C 5. Como P ¢ R-fechkdvel, ¢ abo vazia por (1) ¢ T & uma P-relagio por (2.
Como cada relagiio 5 contém B, a mtersegio T contém 8. Portanto T € ama P-relagio condendo 8. Por definicio.
FURY ¢ o menor P-relagdo comendo B, porane, PUE) C T Por ouro lado, PR) € wm dos conjuntos 5 definindo T,
110 €, FIRY & ama Perelacio e B C PIR). Por isso, T C PR} Coeremtemente, PIE)= T,

247 Considere o conjunio 4 = {a, b, ¢] ¢ arelagso R em A definida por
R = {(a,a), {a.b). (h.c), (c,c)}
Ache (a) reflexivolR); (B) simétricol(R); e (o) ransitivad ).

(e O fecha reflexivo em & € obtide pela ahicio de modos o8 pares diagonais A = A a B que amda ndo estio em R, Por-
tamin,

reflexivo(R) = R {[b, B} = {ia.a), (a,b). (b, B), (B, ), (e, £1}

ib) O fecho simétrico de B ¢ obtido pela adigio a & de todos os pares em B que ainda niio estiio em R, Portanto,
simémicaR) = RU [k, a), (e, 8]} = {{a.a) (@ &) (Boa). (& ), (e, 8], (e.e)}

(ch O fecha transitive em B, coma tem irés elementas, € ohbido pela umido de B com E=RoReRl=RcRak Nobe que
R=RoR= {lar, al, [, &), [, 2), (b, ), (£, €))}
F=RoRoR= e a). (e, b)), (€}, (Boe) (e, e])

Powrtanii,

transitivo( &) = RU & U R = {[aa), (o &), (a,c), 0k, o), (e, )}

Relagfes de Equivaléncia e Parligdes

LIB Considere o conjunio Z dos inteiros ¢ um inteiro m =1, Dizemos que x € congroenie a ¥ maddulo m, escrevendo
x = pimodm)

se x=v i divisivel pxT 1, Mosire gue 1t e fine umn r:lﬁﬂnd.:cquivulinnu em F.
Precisamos masirar gue a relagio ¢ reflexiva, simétrica ¢ rmsitiva.
{1y Paracada x em & emos ¥ = X (mad s porgue x =x = g divisiviel por o Pomani, & ml:qibf efbex .
(i) Suponha X = v (mod m); logo, 1 = v & divisivel por m. Enl@o <{x = ¥ ) = y = x também & divisivel por m; logao,
¥ =x (mod m). Portanso, o relagho ¢ simeérica,
{ifiy  Agora suponha = v imed e v = 2 (mad ml; bogo, x — v e y - 2 sho, cada um deles, diasiveis por g, Estdo
& S4TEN

(R - R

também ¢ divisivel por s portante, © = 5 (mad ), Entie, a relagio € ransniva, Conmegbentements, o relagso de
congruéncia mddulo m & uma relagda de equivaléncia,

19 Seja A um conpunio de inteiras nio nulos e sejo = a relogiio em A = A definida por
[, b} = (¢, d} sempre gue ad = be
Mostre que = & uma relagio de equivaldneia.
Frecisamos mostrar que = ¢ reflexiva, simébrica e transitiva,
(1} Reflexividade: temos {a.k) = (a0} que ab = b, Portants, = ¢ reflexivo
(1}  Simetria; supomha (@) = (c.f). Entho ad = be. Por conseguinee, cof = da e, pomtanio, {ab) = (o) Assim, = & siméini-
i,

(il Trrneinividade: suponha (o0 = (cadh e (o) = (e, f1. Entiio, ob = bee of = de. & multiplicacio dos wermos corres-
pondentes da equacio leva a (ad)cf = (helide) Cancelando ¢ = (e d = () dos dois Iu.dns.d.acqu.a;hu. obidm-se
af = b, e portants (a0 = e, ). Logo, = ¢ transitiva. Conssqientemente. = ¢ ama relagdo de equivaléncia.
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120

.21

222

Sep Koo segiimte relagio de equivaléncia no conjunto A = (1,2, 3.4, 5, 6};
R={(110,00,5,02,2),02.3,0(2,6),03,2),(3,3),(3,6),(4,4),05,1),(5,5),06,2),(6,3), (6,6}

Ache o partigio de A inaizide por 8, 12, ache as classes de equivaléncia de 8,
s elementos relacionades a 1 sdo | e §; portanto,

1] = {1,3}.

Seleciomamos um elemento que nde pertence a [1], por exemplo, 2, Os elementos relacionades o 2 ko 2, 3 e §; portanto,
[2] = {2,3,6}.

O dmico elemento gue nio perlence o] 1] ow [2] € 4, O inice elemento relacronade 2 4 € 4, Lngn-.
4] = {4}.

Conegjieniemenie,
({1,531, {2, 3.6}, {4}]

& particio de A indluzida por 8,
Prove o Teorema 2.6: sepa B uma relagio de equivaléncin em om conpento A, O guociente AR & uma particiio de A.
(i) @€ [a], poraindo e £ A,
(it fa] =[] se e somemte se (a, ) E R
(i) Se[a) # [b], enda [ o | e[ &) 580 disjuntos,
Dremonsinmpdo ae (1) como 8 € reflexiva, (o, @) € R para todo « € A e, potanio, @ £ [a).

Drevmonstragdo de (1) suponha (a0} € 8. Queremos mostrar que [a] = [F]. Scja x £ [b); entdo, (b, 1) E /. Mas,
pir lipddese, (o, b1 E R e, porlante, por iransitividade, {a. 1) € K. Consegilentemente, v € A Partanto, [b] C [a]. Parn
mostrar [a] © [&]. ohservamos que (a0, &) £ 8, implica. por simetrio. que (b a) £ 8. Ento. por um anguamsncs similar quoe
obtemios [a] C (k). Consegiientensente [a] = |#].

Por outro lnda, se [a] =[b), entha, por (i), b € [b] = [a]; poramo, (a, ¥ € R.
Bremenstrmgdo de (Gl provamoes, equivalentemente, a contrapositiva da afirmagio:
Se a]n[b] # Fentto {a] = [6]-

Sea] M 18] # L3, entio existe um elensento © S A com x £ [a]"[b]. Poranto, (o, v) € B e (b, 1) £ B, Por simetria, (x,
by £ R ¢, por transitividade, (o, ) £ R, Conseqilsntemente por (il [q] = [&].

Conspdere o conpunto de palaveas W= [sabde, lova, sal, pabo, peso, som |. Ache WYR onde R ¢ a relagho de equiva-
lEncia em W definida por (@) “tem o mesmo mimero de letras gue" ou {B) “comega com a mesma letra gue™,
() As palavras com o mesmo nimero de leiras pertencem a mesma célula; logo,

W/R = |{smide]}, {luva, pato, peso}, {sal, som}].

by As palaveas que comecam com a mesma betra perencem i mesma ¢élula; logo,

W/ R = |{side, sal, som}, {luva), [pato, peso}].

Ordenagdo Parcial

223

L4

Seja £ uma colegho qualquer de conjuntos, A relagio C de inclusio de conjunios define uma ordem parcial em £7

S, jd que a inclosko de conjumos & reflexiva, anti-4imélrca e transitiva, Isio &, para guanscjueer conjunios, A, 8, O
em 4, wemos: (104 C A (ise A CHeBC A emdod = & (il se A C Fe B CCemind D O

Considere o conjunto Z dos inteiros, Defing aRb s¢ b = o para algum imeire positivo r. Mostre que 8 ¢ uma re-
lagio de ordem parcial em Z, isto ¢, mostre que B € (a) reflexiva; (b) anti-simétrica ¢ (c) transitiva,
fad R € reflexiva ji que |1=r1|.
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(h)

ir)

Suponha que o 8 be b B o, vale dizer b=a" e a=4. Enldo a={a’}. Exstem s posabilidades: (s = 1, (Gija =
leffiila=-l. 5= lenior=|es=lec porfants, a = b Sea = |, entio b=1"=1=a ¢, de modo similar,
we b= |, entdoa = 1. Finalmente, s a = -1, entdo b = | (jdque b = 1jea = b Nos s casas, o = b, Poranio
K ¢ anti-samétrica.

Suponha que a R e b R ¢ ocommem, vale dizer, b=a"e c=b". Enilo, c={a"y'=a" e, por isso, @ K o. Portanio, 8 é
transitiva.

Concluimios que & & uma ordem parcial em £,

Problemas Complementaras

Helagoes

2385 Sgja W = [Marco, Erico, Paulo] ¢ sgja Ve [Enco, Davi]. Ache (o) W=V (B V=W (& V=P

226 Sejpmd = (o b o), T= [b o, d| e W= [a,d], Construa os irés diagromas de 5= Tx We entlio ache 5= T x W,

2IT Achexevse (@) (x+ 241 ={52x+y) (B (r=22v+1)=[x=1,y+2].

28 Provegue (@) A= BN =(d=8nid=C) (b A= (800 =(4= HU[4= 8.

229 Seja B aseguinde relagioem A = [1, 2, 3. 4]

{ar}
(]
¥l

Ro={(1,3),(1,4).03,2),(3,3), (3, 4)}

Ache a matriz M de R, (h)  Achs o domink ¢ 8 imagem de B,
Ache & () Desenke o grafo odentado de 8.
Ache a relagEe composta 8 o K.

230 Sejam £ e § s seguintes relaghes em B = [a, b, ¢, d}:

B o= a), oo o ) (o) 6, 80 e B [[Ba), (e,c), (e, o), (d, a)}

Ache as sepuintes relaghes compostas: (o) Kol (b)) Se R (o) Beo & () Sef

231 Seja K 2 relagdo nos interms positivos B definida pela equagiio v+ 3y = 12 isloé,

R={(xykx+3r=11}

{ad  Excreva B como um comjumbs de pares ordenados,
By Ache (1} o domidmo d2 8, (1) u.'irnu;«:rn de R e (i) ®
{r)  Adche 2 relacio composta K o £,
Propriedades de Relagdes
232 Cada uma das frases weguintes define uma relaciio nos inleins positives N;
(1) “xé maior do guee v
(21 “xy é o guadmdo de um irteing”
(3 xey=10
(2] w44y =0

Lietermnne qusns relagies ado (o) mellexivas (b) siméinca, (cb anti-siméimen, {4 transsiim.

235 St_iar'n Reld rclm;-:-u etk um conjualo A. Assuminde gue A lem pebo menos irés elemendos, u:riﬁqu: se coda vms das afir-
magdes sepaintes & verdadeira ou falsa. Se falsa, 4 um costra-exemplo no conjunte A = [1,2, 3],

()

Se & e 8 sdo simséirecas, coldio 8 M 5 € siméinica
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(b Se R e S sioamétnce, enlio 8 L 5§ simélnica

[r]  Se Re S sioreflexivas, entiio 8 M5 &€ reflexiva

[ Se Re S shoreflexivas, emtio 8 U5 & reflexiva,

el S R e N sioiransibivas, entio £ U S & imnsibvie

(fy  Be R e Sshoanti-simémicas, entlo & U5 ¢ anti-simdérica,
(gh Se B¢ anti-simétrica, entho ® ¢ anti-siménca.

[hy  Se R é rellexiva, entio R M &' ¢ niio vasia.

(i} Se R é simérica, entio & M A ¢ nfo vazia.

234 Suponha que B e 5 sepam relages em um conjuato A, @ K sej anti-samétrica. Prove que £ 7 5 & anti-siméiricn,

Relagdes de Equivaléncia
235 Prove que. se R 6 uma relagho de equivalincia em um conjuntn A, entlio & também ¢ uma relagio de equivaléneza em A.

136 Seja S = (1,23, 19 1. Seja B o relagiio de equivaléneia em § definida por @ = wimed 30, iste & 1 - v & divisivel por
S Ache a partgiio de 5 induzida por 8, Le.. o conjunlo guociente 58,

23T Sejad = (1.2 % %] ¢ seja - uma rebagio em A » A definida por
(@, B} =~ (&, d) e a+d=h+r,

(s Prove que ~ € uma relagio de equivaléneia, (&) Ache [{2. 55, Le., a classe de equivabéncia de (2, 5),

Respostas dos Problemas Complementares

125 (a) Wox V= {iMarco, Erico), (Marco, Davi), (Erico, Erico), (Erce, Davi), (Paulo, Erico), (Paulo, Davi)).
ih ¥ = W = {{Erico, Marco), (Davi, Marco), (Erico. Erico), (Davi. Erico), (Erco, Paulo), (Davi, Paubo)).
eh Fe¥F= {[Eril:r.'l- Erico), (Erco, Davi), (Dav, Ericl:l]- {Dava, Davi)],

126 Osinds disgramas de 5 = T'x W sdo exibidos na Figura 211 0 conjunto § = T= Wé igual a

-Il;u. b a), La b ), oy a), ey e, ) ey o @), (o d, d')
i, B, iy b b, |:||.l, ), Ly o i, [.I. J.u_]_-”:,ﬂ',n'h
(e byal, (e b dl leeaad, Gy e ), (el el (e, dih

b=

2IT (a) x=%y=-2 (b)) x=2,5=3
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.19

R EE

() Mz=

oo oo
= -

I 1
a4 0
I 1
o 0
(& Doamdmio = {1, 3}, imagem = {2, 3,4},

i) RV = {00, 04,10, 02,3), (5,30, (4, 1)),

() VejaaFig 2-12,

) ReR=401,2)(1.30.01,4),{3,2),(3,3).(3.4)}.

Fig. 2-12

@) ReolS = {{ac) lad)le,a) dai}.

ity SaR ={(hal (b c) (eb) (e, d), (da), (d, ch}.
(c] Rol = {a.a) ab), (oo o d], (e ]

() S8 = {lecl e, a) (e,dl)

() f9.1).06.2).0(3.3)}

() iy (9.6, 3], diid {0,2, 3}, Ciaid {01,902, 65, (3, 3)}

e {339}

(@) Menhuma; (b) (2bed3k o) (lheid (d)wodas, exceio (3),

Todas sio verdadeiras exceo de) R={{1. 2} S={(2.3e (Y R={(1,23}, §={(2 17}
(A1, 0106}, {2,702, 17, {38, 13, 18], {49, 14,19}, {3, 10,15, 20}

@) {01.40.02,5),(3,6),(4,7).(5.8),(6.9))



Funcgoes e Algoritmos

3.1

3.2

INTRODUGCAQ

U'm dos mais imporiantes conceitos em matemdtica € o de funglio, Os termos “mapeamento”, “ransformagin” e
maiios oulros t@m significados éntcos: a escolha de qual deles usar em cada siteagio € normalmente determing-
dha pela radigdo e pela experidneia matemdtica de quem o estd utilizando,

A nogiio de algoritmo esti relacionada com a de fungiio. A notagdo de apresentagio de um algoritmo e a dis-
cussio sobre sud complexidade ambém sdo cobertas neste capitulo.

FUNCOES

Suponha que, o cada elemento de um conjunto A, associemaos um Gnico clemento de um conjunto B, A coleg@o des-
tas asspcingies ¢ dita uma fitrpde de A em B O conjunio A € dito o deminio da fungio, ¢ o conjunto B € chamado
de conrradontine.
Fungtes sio normalmente denotadas por simbolos, Por exemplo, denote por fuma fungdo de A em B, Entdo cs-
CTEVEMOS
f A= R,

que se 1€ "¢ uma fungio de A em B ", ou "fleva fou mapeia) A em 8 . Se g € A, entiio fa) (B-s¢ “Fde a”) deno-
ta 0 fnico elemento de B que fassocin aa; ele € chamado a imagem de a por £, ou o valor de fem a. O conjunto de
todos o8 valores da imagem € dito imagenn de £ A imagem de £ A — B € denotada por Ranify, Imify ou fA4)

Freqlientemente uma fungéo pode ser expressa por uma farmula matemidnca. Por exemplo, considere a fungiio
que leva cada ndmero real 3o seu quadrado, Podemos descrever esta funglio escrevendo

&

fix] = e 0 s (Rl o x
Ma primeira notacio, x € dito-a varidvel, ¢ aletra fdenota a funcio. Na sepunda nodacio, o seta — & Hda vad em”™.
k E b

Ma dliima notaglo, x ¢ dita a varidve! independente, e v & dita 0 varidve! dependente. ji que o valor de v dependerd
do valor de x,

Ohservaglio:  Sempre que uma fungiio é descrita por uma farmula em termos de uma varidvel x, assumimos,
a menos de especilicagdo em conirdirio, que o dominio da fungZo & R (0w 0 maior subconjunio de B para o qual a
fdrmula faz sentido), e o contradominio ¢ R,
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Exemplo 3.7
fal Considere a funglio fiy) = _'::" i.x, Fossocin o cado nimene real sew cu-
b, Entiio a imagem de 2 € §, ¢ podemos escrever i2) = 8, '- .
i) Suponha que fassecia a cada pais do munde a saa capital. Agu, o do- .‘
mifmio de ¢ o conjunio de pafses do munde; o contradominie ¢ a lista ’- -"

die cidiades do mundo, A imagem de Franga ¢ Paris; o, em owlras pala-
wvras, fIFranga) = Pans.

ic) A Figura 3-1 define uma fungdo fde A = o, b, c.d] em B = {r, 5,0, u}
dit Fanera clara, Agu,

Sal = &, Fik} = i, filel = F, lurl:r.l':l=:l' F-fﬂ-a"'i

Aimagem de € o conjunio de valores no imagem, (. 5, 1], Note que rnfio perience & imagem de (porguoe 2
niio ¢ imagem de nenham clememo por f

()] Sl'.‘.'p A uim :‘.‘Mjuri'llﬁ gualquer. A fangdo de A em A que associa cada elemendo o si Tn:nrrméd.iraﬁ.lrr{'d.-: fdenii-
drhe e A, 2 € wsunbmende denotada por 1, ou simplesmente 1. Em outras palavras,

| 4l = a

peura toudor elemento @ em A,
{#)  Suponhaque 5 seja um subconjunte de A, 1510 é, saponha 5 C AL A inclusde, ou imersdo, de 5 em A, denotaxla

por i 5 A, & a fungio definida por

flx)=x

para toddo v £ 5; e p reseripdo n 8 de quaolbquer fangdo £ A — B, denotada por g, ¢ a fungdo de 5 para B defini-
da par
faix) = fix)

para odo x E 8,

Fungdes como Relagoes
As funghes podem ser consideradas sob wm outro ponto de vista. Primeiramente, toda fungio £ A — B origina uma
relagio de A para B chamada de grdfico de fe definida por

Gréficode f = {(a,b): a € A.b = f(a)}

Duas fungles £ A — Be gi A — B sio ditgs iguads, [ = g, 5e o) = gla) para todo g € A; isto &, se elas tém o mes-
mo ico, Conseqiientemente, ndo distinguimos uma fungio do seu grifico. A relagio descrita pelo gréfico tem a
propricdade de cada g em A pertence a um dnico par ordenado (a, &) na relagio. Por ouro lado, qualquer relagio f
de A para B que tem essa propriedade onging uma fungiio £ A = 8, onde fla) = b para cada (g, &) em £ Conseqlien-
temente, pode-se definir fungies como a seguir;
Definigiio:  Uma fungio £ A — B ¢ uma relagiio de A para B (i.c.. um subconjunto de A = B) tal que cada o € A
pertence a um tnico par ordenado (@, &) em
Embora ndo facamos disting® entre uma Mencio ¢ seu grifico, usaremos a terminobogia “erifico de /" quan-

do aludirmos a f como um conjunto de pares ordenados. Além disso, como o grifico de f¢ uma relagio, podemos
esbogar seu desenho como fol feito para relagdes em geral, e exse desenho €, §s vezes, chamado de grafico de f.
Além disso, a condigio que define uma fungio de que g € A pertence a um dnico (a, &) em f ¢ equivalente i condi-
g0 geométrica de que cada reta vertical intercepta o grifico de fem exatnmente wm pomio,

Exemplo 3.2

() Sejaf A — Bafusgo definsda no Exemplo 3. 1(c). Entlio, o gréfico de f&€ o sepuinte conjurio de pares ardenados:

{80, (b, wb, Leord. (ol 20 }
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(B}

i)

Consaders as seguintes relagies no conjunta A = |1, 2, 3
F={L3)02.30031)
g= {12} (3 1}}
b= ({13, 02,00, 00,2003, 1))

S uma fungiio de A em A, jd que cada elemento de A aparece na primeira coordenada em exataments win par o
denado em f agui, il =3, 821 = 3e {3) = |. g nio & oma fungiode A em A, jd que 2 £ A nioé I:I.FII'iITH:'iI'I:I COHM-
denada de nenhum par em g e, portanio, g nio associa nenhoma imagem a 2. Também & nio ¢ ama fungiio de A
e A, i gue | E A aparecs coids primeira coordenads de dois pases ordenados dastintes em i (1, 3pe {1 2. Pa-
i e e aeja uma fungde, 0s clementos tanto 3 guanto 2 ndo podem estar pswociados a0 elemento | £ AL

Por uma fungilo polinominl real, emendemoes uma fongio 7 R = B da formn
fxl =g 4, 2 o bax+a,

onde cada e ¢ um ndmero real. Como B & um conpunto infiniio, seria impossivel plotar cada ponto do grifico. En-
tretanta, o prificn de uma ) fungho pode ser aproximado plotande inicialmenge alpuns pontos ¢ depois oroagon-
i A carva susve gue comenha ks pontos, 08 poates <o sormalmente obilidos de ama tbela onde vifos va-
lores s3o atribuidos o Teos valores correspondentes de fx) sdo computados. A Figorn 3-2 ilustra esta tdenica
usanchs & funglo fa) = 2" -2y - 3,

£ | fix
| s

=1 L]
| -3
1| -4

1] -3 - *
3 [

4 5

Gréifico de fla)=x" - Zr -3
Fig. 3-2

Composigéo de Fungoes
Considere as fungdes £ A — Be g B — C isto &, o contradominio de ¢ o dominio de g. Entio, podemos definis
uma nova fungdo de A para C, denominada a compesicdo de fe g ¢ denotada por g @ f, como se seguee:

goflia) = glHal)

[sto &, achamos a imagem de a por f ¢ entio achamos a imagem de fa) por g. Essa deflinigdo nio € nova, Se
elharmos. e g como relagtes, esta fungdo & a mesma que a composicio de e g como relages (veja a Segio 2.6],
exceto pelo fato de agui usarmos a notaglo funcional g o Fpara a composicio de Fe g em vez da nnacio g o fque
foi usada para relaghes.

Considere wma fungio qualguer 2 A < B, Entio,

foly=f e lgof=f

onde 1, e 1, 5o as fungdes dentidade em A e B, respectivamente.
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3.3 INJETIVIDADE, SOBREJETIVIDADE E FUNCOES INVERSIVEIS

Uma fungiio f: A = # € dita injerora’ (denotada por 1-1) se elementos diferentes do dominio A m imagens distin-
tas. Otra mancira de dizer a mesma coisa € afirmar que fé injerora se fla) = fa’) implica a = a'.

Uma fungdo 2 A — B € dita uma fungiio sebrejetona se cada elemento de B € a imagem de algum elemento de
A. Em outras palavras, 2 A — B ¢ sobrejetora se a imagem de /¢ iodo o contradominio, i.e., fIA) = B, Neste caso
dizemos que f'¢ uma fungio de A sobre B o que Cmapeia A sobre B,

Uma fungiio f A — B € inversivel se a relagho inversa ¢ uma fungdo de B para A. Em geral, a relagiio inversa
' pode ndo ser uma funglo, O teorema seguinte indica um eritério simples que diz em que caso isso ocorre.

Teorema 3-1:  wma fungiio ! A — B & inversivel se e somente se f ¢ injelora ¢ sobrejetora,

5¢ : A — B ¢ injetora ¢ sobrejetora, € dita uma correspondéncia um-a-wm entre A e 8. Essa terminologia de-
corre do tato de que, a cada elemento de A, corresponderd um dnico elemento de B e vice-versa,
Alguns texios usam o lermo ffetiva para fungdes one-fo-one, sobrejetiva para uma fungdo onte e Bijeriva pa-
ri uma commespondéncia um-g-um’
Exemplo 3.3 Considere us fungies [t A — 8, L B—C, G C—=De fg D — E definidas pelo diagra-

ma da Figura 3-3, Agora, ) £injetora, j gue nenham elememo de 8 € a imagem de mais de am elemento de A
Analogamente, S & injetora. Eatretanto, nem & mem ) sdo mpetoras, j@dque Gir) =G e Gile) = Glw)

Fig. 3-3

No que diz respeito i sebrepetividade, f, e f; sio fungdes sobrejetorss, jd que wdo elemento de O € a imagem por
S de algum @ lementas de B, @ indo elemento de € o imagem por [, de algum elements de O Q. :.,_f'_.l.ﬂr = lfe_ﬂll!_'.'b
= . Powr asutrer T, F, miis & sobrejetora ji que 3 & B nfio & o imagem pnr_fl di= nenhum @lementn de A, c:L nilo & so-
brgjetora jd que x £ E nke £ imagem por £ de nenham elemenio de £
Portanto, f| & injetora mas ndo sobrepelor, [ ¢ sobrejeltor nss nfio injetora & f, ndoe & nem injelora nem sohre-
Jeora, Entretanin, §, & mpelora ¢ sobrejeion, i.e., ¢ uma comespondéncia um-a-um enire A e 8, Poranio, | ¢ inversi-
vele /7' é uma fungdo de O par B,

Caracterizagao Geométrica de Fungdes Injetoras e Sobrejetoras

Como as fungbes podem ser identificadas com seus grificos, e como graficos podem ser plotados, poderfamos ima-
ginar se o5 conceilos de injetividade e sobrejetividade m significado peomérrico. Mostramos que a resposta & sim.

Dizer que uma fungio £ A — § ¢ injetora significa afirmar que ndio existem dois pares distintos da forma (a,, &) e
(a1, B1) N grdiffico de f; portanto, cada reta horizontal pode interceptar o grafico de fem, no médximo, um ponto. Por ou-
tro lade, dizer que f ¢ uma fungio sobrejetora significa afirmar que, para iodo b € B, existe pelo menos um a E A l
yue (b} perence ao grifico de f ponanie, cada linha horizonwal deve lnterceptar o grafice de fpelo menos dma
ver, Conseqiientemente, se Fé injetora ¢ sobrejetoea. be, inversivel, entio cada linha homzental intércepta o grifico
de fem exatamente wm oo,

N.deT. Noaonginal, one-to-oue, ermo i irsdedio liseral € de usa raro om portugués. Enlretanto, 2 potagio {1- 1) (por vezes tambem indi-
candn mpenividade) € énconirada com freglincin
NodeT.  Noonginal anfo, ermo coja iradegfo literal {sobre) f de uso rrs em porisgeds nests caoo

"M T Estad, de faio, a nomenclatura comuments usads em pornugués,
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Exemplo 2.4  Considers as seguintes gquatro fungies dz Rem H -

filxd =,  fx) =2, filx= -2 -5x+6  Sfix)=x
0% grifioos dessas fungdes aparecem na Figura 3-4, Observe que existem refas horsontais gue interceplam o grifioo
de f, duns veres ¢ retas verticais que nfo inerceptam o gréfico de f; portanio, £, ndo & nem injetom nem sobrejetorn,

Analogamsense, f; ¢ injerora mas ndo sobrejetora, £ € sohrejetorn meas nfio inpstorn ¢ £, € injetora & sobrejetora. A in-
versade £, ¢ & funglo raiz cibica, 1., 7' (x) = O

%

=-.-.’#

Fix=x Lin=% fi =+ -2 -5k + 6 fix =4
Flg. 3-4

3.4 FUNCOES MATEMATICAS, FUNGCOES EXPONENCIAL E LOGARITMO

Esta se¢do aprescnta virias fungdes matemdticas que aparccem com fregii€ncia na andlise de algoritmos & na cién-
cia da computagio em geral, juntamente com suas notagdes. Também discutimos as fungtes exponencial & logant-
ma g & relaglo entre elas.

Fungbes Floore Ceiling
Seja x um nimero real gualquer. Entdo x estd entre dois inteiros conhecidos como Toor e ceiling de x. Especifica-
mente,
|x ], dito fToor de x, denota o maior inteiro que ndio excede x.
[x], dito ceiling de x, denota o menor inteiro que nio € menor do que x.
Se x € um inteiro, entdo | x| = [x]; caso contrdrio, [x] 4+ 1 = [x]. Por exemplo,
[3.04) =3,  |¥§|=2, [-85/=-9, |[7=T7, |-4]=-4

[3.04] =4, [v3 =3, [-85]==8 [T =7 [-4] = -4

Fungoes Valor Inteiro e Valor Absoluto

Seja x um ndmero real gualquer. O valor inteiro de b eserito INT(x), converte x em wm inteiro deleando (iruncan-
do) a parte fraciondria do ndmero, Portanto,

INT(3,14) = 3, INT{vS =2  INT{-85)=-8  INT(T)I=7

Observe que INT(x) = | x| ou INT(x) = [x]. dependendo de x ser positivo ou negativo,

O valor absoluro de wm mimero real x, denotade por ABS(x) ou [, ¢ definido como sendo o maior dos valores
entre x e —xr. Portanio, ABS() = 0 ¢, para r # 0, ABS(t) = x, ov ABS(r) = =r, dependendo de x ser positivo ou me-
gative, Portanio,

| = 15] = 15, Tl =1. | - 333 =333 |[444 =444, | — 0,075| = 0,075
Naotamos que [v| = [-=x| e, para x @ 0, |x| é positivo,

M ode T Mantivernos i samencialura originad em inglés devido & auséncia de erma andbogn de uso comrenms &m Exs denicos, Em pomuguis,
estas fangdes sio normalmenie refersnciadeas como, respecivamente, “IEnoe NS MEF o igeal a5 " ¢ “maicr inbeire menes ou igual a:™
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Fungao Resto e Aritmeética Modular
Seja k um inteiro qualguer ¢ seja M um infeing positive, Entfio,
k imod M)
(1&-se kb mddulo M) denotard o resto inteiro da divisio de & por M. Mais exatamente, Smod M) & o dnico inteiro r
tal gue
k=My+r onde 0O0<ra<M
Chuando & € positive, simplesmente divida & por M para obter o resto #. Portanto,
Simed Ty =4, 25(mod 5) =0, 3I(modll)=2, 3I(modB)=13
Se k é negativo, divida |&| por M para obter o resto r’;, ponanto. &imod M} = M - r’ quando r* # 0. Assim.
=26 (mod T) =T =5 =12, =37l imod B) =8 -3 =35, 3 (mod 3) =0
O termo “mod™ ¢ também wsado para a relagio de congruéncia, que € denotada ¢ definida como a seguir:
a=h(mod M) scesomentese M divideh—a

M ¢ dito o modulus’, e a = b (mod M) ¢é lido como “a ¢ congruente a b maédulo M™. Os seguintes aspectos da rela-
ciio de congroéneia 530 usados com fregléncia;

D=Mimod M) ¢ a£M=aimod W)

Ariimética modulo M 2 refere ds operagdes ariiméticas de adigBo, multplicagdo ¢ subtrugio em gue o valor
aritmetico € substituido pelo seu valor equivalente no conjunto

0,0,2,... .M -1}

Ou T conjunico
{1.2.3,.... M}

Por exemplo, na ariménca modulo 12, s veres chamada de ariimética clock,
G493, Twimll, I=5=8, 24+ 10=0= 12
(0 uso de 0 ou M depende da aplicagio.)

Fungoes Exponenciais
Relembre as seguintes definighes para expoentes inteiros (onde m é um inteins positivo);

o 1
a™ =a-a-a(m veres), a=1 a"=—
a

Expoentes sio estendidos para incluir todos os nimeros racionais definindo, para qualquer nimero racional min,

a"" = @ = (fa)"
For exemplo,
1

I LT
=7 125" = 4§

2

=16, y =25

NMa verdade, expoentes sdo estendides para incluir todos os nimeros reais definindo, para qualquer nomero real x,
a’ = !T‘: a', onde # ¢ um nimero racional.

Conseqiientements a fungio exponencial ((x) = o ¢ definida para 10dos 08 nimeros reais.

" W.deT. Momencistura consiante no ofiging,
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Fungdes Logaritmicas
Logaritmos sio relacionados com expoentes como a seguir. Seja & um ndmero positivo. O logaritmo de qualguer
nlmero posilivo & na base b, denotado por
log, x

represenia o expoente ao qual b precisa ser elevado para obter v, lsio 2,

y=log,x e H=x
sio afirmativas equivalentes, Consegilentiements,

log: E=3  jiqee 2 =8§; oy 100 = 2 jique 107 = 100
log, 64 =6  jique P ebdd log, 0001 = =3 jigque 1077 = 0001

Ademais, para qualguer base b,
logg, 1 =0 jdque b=
logy b=1  jique B =48
O logaritmo de wm ndmere negative e o logaritmo de 0 ndo sdo definidos,

Fregisentemente, loganitmos sio expressados usando valores aproximados. Por exemplo, usando tabelas ou cal-
culadoras, obtém-se

logs 300 = 24771 ¢ log 40 = 368589

come respostas aproximadas (agqui, ¢ = 2,718281...).

Trés clusses de logaritmos @m importincia especial: logaritmos na base 10, chamados logariimos decimais';
logaritmo na hase ¢, chamados de Jogarivmos nafuwrms; @ logartmos na base 2, chamados lopariimos Bindrios. Al-
Euns texlos utilizam

Inx para log, x e lgx ou Logx para log, x

O ermo log x, em geral, significa log,, x, mas também € wsado para log,_ v em textos de matemidtica avangada e pa-
ra log, x em iextos de ciéncia da computagio.
Fregileniemente, vamos necessitar apenas do Joor ¢ do ceiling de um logaritmo bindrio. 1sso pode ser obtido
poela inspegio dax poténcias de 2. Por exemplo,
[bogg, 100 =8  pique p Al L e 2
flog, 10007 =9  jigue 2*=3512 ¢ 2=1004

@ dssim poT diante.

Relagao entre as Fungdes Exponencial e Logaritmo
A relagibo bisica entre as fungGes exponencial e logaritmo

flxi=8" e  gix)=log, x

& que elas 580 a inversn uma da outra; logo, os grificos dessas fungdes estdo relacionados geometricamente, Es-
ta relagdo estd tlustrada na Figura 3-5, onde os grificos da fungiio exponencial fivy = 2°, da fungio logaritmo gix)
= log. v & da fungio linear hix) = x aparccem nos mesmos cixos coordenados. Como fix) = 2 ¢ gix) = log,r séd0 fun-
ghes inversas uma da outra, elas sio simétricas em relagio ao grifico da fungiio linear & (x) = x. ou, em outras pa-
lavrus, areta y = x.

A Figura 3-5 também indica uma outra propriedade importante das fungbes exponencial e logaritmo. Especi-
ficamente, para qualgquer nimero positivi «, Temos

gle) = hic) < fle)

Mo T Mooripinal comeman logaritims,
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D futo, & medida que c cresce, o distineia vertical Me) = glc) e fe) = gle) aumenta seu valor, Ademais, a fungio
logartmo glx) cresce muoito lentamente quando comparada com a fungdo lingar kix), ¢ a fungio exponencial fx)
cresce muito rapidaments quande comparsda com hix).

hx) = x

rix) = log 1

|

Fig. 3-5

1.5 SEQUENCIAS, CLASSES INDEXADAS DE CONJUNTOS

Segikéncins ¢ classes indexadas de conjuntos sdo0 tipos especinis de fungdes com sua notagio propria, Discutimdas
esses objelos neata segdo, Discutimos também aqui a notagdo de somandrio,

Seqléncias

Uma seqlidncia é uma funglo injetora do conjunto N = {1, 2. 3,._. | dos inteiros positivos em am conjunto A. A no-
IsgE0 o, ¢ usada para denstar 3 imagem do inteiro i, Poranio, uma segléneia £ usualmente denotada por

ps 10 B1ees s ou lag: ne N} ou simplesmente {sin}
As vezes o dominio da seqitdncia & o conjunto {0, 1, 2,.... ] dos inieiros ndo-negativos, no lugar de N. Neste caso,

dizemes que o comega em 0, ¢ ndo em 1
Uma segiiéncia finita sobre um conjunto 4 € uma fungio de a [ 1,2...., m] em A & € usualmente denotada por

Uma tal seqliéncia finita is vezes & denominada lisfa ou m-upla.

Exemplo 3.5
fad  As seqgliéncias conhecidas

(IR 1% T ¢ ld,§ 4
podem ser formalmente definidas, respectivamenie. por
dy =1/ & by =17
onde p primeira seqldncia comega com r = | e a segunda comegn com i =
(h)  Aimpomante seqidneia 1, =1, 1, =1, pode ser formalmenie definida por
a, = (=11 ouequivalentemente par b, = (—1]"
onde n primeira segliéncia comega com 7= 1 ¢ o segunda seqglidncia comesga com e = (.

le)  (Saeimgr)  Suponha que um conjumo A ¢ finito ¢ que A € um conjunin de carmeteres ou um alfabeto. Entfio,
uma seqilincia fimita de elementos de A ¢ dita wm sieimg ow uma palaves, @ € pormalmente escrita na forma
ey oo gy, VL0 &, Em parenteses. () nimero m de caracteres mo sting € dito o seu comprimento. Pode-se con-
siderar o conjunbo com rero carscieres como wm srirg: ele & denominndo sering wasie oo g nule, Stemgs
sobire um nifabesn A ¢ cenas operapbes envolvendo strimgs serdo discutidos no Capiilo 13,
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Simbolos de Somatdrio, Somas

Introduzimos aqui o simbolo de somatdrio X (a letra grega sigma). Considere a seqiiéncia @y, a3, @,. .. Entiio,
a5 S0Mmas

ay +aty 4o+ 0, @ oy 4 gy + 0o+ iy

serin denotadus, respectivamente, por
L L
pC N p
Je=1 J=m

A letra f na expressio acima é denominada fndice mudo ou varidvel muda’ - Ouotras letras freqlentemente wilizadas
como variaveis mudas siof koser

Exemplo 1.6

x by = aphy + @by + .04 ah,
=l

5
Es’ e P+ VP e 4 F =494 16425=54

Zj=|+2—----i-.rr

A qiliima soma ne Exemplo 16 aparece com fregléneia. Sea valor & air + 102, Isio &

1)
- 3

I+2+3+---+r

Portanso, por exemplo,

A

L4244 50=230 _ ) 595

Classes Indexadas de Conjuntos

Seja Jum conjunio qualquer ndo vazio ¢ sep § uma colegio de conjunios. Uma fisrgde indexadora de T para § € uma
fungho £ [ — 5. Para cada { em [, denotamos a imagem fi{) por A, Assim, a fungdio indexadora ¢ denotada por

[Ai:ie T} o {Ai}er ou simplesmente {4}

O conyunio B é dite o confuria indevador, ¢ os elementos de [ sdio chamados imdices. Se f€ injetora ¢ sobrejetora,
dizemos que 5 € indevada por L.
Os conoeiios de unido ¢ intersegio de conjuntos s3o definidos para classes indexadas de conjuntos por

pegd; m {x: x € A, parn algum i€ I} E Merd; = {30 x € A; paratodo [ € T}
No casoem que £ € um conjunto finiio, essa € exatamenie a definicio dada previamente de uniio ¢ imersegdio, Se f
¢ N, podemos denotar & unifio ¢ a inersesdo por

.'4l|||_l.|"!|_|"' [ .-"I]l-l..‘lz'_l"'

respectivamente.

M.deT. Mooriginal duweery.
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Exemplo 3.7 Seja f o conjunto Z dos inteiros, Para cada imtzine 7, assaciamos o seguinte subconjuneo de R
A, ={x x =}
Em outras palavras, A, ¢ o intervalo inlinito [===, n]. Para qualguer ndmero real g, existem imegimns g, ¢ #y Lais que H,
< a <y logo, a € An,, mas a & An. Portanio,
a € gy, mils &g M, d,

Consegllentemenie,
LA, =R s Mg A, = £

3.6 FUNGCOES DEFINIDAS RECURSIVAMENTE

Uma fungio é dita recirsivamente definida sc a definiciio da fungdo se referir & prdpria fungio, Para que a defini-
G ndo seja circular, precisa satisfeer as duas seguintes propriedades;

(1)} Devem existir certos argumentos, chamados de valores base, nos quais a fungdo nio s referencie a
la mesmi,
(1) Cada vez que a fungio se refenr a si propria, o argumento da fungio precisa estar présimo a um valor
base.
Uma funglio recursiva com essas duas propriedades € dita bem definida,
Os exemplos seguintes ajudardo a esclarecer essas noghes,

Func¢ao Fatorial
O produte de um inteiro positivo de 1 até r, inclusive, é chamado “fatorial de #™ e € normalmente denotado por #!,
Istio &,

ml=1-2-3-.-(n—24n—1n
Também € conveniente definir 0! = 1, de modo que a funglio esteja definida para iodo inteire ndo negativo, Assim,
lemos
=1, N=1, MN=1-2=2 M=1.2-1=46, 41=1.2-3-4=24,

51=1.2.3.4.5=12, Gl=1-2-3:4-5-6=720

¢ assim por diante. Observe que

Sl=5:4"=5% M =1M c Bl=6-51=6-120=T20

Istor & verdade para todo inteire positivo x; isto &,
wl=w-(n—=1)

Por conseguinte, a fungio fatorial também pode ser definida como a seguir;
Definiciio de Fungio fatorial:
{1} Ser=I(enilon! = 1.
(2} Sen>0,eniBon! =n-(n- 1)
Observe que a definigho acima de a! € recursiva, Ji que se refere a 51 propria quandao usa (r— 11!, Entretamo:
(1} O valor de n! € dado explicitamente quando n = 0 (portanto, 0 € um valor base).

(2} Orvalor de ! para r arbicrdnio & definido em termos de um valor menor do que o gue cstd mais proxi-
mic do valor base 0,

Consegiientemente, a defini¢lo ndo € circular, ou, em outras palavras, a fungio ¢ bem definida.
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Exemplo 2.8 “amos caleular 2! wsando as definigdes recursivas, Esse cdlculo requer 05 move passos seguimcs:

(1 4=4-3

(o4 H=3.2
(2 1
4 =10

(5 0= |
1] '=1-1=1
(T A=
K] I=3.2=68
() 4w 46w 24

Id

151 é:
Parge T Define 4! em termos de 3!, e assim precisnmas adiar o avalingio de 21 sf que calealemos 31, Esse
adiamento estl indicado na wabulagio do passo sepuime.
Parsa 2 Aqui 3! ¢ delinido em ermos de 2%, ¢ assim precisamos adiar 2 avalisglio de 37 ok gue avaliemos 21
Parse J  Define 2 em termos de 10,
Parsa 4 Define 1! em termos de 07,
Passe §  Eswe passo pode avaliar explicitamente 0, jd que 0 € o vabor base da definigio recursiva,

Paszos 6a ¥ Hetrocedemas o processo, usando O para achar 1!, wsando 1! para achar 2!, nsando 27 para achar 31,
g finzlmente usando 3! para achar 47, Este retrocesso € indicado pela reversio progressiva dos afas-
LA Mo na tablegie.

Cibserve que retroeedemas ma ondem reversa das avaliagies onginalmente adisdas,

Numeros de nivel

Seja P um procediments’ ou uma férmula recursiva usada para avaliar X0, onde Fé nma fungdo recursiva e X é a
entrada, Associamos wim ndmere de nivel a cada execugio de P como segee. A primeira execugdo de P ¢ associada
ao nivel 1 e, a cada vez que P ¢ executada devido o uma chamada recursiva, seu nivel € uma unidade maior do que
o nivel da execucio que fez a chamada. A profundidade de uma recursio na avaliacio de TX) se refere a0 maior ni-
mero die nivel de P durame a sua execugdio.

Considere, por exemplo. o avalisgdo de 4!, Exemplo 3.8, gque usa a formula recursiva a! = m(s — 1)L O Passo |
pertence ao nivel 1, j4 que é a primeira vez que a fdemula & executada, Assim:

Passo 2 pertence oo nivel 2;  Passo 3, aonivel 3,..;  Passo 5, ao nivel 5.

Por outro lado, o Passo 6 penence ao nfvel 4, & que € o resultado do retorno do nivel 5. Em outras palavreas, o Pas-
so e o Passo 4 pemencem ao mesmo nivel de execucio, Analogamente,

Passo 7 pertence ao nivel 3;  Passo B, ao nivel 25 ¢ o Passo 9, ao nivel 1.

Conseqilentemente, na avaliagio de 4!, a profundidade da recursdo é 5,

Seqiléncia de Fibonacei
A célebre segiiéncin de Fibonaced {normalmente denotada por £, F F,,. 0 &
o1 1L 2 3 5 B 1321, 3, 55

[sto &, Fo= O F = | ¢ cada termo, na sucessdo, & a soma dos dois termos precedentes, Por exemplo, os dois wer.
maos seguinies da segliéncia sho

Mes5=89 ¢ 55489=14
Lima definigio formal desta fungio ¢ dada por:

M.de T. Nooriginal, procedune, inmbdm wado com fregdacia na linguagem de cigncia da computagio no sendido de rolina computacional.
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Definicho de Seqiiéncia de Fibonacci:

i1} Sen=0oun=1, enthoeF =n
(21 Sen=l,entioF = F_+F, _,

Este € um outro exemplo de defini¢@o recursiva, ji que a definigio refere-se a si mesma quandousa F_ e F,_ .
Contudo,

(1) O valares base sio e 1.

(21 Owvalor de F, & definido em termos de valones menores do que o que estiio mus prosimos dos vilores
hase.

Consegiienmtemente, a fungio ¢ bem definida.

Fungao de Ackermann

A fungio de Ackermann € uma fungio com dois argumentos, a cada um dos quais pode ser atrbuido um inleire nio
negative, isto &, 0, 1, 2,,.. Esta fungio & definida como a seguir:

Definigio de Fungiio de Ackermann:
(@) Sem =, entio Alm, m) = o+ |
(b)) Sem#= 0, masn =0, entdo Alm, ny = Alm -1, 1}
(e} Sem # Den # 0, entdio Ale, 1) = Alee— 1, Alwr, 80— 0

Mais uma vez, iemds uma definigio recursiva, ji que a definicio refere-se a si mesma nas partes (#) e (¢). Ob-
serve gque Alm, o) € explicitaments dada apenas quando m = 0, Os pares usados no cileulo sio

0,00, (01, (0.2, (0,3)....,(0.n),...

Embora ndo seja dbvio na definigdo, o valor de qualguer Alm, #) pode ser expresso em ermos do valor da fungio
cIm um o mais dos panes hase,

O valor de A(l, 3) € caleulado no Problema 3,24, Mesmo este simples caso requer |5 passos, Em linhas gerais,
a fungio de Ackermann é muito complexa para ser avaliada em qualgquer exemplo que ndo seja wivial, Sua impor-
tdncia advém do sew uso na lgica matemidtica. A fungdo € definida aqui principplmente paras apresentar mais wm
exemplo cldssico de fungio recursiva ¢ para mostrar que a parie recursiva de uma definigio pode ser complicada.

CARDINALIDADE

Dois conjuntos, A ¢ B, sdo ditos eguipotentes, ou tendo o mesmo mimers de elementos ou o mesma cardinalidade,
denotando-se por A = H, se exisie uma cormespondéncia um-a-um i 4 — B.

Um conjunto A € finito se A & vazio ou se A tem a mesma cardinalidade que o conjuento {1, 2,..., 0} para algem
inteiro positivo . Um conjunto & infinito se nlo ¢ finito. Exemplos familiares de conjunios infinitos sio os nimse-
ros naturais N, os inteiros &, 08 nimeros racionais € e os nimeros reais R.

Apresentamos agors & nogio de “nimeros cardinais”™, Vamos considerar ndmeros cardinais simplesmente co-
ma simbolos atribuidos o conjuntos de tal maneira que a dods conjuntos se atribul o mesmo simbolo se @ somente
s eles tém a mesma cardinalidade. O nidmere cardinal de um conjunto A € comumente denotado por [4], RiA) ou
cardiA ), Usaremos [4].

Usamos simbolos dbvios para o8 ndmerss cordings de conjuntos finitos. [sto &, 0 ¢ atnbuido a0 conjunto va-
Zi0 &, ¢ o é afribuido ao conjunts | 1, 2,..., #]. Poranto, K| = n se ¢ somente s¢ A tem a mesma cardinalidade que
P12 f |, o gquee implica gue A tem o elemenios.

O niimero cardinal do conjunto infinito N dos infeinos positives & My (“dlefe-zero™), Este simbolo foi introduzi-
do por Cantor. Logo, |A| = By, se e somente s¢ A tem a mesma candinalidade de N,

Exemplo 3.9
(o) frwzll=3elL355 7.9 =5

(h) Beja £ = [2, 4,6, |0 conjunio dos imeiros pares positives, A Tungho /N — E definida por fin) = 20 esiabe-
bece umn cormespondéncia um-a-um enine o8 inteiros positvos W e £ Assim, £ em a mesma canlinalidsde qoe
N e Formn que podemnos eacrever

|E| =y
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Um conjunto com cardinalidade By & dito emumerdvel . Um conjunto finito ou enumerivel & dito contdvel” .
Pode-se mostrar que o conjunto O dos ndmeros racionais & contdvel. De fato, temos o seguinte teorema (provado
no Problema 3.15) que serd usado posteriormente.

Teorama 3-2: a unilio contivel de conjunios contivels ¢ contidvel,
Em ouiras palavras, se A, A,,... slo conjunios contivels, entio a uniio
Ay udsgdgid

tambdém & um conjunto contdavel.
Urn exemplo importante de um conjunto infinito ¢ ndo contivel, € dado pelo ieorema seguinie, que esid prova-
dio no Problema 3.06.

Teorema 3-3: o conjunto §de iodos os mimeros reais entre 0 ¢ 1 & ndo contivel.

Desigualdades e Numeros Cardinais

Deseja-se também comparar o tamanho de deis conjuntos. Isse € feito utilizando-se uma relagho de desigualdade
definida para niameros cardinais come a seguir, Para quaisquer conjuntos A ¢ 8, definimos [A] = [B] se existe uma
fungio £ A — B injetora. Escrevemos

Al = |8 LT |4l = |# 1% Al # | B

Por exemplo, N < |/l onde § = {02 xs 1], jdgue a funglo £ N — Fdefinida por fa) = 1 € injerora, mas [N] # |1
pelo Teorema 3.3,

0O tecrema de Cantor, enuncizdo a seguir e provado no Problema 3.28, nos diz que oz mimeros cardingis sao
ndo limitados,

Teorema 3-4 (Cantor): para gualquer conjunto A, temos |4 < |PartesiA)| (onde Partes(A) € a colegiio de todos
05 subconjuntos de A).

O proximo teorema nos diz que a relagdo de desigualdade para ndmeros cardinais & anti-simérica,
Teorema 3-5 (Schroeder-Bernstein):  suponha que A e B sdo conjuntos 1ais que
|4l =18 e |18 = 1A
Entdio, |A] = |5

Mostramos uma fomulagio equivalente deste teorema no Problema 3,29,

ALGORITMOS E FUNCOES

Um algoritmo M & uma lista finita de passos com instrugdes bem definidas para resolver um problema paricular,
quer dizer, para determinar @ saida X) de uma dada Mungdo Seom entrada X Cagui, X pode ser uma lista ou conjun-
to e valores ). Freglientemente, pode existir mais de uma maneira de obter X}, comao ilustrado pelos exemplos se-
guintes. A escolha particular do algoritmo M para obter iX) pode depender da “eficiéneia™ ou “complexidade™ do
algorinmo; esta questio de complexidade do algonimo M ¢ discunida formalmente na segiio seguinte.

Exempio 3,10  (Avoliagdo de pelindmios)  Swponha que quercmos determings fla) para um polindmio fx) ¢ um
valor ¥ = a dades, & saber,

Hxl= p Rl O [ | £ @=3

Isse prle ser feito de uma das duas maneiras a seguir.

"'Mode T Mo eriginal, deaumerabie on cosaint v imfinige,
U M.deT. Grasde parie dos texios em poriugeés nin faz distingio enire conjenns finines & conjuntos com & candinalidade de N, chamando am-

bos enumerdveis.
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@) (Miftedn direlo):  substiuimos @ = 5 dirclamente ne polindmio par obier
S8 = 20128 - W28) +4(5) - T =250 — 175+ 20— 15 = B0
Observe que existem 3+ 1+ | = & muliiplicagies ¢ irds adigdes, Em geral, pvaliar wm polindmic de graw 4 di-
TELAMEne Vil nequener aproximadamente

' — 1) I_mf.ll-!-]] i adbicBe
R+in—1+---+1= 7 mullphesgies & 1 aihghes

(B (MWfode de Horner ou divisdo sintétical;  rescrevemos o polindmio colocondo x em evidéncia (i direiia) sa-
CRESIVAMENIE COMO o seguin:

Flx)i= (2" —Tx +dlx— 18 = ({2 - Thx + 41 - 13
Entiio,
5= ({35 +4)5 — 15 = (19)5 — 15 =95 — |5 = 80

Para os gue estho familianzodos com divisio sinétea, a artméties acima ¢ equivaleme ao segainte algoriimn
di divisdo simtéica:

iz T 4 = 13

o+ 15 + 95

T4+ & o+ 1% + RO

Clbserve que agqui existem nés :r|'|1.||1ip'|i:.p||;-|':|=: e irés adigdes, Em geral, a avaliag@o de um |'r|:||i||1|.=|r.|1'|r.- e Erau m
pelo métodn de Horner deve requerer aproximadamente

rinultiglicagdes ¢ madighes
Claramente, o métodi de Homer (k) & mais eliciente do gue o méoda dirsto ().

Exemplo .11  (Maximo divisor comum)  Segam o @ b inbeiros posiives com b < a; ¢ suponha gue querenos
gchar d = MDC {a, &) o miximo divisor comum de a e b, Pode-se fazer sso das duas maneiras seguinies,

ey (Metode direre):  achamos todos os divisores de o testando sodos os mimeros de: 2 até a2, ¢ todos os divisores de
B, Entdo escalbemos o masr divisor comunt. Por exemglo, suponha g = 258 ¢ b = 6. Os divisores de o e B sl
a = 238; divisores: 1.2, 3,6, B6, 129, 158
b= 60 divisores, .2 3,4, 8,6, 00, 12, 15, 20, 30, G0

Conseqibensemente, d = MDC{238, 60) = 6,

ity {Algoriimo de Enclides):  dividimos o por B para obter o resto s, (nobe que e< B Encio dividimos B pelo res.
to r, pars ohter um segunda resto ryinobe gue r< b, ﬂ:pnix dividimos r, por r, parn ohier am terceirm resio e,
(moee que #pc ), Continuamos dividindo r, por f,_, para obter o resto r, .. Como

aEhEr e (=]

por fim ahlenos o resto r_= 0, Entiéo, r_ = MDC (2 b)), Por exemple, suponha g = 258 e & = 60, Entiio;

(1) Dividinde @ = 158 par b = 60, obiém-se o resta r,= 18,
(2) Dividinde b = 60 poe r= 18, oblémese o peswo r,= 6,
(31 Dividindo ro= 18 par ro= 6, oblémese o resta e, = 0,

Partanto, .= 6 = MDC (258, 60).

O algoritme de Evclides € uma maneira muito eficiente de achar o méximo divisor comum de dois inteiros po-

sitivos a ¢ b O fato de que o algoritmo terming, resulta de (*). O fato de que o algoriomo resulia em o = MDC (g,
L) ondio ¢ dhvio; isso ¢ discutido na Seclo 116,
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3.9 COMPLEXIDADE DE ALGORITMOS

A andlise de algomitmos & wma trefa fundamental na ciéncia da computagiio. Pars comparar algonumos, precisa-
mo dispor de alguns critérios que medem sua eficiéneia. Esta seqdo discule esse imporianic topico.

Suponha gque M & um algoritmo, € 7, o tamanho do dado de entrada, O tempo € o espaco usados pelo algoritmo
sfio as doss medidos principas para o eficiéncia de M. O 1empo ¢ medido contando o namero de “operagbes-cha-
v} por exemplo:

{a}  Em processos de ordenagdo ¢ busca, conta-se o nimere de operagbes.
() Em aritmética, contame-se multiphicaghes ¢ adighes sio desprezadas,

Operagdes-chave siio, portanto, definidas quando o tempoe de execugiio dus outras opersgdes € Mullo Menor ou, no
mixime, proporcional ao empo das operaghes-chave. O espago & medido calculando o maior espago de memdria
de que o algomtmo necessili.

A complexidade de um algoritmo M € a fungdo Ar) que calcula o tempo de execugiio efon o espago de memid-
M necessarios para o algontma em fung®o do tamanho o do dado de emirada, Fregiientemente o espago de memd-
ria requenido por um algoritme & simplesmente um multplo do tamanho do dado de entradia. Por conseguinie, o me-
nos gue seja feita ou esieja implicita uma especificagio em contrdrio, o termo “complexidade”se refere ao tempo
de execucio do al gorimo,

A fungdo de complexidade fin), que admitimos calcular o tempo de execugdo do algoritme, normalmente de-
pende ndo apenas do amanho # do dado de entrada, mas wmbém do tpo particular de dado, Por exemplo, suponha
que queiramos fazer uma busca da primeim ocorréncia de wma dsdo palavra de trés lefras Wem oma histéria TEXT
em inglés. Claramente, se Wfor a palavra “the”, entdo & provivel que Wocorra perto do inicie de TEXT, de tal ma-
neira gue fn) serd pequens, Por outro lado, se W lor a palavra “zo0”, entdo W pode nem aparecer em TEXT, ¢ fin)
seri prande.

A discussdo acima nos leva i questdo de determinar a funglo de complexidade fin) para alguns casos, Os dois
casos normalmente investigados na weoria de complexidade sio os seguintes:

(1) Piorcase: o maior valor possivel de fin) para qualquer dado de enirada,
(2} Cazomédie: o valor esperado de fia.

A andlise do caso médio pressupde cena disiribuicho probabilistica para o dado de enirada; uma hipdiese possivel
€ o de que as permutagdes do conjunto de dados sdo igualmente provivers, O caso médio tambeém utiliza o concei-
b seguinte da feoria de probabilidades. Suponha que os ndmeros vy, o, ..., 8 0COTam com, respectivamente, as

probabilidades g, o, e A expreciiocia ou valor médio E ¢ dado por
E = mp) +naps + ...+ mpg

Estas s estiio tlustradas o segur,

Busca Linear

Suponha que um array linear DATA contenha 7 elementos, e suponha gue um TTEM especifico de informagio se-
Ja dado. Queremos o achar a localizagio LOC de ITEM no array DATA, ou enviar alpuma mensagem, tal como
LOC = 0, para indicar que ITEM nio aparece em DATA. O algoritmo de busca linear resolve este problema com-
parando, wm a um, cada elemento de DATA com ITEM. Isto &, comparamos ITEM com DATA[ 1], depods DATA|2).
e assim por diante, a1 acharmos LOC @l que ITEM = DATA[LOC],

A complesidade do alporitmo de busca € dada pelo ndmere C de comparagies entre TTEM ¢ DATA[K]. Deger-
minamos Ol para o pior caso ¢ para o caso médio.

(1} Pior case: claramente o pior caso ocore quando ITEM € o altimo elemento do array DATA ou nio
esrd o array, Em qualquer dos situagdes, temos
Cinl=n
Consegiientemente, Cir) = » & a complexidade do pior caso para o algoritmo de busca linear.

(2} Caso mddio: aqui assumimos que [TEM esid em DATA ¢ que aparece em qualquer uma das posicbes
com a mesma probabilidade, Conseqiientemente, o nimero de comparaghes pode ser qualguer nidme-
roentre 1,23, 0, 2 cada ndmero ocorre com probabilidade p = L,
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O resuliado ¢ compativel com a nossa intuicio de que o ndmero médio de comparagbes necessdrias para achar a lo-
calizagio de ITEM £ igual & metade do nomero de elementos da lisia DATA,

MNota: A complexidade do coso médio de um algonitme é normalmente muito mais complicada de analisar do
que a do pior case. Ademais, a distribuigdo probabilistica assumida para o caso médio pode ndo ser adequada a si-
laghes reats, Conseqiientemente, a menos que seja feita ou esieja implicita uma afirmagio em contrdrio, a comple-
xidade de um algoritmo & a fungiio que determina o tempo de execugdio do pior caso em termos do tamanho do da-
do de entrada, Esta ndio ¢ uma hipdtese muito restritiva, uma vez que a complexidade do caso médio para muitos al-
goritmos ¢ proporcional s plor ciso,

Taxa de Crescimento e Notagao O

Suponha que M sejo um algoritmo e que n seja o amanho do dado de entrada, Claramente a complexidade fTn) de
M aumenta quande r aumenta. Mormalmente queremos examinar a raziio de crescimento de fin). Isto, em geral, €
feito comparando fTa) com algumas fungdes padriic, tals coma

] i
loga m. m, w logew, w7, w7, 2

As taxas de crescimento par essas funges-padrio estio indicadas na Figura 3-6, que informa seus valores aproxi-
mados para alguns valores de o, Observe que as fungbes estio latadas na ordem das suas taxas de crescimento: a
fun¢o logaritmica log, » cresce mais lentamente, a fungdo exponencinl cresce mais rapidamente, e as fungbes po-
linomiais #° crescem de acordo com o grau do polindmio c.

i)
n kegn | m mlegn | nf | A =
5 3 5 15 s | 1s | 32
T 4 i 40 pa |t | e
1 7 i | T | oo | 1@
0 i [ i weo ot | e

Taxa de crescimento das fungdes-padriio,
Fig. 3-6

A mangira pela qual comparamos a fungio de complexidade fm com uma das fungGes-padeio onhza a mola-
gac O, formalmente definida a seguir,

Definigdn:  Sejam fic) e gix) fungdes arhitririas definidas em R ou em um subconjunto de R. Dhizemos que “flx) é
da ordem de gix)”, escrevendo

Six) = ONglx)}
s existem um ndmero real & e uma constante positiva O s gue, para wodo x> lemos
x| = Clglx)|
Também escravemos
flx)=hix}+Oiglx])  quando  fix) = hix) = Oglx))

(A notagio acima ¢ conhecida como notagio “big O, ji que fix) = ofg(x)) tem um significado inteiramente dife-
rente. )
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Considere agera o polindmio Pix) de gran m. Mostrames no Problema 3,27 que P(x) = 0(x"'). Logo, por
exemplo,

T -9+ 4=0(x") e 82 —576x° + 832y — 248 = Ox')

Complexidade de Algoritmos Tradicionais
Assumindo que fTa) e gin) sio fungdes definidas nos inteiros posites, entio

fln) = Olg(n))

significa que fin) é hmitacda por wm maltple constante de gl para quase todo i,
Para exemplificar a conveniéncin desta notagdo, damos a complexidade de algons algorimes de busca e orde-
nagEo hem conhecidos na ciéncia da computagio:

(er)  Busca linear: ()
(B Busca bindria: ﬂ[1:|l.1@ ")
() Bubble-sort Cn’)
() Merge-sorn Qin log #)

Problemas Resolvidos

Fungdes
31 Daga se cada um dos diagramas na Figura 3-7 define uma fungdode A = {a. b, ejem 8 = {5y, z}.

-0 (=€

im) ib) il

Fig. 3-F

{al Mo, Mio exisie nada associado o elemenio B E A
(i Mo, Dois elementos, v e 2, esthe associndos n o € A4,
() Sim.

32 Se X = (1,2, 3 4] Deermine se cada uma das relagles abaixo & uma funglo de X em X,
(o) F=1{(2,3),(0.4),(2,11(3,2),(4,4)}.
M g={(31),42),(1, 1}
(el fr= (12,00, 05,40, 0040, (2,10, 4. 41 ).
Lembre que um subconjunto fde X = X ¢ uma fungio £ X — X se ¢ somemte se cxda a € X aparece como primeira
commdlemnada em exatamente am par ondenodoe em f
() Miio, Diis pares ordenados (2.3) e (2.1 em f1dm o mesmo ndmero 2 coma primesira coordenada,
ih] Mo, O elemento 2 < X nfio pparece como primeirn coordenada em nenhum par ordenado em g.
(cd Sim. Embom 2 € X apareca como primeirn coondennda de dois pares ordenados em &, esses dos panes ondenados
S0 igueais,
3.3 Seja A oconjunts de estudantes de uma escola. Determine guais das seguintes associaphes define uma funclo em A,
(a} A cada estudante, associe sua idade.
(h) A cada estudante, associc seu professor.
() A cada estwdamie, associe seu sexo,
() A cada estudante, asocie seu conjuge,
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Litna colecio de associaeies ¢ uma fungZo em A se ¢ somente s¢ cada elemenio de A estd associado o exatamente
urn elemento. Assim:

{ep  Sim, porque cada estsdante lem uma ¢ apenas ama kade.

(B} Shin, se cada esiudants lem apenas win professor; e, se algum esidamle 1em mais do gue um prolessor.
el Sim.

{ap Mo, s algum estisdame niio for eassdo; sim, cso coneriniae,

34 Esboce o gnifico de:
{a) fixi=x+x-6 i glx)l=x =3 —x+3

Chrganize uma tabela de valores de x ¢ entdo ache o5 valores cormespondemes da fungdo, Como as fungdes sio poli-
nomizis, plote 04 poatos em um plano canesiano @ desenbe uma carva suave unindo-os. Yeja a Figara 3.8,

A
x| glx) 42
=2 | =15 X
=1 [} E ]
0 3
O B .
2] =3 -+ -1 H i
al o 1°°
il 15 T¢
T 7
ol |
—1
Girdifico de Girdfico de g

Flg. 3-8

15 Considere a fungibes £ A — Be g B — O definidas pela Figusa 3-9. Ache a funglio composta ge i A = C
A f B 7 'S

E——

Usamios a definigio de fungio composia para calcular:

g o fila) =gl flal) =gyl =1
ira il =gl Fib)) =glx)=2
(gofic) =gl fclh=glyv)=1

Moie que chegumos & mesma resposto que se tivéssemos “seguido 25 selas”™ no dingrama;

== =, =y — 5, o= =
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Xn

Considere as fungdes fe g definidas por fix) = 2e+ | e pix) = x° — 2, Ache o férmula que define o fungio compos-
La g o

Compute ¢ ¢ ('como & seguir (gof b= gifix)h = g2y 1) = (2r+1¥ -2 =40 + du - |,

Chserve que a mesma resposia pode ser obtids escrevendo:

ye=fix)l=2xr+1 ¢ sy = =]

e entho climinando v de ambas as equagies;

:-_J_-!—2-[1!.'-i-|:|!—2=-'|.1::—4.l.'—I

Fungdes Infeloras, Sobrejeloras e Inversivers

a7

38

30

Determinge se el uma das Tungies & inpetara.

{a) A coada pessoa no Terra, associe o numero correspondente i sun idade,

(B) A cada pais no mundo, associe a latinede ¢ a longinade de swa capital.

() A cada v escrilo por um Enico aulon, ASs00He o o,

{a} A cada pais no mundo que tem um primeiro-ministne, associe o primeiro-mimstro,
(a) Mo, Munas pessoas no mendo @ a mesma idade.

th Sim.

(ch  Mio, Existem livros diferentes com am mesma autbor,

() Sim. Palses diferentes no munde iém primeiros-ministros diferemes,

Comsidere s fungles £ A = B, o =+ Ce i O = D defimidas na Figura 3- 10,
{a) Determine se cada funglo ¢ sphoejetora.
iE) Ache afuscko composta h e ge

A ! B v c A D

Fig. 3-10

ey A fungia £ A = 8 ndo d sobrejerors ji que 3 2 8 nio ¢ imagem de nenbum elemento em A,
A fungdo g B — C niio & sobrejpetorn 4 gue 2 E O niio £ imagem de nenhum elemento em &,
A funglo i © — £ é sobrejetora jd que cada elemento em ¢ a imagem de algum clemenio de C.

by Apormna—l—sr—=d b=l =y—r6,c=2= =4 Portamin, hogof = (a4 (b, 61, 00, 4]

Considere as funghes 2 A — Be g B — O, Prove o seguinie;
(a)  Sefe g shoinjetoras, entdo o funglio composta g o £¢ injetora,
(b} Sefe g sio sobrejeloras, entio g o Fé sobrejetorn.

{a}  Supanha (g o () = igo My entdo, (el = (g(fv). Porcamo, fx) = v porgue g & injetora. Além do mais,
= yporgque ¢ injeiore. Consegileniemente, g = ¢ injetora

b Sejacum elemento arbardrio de O Cone g € sobrejetors, exisle um & € B tal que gib) = o Como f & sobrejetora,
exise urm a = A, tal gue fah = b Mas neste caso,

(go el =glf{a)) = glb) = c

Portanta, cada ¢ © C ¢ a imagem de algum clemento a € A, Comegiientemente, g o Fé uma fungio sehrejetar,
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310 Sciafr R — R definida por fix) = 2v - 3, Assim, {¢ injetora ¢ sobrejeiora e, pomanto, frem uma fungio inversa
Ache umn férmuln parn 7

Seja v a imagem de x pela fungio f
y=filx]=2r=3
Conseqiensemente, x & a imagem de v pela funglo inversa /™ . Calcule x em fungdo de v na equagio ackma:
= [y+3)d

Entio, (¥} = (v + 3)/2 Troque y pos x para obter

_ X+ 13
I ix) 5

que ¢ o formula para /' usando a vardvel independente usual .

311 Prove a seguinte generalizagho da lei de DeMorgan: para qualquer classe de conjuntos, temaos
':'*-I--"l".l'lr = nl"f:
Temis:

v e A see v LA ssg W E Lag A, sse W& oo & A, ssg & A

Partanto, (44,17 = M A7 CAqui. usamos a notagho “sse™' para “s¢ ¢ soments w27 ¢ 'Y para “pars quabquer”_)

Cardinalidads
312 Ache o nimero cardinal de cada conjunio,
fap A= {abe....p2) () = {10, 20, 30,440, ..}

by B={1,-3.511,-28} ey E={6789. .}

@) C={vxeN ¥ =5}

fa) A = 26, uma vez ques exisem 26 letras mo alfabeo,

b |8 = 5.

{e) 0] = i, ji que nde existe inleim positivo cajo quasdmdo seja 3, Le,, O & yozio

(d) |0 = ¥y, porque £ N — D definida por fird = 10w, é uma correspondncia am-a-am entre N e 0,

fel |-E'I = My, prgue g N — E, delimda o gle) = w4 5, € uma cormespondéncia um-a-um entre N e E,
313 Mostre gue o conjunto T dos inteires em cardinalidsde B |

() seguinte dingrama mastra uma comespondéncia vm-a-um encre M ¢ Z:

M= | 2 ER | 5 & T R

[ 1 1 |
= 0 1 -1 2z =2 3 -3 4

Isto ¢, & sepuinte funglo @ W — Z & injetora ¢ sobrepelors:

~ Jmf2 st | par
Fin) = Ji[:l - )2 se a1 o fmpar

Conseglentemente, |£] = [N| = &,

314 Sejam AL A, um ndmers contdvel de conjuntos finitos. Mostre que § = 1A, & contdvel.

Essencialmente, listamos os elementos de A, depois listamos os elementes de 4, que o pemencem a A, ¢ enldo
listamos o5 elemenios de A, que nde pertencem a A, o0 A, 2., que ainda nEo ex1do ma lisa, ¢ assam pos diante. Como A
£ fimiio, sempre se pode lissar os elemencos de cada conjunio.
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Primeirnmente definimoes conjuntes B, B, onde 5 contém os elememos de A que ndo perbencem aos conjunbos
precedentes, e, definimos

By o= Ay = By = Ap\ (A AL Ay )
Entda, as .irl‘lsind'ixjunlmz gm= l.ll.ﬂ‘l. Segam *'.:- ‘I:'-:"" b_._ ot elementos de B Entda, 5§ = ||':|J||.."'u:j:|_iF. 5 = N defimida co-
I3 & SEELT

.-'q'ﬁ'u] = kR R IR +.II

Ke 5 & findo, entdio 5 6 contivel. Se 5 & infindlo, enliio & uma ﬂm:qmndim:i.a e erdre 5 e M, Ln_s;n. K& conlivel,

315 Prove o Teorema 3.2: a unifio contivel de conjuntos contdveds & contivel,
Suponha que A, Ay Ap . d um pdmero contivel de conjunios contiveis. Em particular, suponha que o, ay, d;,...
siio elemendns de A, Diefina conjuntos Hz- B, B,... comoasseguic

By = [ay: i+ j =k}

Por exemplo, 8y = {5, @y, @y, dg0, @ b Observe que cada B, ¢ finite e

5= Ay = L';-.B'.'

Pelo problema precedente, L, B, & contivel. Logo, ¥ = U A, ¢ contdvel, e o Teorema estd provado.

A16 Prove o Teorema 3.3 o conjunto F dos ndmeros reals enire 0 e 1, inclusive, ¢ ndio contivel,

O conjunio I ¢ clarnmente infinito, j4 que contém 1, 4, 4, ... Suponha que I ¢ enumerdvel. Eniio, existe uma corres-
pondéneia umea-um N — F Seja F{l) =ay, (2} =gy, .. 80 &, T = {@,a0y,0,...] Listamos os elemensos
dy, dy, ... em colunas e expressamos cacda um pela sua expansda decimal:

i = ﬂ‘..l'||.".'|]."i'|:|.".'|_1 e
it = ﬂ."l'p."i'::.".':].'l.'y o
2 = ﬂ."l':|1."|':|:.1|'1:|.1|'14

iy = ﬂ.‘l’.ﬂ.‘l’.ﬂ.‘l’]].\'ﬁ .

onde v,oe (01,2, 9], (Para os mimeros que podem ser expressos em duas expansies decimais distintas, por exem-
plo, O, 2000000, = O, 19095, escolbemos a expansio gue tErmina com noves. )

Seja Bro= 0y by o niamero real ohtido coms a :H,-.guir;

=il mXFEL
'J z oy = |

Aporz, b < I, Mas,
b # ay porgue ¥ # 1y
b # a; pargue ¥y # Xy
b 7y pomgue s # X

Partanio, b ndo perence a [ = [m.-nT-:. ]- Tsso comradiz o fato de que & € . Logo, a hipdlese de que T € enumerive] &
falsa; pomanto, F & ndo comivel.

Fungdes Matemdticas Especiais
AT Ache:(@) |T5[: [=T5].|=18]: (&) [7.5].T=7.5].[—18].
fal  Por definigho, | x| denota o maior inteiro que nfe excede 1 loge, [ 7.5 =7, 1-7.3] = -8, | =18 = =18,
i) Por definiglo, [x] denola o menar inteiro que nio € menor do qoe «: bogo, [7.5] = 8, [=7.5] = =T.[= 18] = —I8.
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18 Ache:s (@) 25(mod 7 (8 25imod Sk () =35(mod 11 (@) =3 {mod 8)

Quando k & pmili'm. simplesmente divida & pebo modular M para obder o resto e, Entiio, @& Bimod W) 5e & € nega-
v, divida [&| por M para obiter o resto & Entlio, dimad M) = M — & (quanda ©# 0) Logos

() 25 (mod Th = 4, fcd =35 (mod 11} = 1] =2 =9,
(b X{mod 5) =40, @y -3Imod8)=8-3=15

319 Usando aritmeética mddulo M=15, avalic: (o) 9+ 13 (B T+10; () 4-% (dy 2-10.

Vs or + M = @ {miod )
fa) 9+ 13=12=22-15=T. (e} 4-9=-5=-53+15=10
i TH+ll=I1k=H-153=13 () 2-MW=-R=-8+15="7.
N . L {20
20 Rirmplifigue: (o) o (h) - -
i awlo win— D= 2f---3- 201 T — Y e 1
W W—hin=2).-3.2.1 ¢ oweme o Tee ey
(n+30 (n+Xn+1win—=1n-2)---3-2-1 , 5
A = ~ =42 = +3
- A — =23 2.1 (r+2Hn+ 1) ma’ +3n+2
r edll i ! "
ou, simplesmente, 120 Wt 2l Um0} =t 4 3 2,

ITH al

321 Avale: ) loga 8 (A log, 6d; deh log, M0 (@) log, 0001,

i) log,8 =3 jique ' =8, (e) Doy 100 = 2, ji que 107 = 100,
B log.6d =6, jique X =64. {4} log,, 0,001 = -3, jdque 107 = 0,001.

(Mservagin:  Fregilentemente, logarmos $3o expressos wsando valones aproximados. Por exemplo, vsando tabelas on
calculadoras, obtemios

log, 300 = 24771 e log 40 = 36859

como respostas aprosimadas, (Ague, e = 2,718281...)

Funpdes Recursivas
322 Sejumae b ineiros positivos e suponha que () ¢ definida recursivamente como 3 seguir:

. I h s @b
E“”"’]‘{@r_ﬂ-h.mn se h<a

ferh  Ache: (@ 2.5), GiYQ(12,5)
05y O ogue faz o funglio O7 Ache O (53851,7),
i) ik Q2,5 =0 fgue 2<s,

Gy ONIZ, 51 o= @7, 51 = 1
[N 5+ 1]+ 1 = 2 50+ 2
=0+32=2

bl Cada vez que b ¢ subiraide de a, o valor de (F aummsenta em 1. Portanto, (Ya, &) determima o guociente da divisio de
o por b Assim, (ERG1, T) = 837,
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23 Sejo o wm inteito positivo, Suponha gque a fungloe L & definida recursivamente coma a scguir:

0 s n=I
L':"]'={Lnu,rzj]+| se nl

Ache Li23) ¢ descreva o gue a funglo faz.
Ache L{25) recarsivaments como & seguir:
LiZi) =Ll + 1
=[Ligj+1]+1=L6}+12
=[L¥N+1+2=L{3+13
w L)+ 1] 4+3=Lil}j+4=0+4=4
Cala vez que i € dividido por 2, o salor de L € nerescido d | Poranto, L € o makor inteirs tal gue

ten

Conseqeniemente, Lin) = [logam|

324 Use pdefiniglo da fungho de Ackermann para achar A( 1, 3).

Temos os |5 passos seguintes:
(1 A{L 3] = A, A1, 25

2 A1,2) = A(0,A[1, 1))

K} A{L 1) = Al AL, 00}
4 A(1,0) = A[0, 1)
{3} A1} =1+1=12
16} AL =2

i AL, 1} = A, 2)

{8} AD2i=2+1=3
19 All,1)=1

(10} A{1,2) = A0, 3)

[y A3 =534+1=4
(2 A2 =4

Ch3k AL 3) = A0, 4)

(1) A4 =441 =45

(15} A{1,3) =5

A tabulagdo deslocada para frente indica que estamos. adiondo uma avaliagko ¢ chamando a definigio sovamente, e a
tabulngida desbocada para irks indica que cstamos. retormando o processe. Observe que a parte (@) dn definigio € wsada
s Passos 5,8, 11 e 14 () no Passo 4; ¢ (chnos Passos 1, 2 e 3, Nos outros passos, sstamas reiomands o processo fa-

zendo substituigtes.
Problemas Vanadas
325 Ache o dominio D de cada uma das seguintes fungdes remis de wma vandvel real:
1
(@) flx)=——5 (e} fix) = 25— o
(b) flx)=x"—3x—4d () fix)=x" onde 0<x=2

Cuande uma fungio real de varidvel real & dada pela fdrmula fx), o dominio D consiste, 1 menos de especificagio
m comtrdrio, pe malor subconjunte de B para o qual fx) s sentido = 6 real,

il .frﬁtrlfdl.‘ﬁrl'id-apt'a.r—l-ll,i.e..pam.r-?;pnrtrnl:n,ﬂ:'ﬂﬂzl-

(g fié definida para todo mimero real; porianto, & = K,

() fndo é definada quando 25 - v & negativo; portonto, D = [-5.5] = {x: 55y ).
el Aqui, o dominio de fé explicitnmente dado por D = [ 0£c 2}
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116

s

kL

Para algum r € N, seja 2, = (0, I/r) 0 intervalo aberio entre O ¢ 1n, Ache:
(@) Dy Dy (0 Dyl () B,UD, (d) DD,

fap  Como (0, 13 coneém (0, T, 0,0 05 = iy,
by Como (0L LFXE) & um subconjunto de (0, 173 I.‘.I:I I_'-D:u = []_:,-,_

(el Sejam = mandsJ), isio £ o mepor dos dois ndmeros 5 ¢ ¢ entie 0 &€ ipanl 8 D, on 0 e contdm o oaine como sub-
conjunte. Pomanto, 0,000, < 0

() Scpa M = maxis, 1), 500§, o maior entre 0% dows ndmeros s @ & entho, O, M0, = Dy,
Suponha que P{n) = gy + a4 gon” 4o 4 0,0 em gesu m, Prove Pn) = 0(n™).
Sep by = |aal. &y = byls- - ., b, = ol Emdo, parza 2 1,

1 - by b
Pl < by = b+ b + -+ ha™ = (,,T"'"n_l-l"'"'_"’m)"m

= (b + by oo+ B ™ = Ma™

onde M = |ag| + lay| + -+ + |a, | Portanto, Pir) = {n™).
Por exemple, 55 + 35w ('), e 1 = 400000057 = ("),

Prove o Teorema 3.4 (Cantor); (4| < [PartesiA ) fonde Partes{A) € o conjunto de iodos os subconjuntes de A}
A Tungiio gz A — Partes{ A} definidn por gla) = [a] & claramente injetora, Partanto, |4 < |PartesiA)].

Se mostrarmos 4| # [Pames{A ). o weonema fica provade. Suponha que nda, iso €, que 4| = [Pames(A) e que £ A =
PartesiA) é uma fungho injetora e sobrejetors. Denomine come elemento “roim™ um valor @ € A tal que @ & fa), ¢ sja
o conjunte de elemenios ruins. Em owiras p.lln.'l.'rns.

Bejivxcd, o fxl]

B ¢ um subconjunto de A, Como ! A — Pastes(A) € sobeejeton, existe B E A al que {60 = B, b € ou ndo um ele-
menko “ruim”T Be b £ 6, entiin, pela definigio dz B, b £ =8, o que £ impossivel, Do mesmo modo, se b £ 8, entdo
b fib) = B, o que ambdém & impossivel. Logo, a hipdicse oniginal de que 4] = [Pames{A)| levou a wina contradigio. Por-
tamlo, o hepdiese & falsa e, lagn, o beorema  vendaderm.

Prove & seguinte formulagio equivalents i do Teorema 3.5, de Schroeder-Bemsigin: suponha X 2 ¥ 2 X ¢ X = X,
Entfo, 1" =~ ¥.

Como X = X, existe uma correspondéncia wm-g-um (hijeciio) £X = X, Como X 2 ¥, arestrigho de fa ¥, que tam-
b denatamios por f tambdm £ um-a-ume Sepa Y=Y, Entho. Ve ¥, sio equipoentes,

¥Yo2Yorn ok
e ¥ = ¥, & bijetiva, Mas agora, ¥ 20X, 2 Y, ¢ ¥ = ¥,. Por razdes similares, X, ¢ X ) = X, sbo eqaipotentes,
Yaraxiznax

|'.'_||'! ¥, — I":I ¢ bijl’.‘[i'ﬂ. Cﬂn:-.r.-qiju.—nl:nnem:, expdem conjunlos E'l'.lllil)l.‘l!ﬂl.ﬂ X, _I'l_ _]"T__ - 1.'|:|n|j|.|11|!-|:u :qui[mll:nl::x
Y. ¥, Yo .. wisqgue

X2Y2XN 2N IN2han2FoD-

I}

e Xy = Xpae £ Yoo = Vi 5o bijetivas.
Seja
B=Xn ]".I_I_.tr:ll-l Tll-lx:l-' I’:I‘I---

Entdae,

¥={XMFlumyiwxy\rju.-ug
F= (P U YU (R U U B
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Ademaaz, AN Y, X0 YL X5 s, . sBo equipotentes. De fao, a fungio
X K] = (X \ i)

£ injetom ¢ sobre jetora,
Considere a fungdo g: X¥— ¥ definida pelo diagrama da Figura 3-112 [ao &,

) = Flxh sexe X'\ Fpow xe N4V F
BEI= e xE Vo Yoow ve

Entie g & injetora e sphrejeton. Ponanio, X = F.

¥ =(xnru X u(xpr) u g . u(E

¥ = (Fix) u (¥, EARY :I"."_.:t';:l U (X F .. U

Fig. 3-11

Problemas Complementares
Funpdes
330 Seja W ={r, b, o, ], Determine se cxla conjuntn de panss ondenados define uma fungiio de Wem W

) (bl Ged) (e @)y Loy oy, (o)) (ed e, Bl (b B (e, B (B
(b el d). e, ad, Gl b), (el B0 ) () {{a,al, (b e, (a b, (e, ]}

A3 Considere a fungho g que associa a cada nomee na Hsta (Carla, Marces, Maria, Nina, Falasa | o ndmeere de letras neces-
sdrias para solecrar o pome. Descreva g comd am conjumio de panes ordenadios.

A3 Seja W= (1,2 3. 4] e =ja gz W= W definida pela Figum 3-12. (@) Descreva g como um conjunio de pares ordenndios,
(i) Dhetermvine a tmagem de g (o) Escreva a funglo composta g o g conmo um conjunto de pares ordenados,

Fig. 3-12

333 SejaV=[1.2 3 4} esejam
=L 2100040, 4.3 e g={{1L2,(2,3.03. 1,411}
Achei (a) fog (Mgef (o faf.
A3 Sefr R = Rdefinida por fin) = 3r -7, Ache uma formula para a fungio inversa 7" R — R.

Proprisdades de Fungdes
335 Proveise fA = Beg B — Asatisfazem go /= |, entlo £ injetora ¢ g & sobrejetora

336 Prove o Teorema 3.1 uma funglio £ A < B € inversivel se ¢ somente se §'¢ injetors @ sobrejeion,

33T Prove: se f2 A — B € inversivel com funglio inversa /' B — 4 emtiio 7' oy =1, faf ' =1,



Capimuio 3 = Fungoes E Alaoameos 81

338 Para cada inteiro positive o em N, seja A o seguinte subcanjunto dos nimeros reais B;
Ay =0, 1fn) = {x:0< x < 1/n}
Ache: (al A, LAy feh LAz ied) el WApie K)
(B A:0 Ay (' h rifde e [y nidg i K}
onde J ¢ um subeomjunto fintto de %, ¢ K & wm suboon punto infinato de M,
AW Copsiders uma classe indexada de conjuntos [ A2 ¢ £ T}, um conjunte B e um indice i em 1. Prove:

i) BO(UA) = (BN (B) Az i€ I} € A, CUld;ie )

40 Pars cals inteiro positive aem N, w2ja o seguinte subconjunio de N:
D, = {n,2n. 3 dr, ...} = {miltiplos de n)

(g} Ache (1y Do ODec (20D iy (3 DU Dy (4) Dy Dy,
i Prove gque Q0 EE 8 = @ onde J ¢ um subcomjunto sndfinaeoe de N,

Numeras Cardinais

L4l Ache o mimero casdinal de cada conjumio:
fa)  |domingo, segumla-leira, __, sibado )
() | o d uma letra do alfabelo na palavra “BASEBALL”)
o) {xx=92v=8}
idl  Oeonjumio PamesiA)onde A = [1,5.7, 11}
ie) Colegio das fusgides de A = |a, belem & = 1,2, 3,4}
)i Conjunte das relagies em A = [a, b, ¢

142 Prove gue:
far) Todo conjunta mfinite A pem wm subconjunte enumerivel £,
() Todo subconjumio de um conjurio eprumerivel € finilo ou enumerivel,
(el Sede B sho enomerdveis, emdo A = 8¢ enumerdvel,
dly  Ovgonjueo ) dos nibkmeres racionais & enumerdvel.

Prove ques (a) |4 % B] = [Bx A () Se A Boemdo|d] < |B). (<) Se |4| = |8 entlo |P[4)] = | P(B).

343
L Ache o nbmere cardinal de cada conjunto: {a) a colegho X de fungies de A = o b, o d]lem B = |1, 23,4, 5); (b ocon-
junes ¥ ode iodas as relaghes em A = | a, b, o d].

Funcdes Espacials

345 Ache: (@) [13.2), [—0.17), |34): (8 [13.2],[-0.17]. [34].

b Ache: (o) 10imod 3 (& 2004mod 200 (&) Simed 123 (@) 2W(mod &) (@) —34T(mod &)
() =555(med 1)

34T Ache: (a) 3045 (B) AN £ 20 (o) 1SRN () 300281

348 Avalie (@) log, 16 (B) log; 27 (o) loggs 0,01.

Problemas Variados
149 Prove: o conjunta  de 1odos os polmdmios

M) =dp Fapr o F i X

com cogficienies inteiros, psto &, onde G, @y, 000 i 580 i0kER0S, € enumerivel.
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AS50 Sejam ¢ bimteiros ¢ suponha que (a. b € definidn recursivamente por:

_ |5 o b
l:"'c"""’]‘{;z-:a-- bob+2)4a s azh

Ache Q42 T), (N5, 3 e V15, 2),

Respostas dos Problemas Complementares
L2 (a) Mo (B 5 dc) Mio,

33 (a) Sim; (b) Nio, (o) Sim; () Nio,
331 g = [(Carla. 4 (Marcos, 6), (Maria, 45, (Nina, 3). (Fabiana, 31}

332 g g={(L2 (23303} ) {LL3} (¢ gope {(1,30,02,10,03,2), (4 1)}
A3 (@ {LULI2A4L(3L 43 W (L2203 00 400 o) {0040, (2.30.03.3). (4. 4).

LM '[.-::-:%?

38 (a) A (B A e A oonde rd o meper inteiro em B () A, onde s & o maior inteire em L (g)  A,o00
de ré o menor inteiro em K ) EL

40 (1) fhe 02 Dy (3) Dy (4 Dy

3 () T (W R () O od) 16 e & =6 (12 =312

LM (o) =625 (W) 29 = 63536

345 o) 13 —D M (B 14,0, 34

346 (a) I 0B O ded L W) 5 (e e=d=1 (f) l1=-5=8

347 ) 3y (B 4B (o) & qd) ATOL

348 (a4 by 3 (e} -2

349 Sppestdo; seja Froo conjunto de todos os polindmics PLo) w@is que m oS ke cada [a] £ o Ende, Py € fintoe P = LGP

AS0 (2,7 =5, Q5 3) =10, Q[15,2) =42



Capitulo 4

Logica e Calculo Proposicional

4.1 INTRODUCAO
Muitas demonstragbes em matemiitica ¢ muitos algoritmos em ciéncia da computagio usam expressies logicas
Lais cormo
“SE p ENTAQ g™ ou “3E p, E p.. ENTAD g, OU g¢."
E. portanio, necessdno conheoer 05 Casos Nos quals essis expressoes Emovidor FALSO ou VERDADEIRD, o gue
denominamos valor Kgico de tais expressies, Discutimos essas quesiies nesta zecio

Tambeém investigamdas o valor Kgieo de declamg des com quantificadores, que sdo aguelas gee uspm os quan-
tificadores 1dgicos “para todo™ ¢ “exisic”,

4.2 PROPOSICOES E PROPOSIGOES COMPOSTAS

Uma proposipde (ou declarepdo) € uma sentenga declarativa que pode ser verdadeina ou falsa, mas ndo ambeos,
Considere, por exemplo, a5 seguinies oilo senlengas
{11 Pans fica na Franga.
{ii] 1+1=2
{iii) 2+2 =3
{iv) Loadres Nica na Dinamarca,
(vl B,
(vi) x=2ésolocliode s = 4,
ivit) Aonde voob estl indo?
i) Faga seu dever de casi.
Todus elas, exceto {vin) e (viii), sko proposighes. Ademais, (i), {ii) e (vi) sdp verdadeiras, enguanio (i), (ivie (v)
sa0 Falsas,
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4.3

Proposicoes Compostas

Muitas proposiches si0 compastas, 1510 &, formadas de subproposicdes ¢ viros conectivos, discutidos subsegiien-
temente. Estas progosicies sio chamadas proposicdes composias. Uma proposiclo € dita primiriva se ndo pode ser
subdividida em duas proposicies mais simples, 1510 €, 52 ndo & composia,

Exempilo 4.7

[@d  “Rosas sdo vermelhas @ violelat sio azwis™ & uma proposgio composla omm: 88 subpropodsgies “mosas 550 ver-
melhas" & “violetas sio pznis”,

(B “Jobod intzligente ou estuda weda nodte™ € uma proposiglio composta com as subproposictes “Jofdo & inteligen-
1™ & “Fodo estuda toda noie™,

(o As proposiedes (1) o (vi) omenonss sio propesiodes primitivas: ndo podem ser subdivididas em proposighes
muais simples,

A propriedsde fundamendal de uma propesigiio composia € que sen valor kgico fica completamente determinado pe-
o walor Idgico das suas sobproposigies jJunamente com o miodo pelo gual esias subpropoesioies estio conecladas
para formar o proposigio composia. A prisima seghio estudn alguns desses conactivos

OPERACOES LOGICAS BASICAS

Esta seqlio estuda as triés operagies logicas bizicas de conjungo, disjungio e negagdo, que correspondem, respec-
tivarmente, is palavras “e”, “ou’ ¢ Yniin”,

Conjungao: p.g

Cuaisquer duas proposigies podem ser combinadas pela palavea “e” para formar uma composigio composta cha-
mada de confunyde das proposigdes originais. Simbolicamenie,

pag

(18-se “p e "'} denota a conjungio de pe g. Como p A g ¢ ema proposicdo, tem um valor Wgico que depends ape-
nas dos valores Idgicos de p e g.

Definighio 4-1;  se pe g sdo verdadeiras, entio p ~ g € verdadeira; caso coniririo, @~ g ¢ falsa.

O valor Igico de p g pode ser definido equivalentemente pela tabela na Figura 4-10a). Ma iabela, a primeira
linfa contém uma maneira sucinte de dizer que, se p & verdade ¢ g ¢ verdade, entio p o g € verdade. A segunda li-

nha diz que, s p & verdade ¢ g ¢é falso, entio p o~ g ¢ falso, ¢ assim por diante, Observe que existem quatro linhas
correspondentes is quatro possiveis combinagdes de V ou F para as duas subproposigies pe o, Mole que p A g €
verdade apenas quando p e g sio verdade,

Exemplo 4.2 Considere as quatmo declaragfies seguintes:

{1} PansficanoaFrangae X+ 2 =4,

(i} Pariz ficana Franga e 2+ 2 = 5

(a4} Pars fcana Inglagerra ¢ 2+ 2 = 4,

{iv) Pans ficama Inglaterrae 2+ 2 = 5.

Apenas @ primeirn declarngio € vendade, Coda wmna das owiras declaraghes & falsa, ji que pelo mepos uma das susas

subdeclirngies ¢ falsa,
Fl g |pYe PR
VoW L v [ F
L W F |V
F |V W
F | F F
(bl g ow g~ (1 “nio p”




Carituo 4 = Losice £ Caucuen Paorosciona, 86

Disjungéo: pv g

Quaisquer duas proposighes podem ser combinadas pela palavea “ou™ para Tormar uma proposigio composta cha-
mada disfiengdo das proposigies onginas, Simbolicaments,

mg

(lé-se “pow ¢ ) denota a disjungiko de poe g, O valor logico de pov g depende apenas dos valores de poe g como des-
CPIbD @ Seguir.,

Definicio 4.2:  Se pe g <o falsas, entio g v g ¢ falsa; coso contririo, v g € verdade.

O valor ogico de poou g poide ser eguivalentemente definido pela Tabela 4-1(E). Observe que jrv g € Tilsa ape-
nas no quarto ciso, gquando ambis, g e g, sio Gilsas,

Exemplo 4.3 Considere os sepuintes quatre afirmagies;

dip Paris ficana Frangae 2+ 2 = 4,

(il Paris ficana Franga e 2+ 2 = &,
i) Paris hcana Inglaerrae 2+ 2 = 4,

(vl Paris ficana Inglaterrac 2+ 2 = 5

Apenas o dlima deglaraghe (v ¢ falwa. Cada wirg das outras declaragdes & verdade, jf gue pels menos uima dos suss
subdeclaragies ¢ vendade.

Observagio: A palavra "ou™ ¢ normalmente usada de duas maneiras distintas. As vezes ¢ usada com o sen-
ek e *pr oo g o armbas”, e, pelo menos uma clzis cluers pltermuivas ooorme, Come JEImE, @ ST YeRe e o :..ip
nifcade de “poou g, mas nio ambas”, e, pelo menos uma das duas altermativas ocorre. Por exemplo, a sentenga
“ele ird para Harvard ou Yale™ utiliza “ou™ da segunda forma, conhecida como disiungdo exclusiva, A menos que
s¢ exnplicive o contrdnio, “ou” serd utilizado com o primeino sentido, Essa discussdo realca a precisio obida pelo uso
da linguagem simbdla: p v g & definida pela sua tabela-verdade ¢ sempre 1em o signiflicado de “p efou g™

Negacdo: — p
Dk cpuabquer proposisio p, outra proposivio, denominada regagdo de p, pode ser formada escrevendo “ndo ocor-
re que... oo E falso que.. " antes de p,oow, se possivel, inserinde em p a palavra “nlo”. Simbolicameme,
— ¥
(lg-5e “ndio gy denota a negaglo de p, O valor gico de — pdepende do valor lgico de preomo a seguir,
Definigio 4.3 Se prd verdade, entio — pré Talsos se p @ Talso cotdo — p é verdmbe.
O valor logico de = p pode ser definido equivaleniemente pels tabela na Figura 4-10c), O valor IGgico da nega-
gan de p d sempre o oposto do valor Kdzieo de p.
Exemplo 4.4  Considers as sers declaragies sepainles:
(b Paris lica na Franga
fr.h Mo ooorme G Paris I'||;||.|¢ na Franga
(b Paris nder ficn s Framga
ity 24+2=45
it Mo ooome que 2+ 2 = 5,
() 24245
Enaio, (e.b e Gay ) sdo o megaglo de do, ) e b ) e 0, ) sbo o negagho de 050, Como G, 1 & verdade, Do ¢ fo,) sbo Fabs:
g Uy bE Talsa, (b (b b slo verdnde.
Observagho: A nolagdio ldgica para os conectivos “e”, “ou™ & “niio™ ndo ¢ completameme padronizada. Por
exemplo, algens exios usam:

P& peap o g para o f g
Ty e o g
P o g par s p
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4.4 PROPOSICOES E TABELAS-VERDADE

Scja Mp.g,...) a expressdo construida a partir das varidveis Idgicas p. g,... que assumem valores VERDADETRO
(Vo FALSO (F), € o8 comectivos [GEicos, ~, v & —{ & oulros, discutidos posterommente). Uma tal expressdio Plp,
... ) serd denominsdn um prepasiede.

A propriedade principal de uma proposigio Pp. g....) € 0 sew valor IGgico depender exclusivamenie dos valo-
res Mogieos divs sun vartavens, sio é, o valor [Sgico de uma proposiciio ¢ conhecido se os valores lagicos de suas vi-
rifiveis allo conhecidos. Umna maneira concisa de ilusirar easa relacio & pela rabelo-verdade. Deserevemos wima foe-
ma de obter uma tabela-verdade abaixo.

Considere, por exemplo, a proposicio = (p A = g). A Figura 4-2{a) indica como a tabela-verdade de = (p & g)
& construida. Observe que as primeiras coluna da abela sio para as varidveis p, g... . ¢ que existem linhas suficien-
tes na tabela pora todas as combinages possivels de Vo ou F para estas varidveis. (Para duas varidvels, como acima,
quatro linhas sfio necessdrias; para trés varidveis, oito linhas <iio necessdrias; e, em geral, para n varidveis, 2° linhas
sio usadas.) Existe entdo uvma coluna para cada fase “elementar”™ da constrgdo da proposiciio, sendo o valor lagi-
i, o cada passo, determinado a partir das fases anteriores usando a definigdo dos conectivos A, v, —. Finalmente
obhtemes o valor lgico da proposigio, que aparece na ditima coluna.

A tbela-verdade da proposicio — (p ~ — g) € mostrsda na Figura 4=205), Ela consiste precisamente nas colu-
nas da Figura 4-2(a) que aparecem abaixo das vanidveis ¢ da proposicio; as oufras colunas sdo usadas meramente
na construcio da fabela-verdade,

F'l':l'l_‘i'l.l‘:'-""“'ﬂl"[.l""" i .r“lil o & =l
LN F F L LR v
v | F VW W F V| F F
F | W F F W F|V W
FlF IV F W F|F b
i} (]
Fig. 4-2

Observagio: A fim de evitar um ndmere excessivo de parénteses, is vezes adotamos uma ordem de prece-
déncia para os conectivos Idgicos, Especificamente,

= b precedincia sobre & que tem precedéncia sobre .

Por exemplo, < oo~ g significa (= pl A g, e no = (p a gl

Método Alternativo para Construir uma Tabela-Verdade
Uma ouira maneira de construir uma tabela-verdade para — (pa— g) € a seguinte:

(i) Pnmeiraments construa a tabela-verdode mostrada na Figura 4-3. Isto €, primeiramente listamos todas as va-
riavels @ as combanagdes dos seus valores ldgicos. Entdo a proposigiio € escrita na linha superior, i direita das
suas varidveis com espago suficiente para existir uma coluna abaixo de cada varidivel e de cada conectivo na
proposicio, Ha ainda uma linba final desominada “Passos”,

Bl a e A L
W W
¥ | F
F |V
F|F
Paswms
Fig, 4-3

(b} A seguir, valores logicos ndicionais sdo colocados na tabela-verdade em vinas etapas, como mostrado na Fi-
gura 4-4, [s1o €, primeiramente os valores Idgicos das varidveis sho colocados abaixo delas na proposiclio ¢, en-
A, hi wma coluna de valores logicos colocada abaixo de cada operagio légica. Indicamos também o passo em
que cada coluna de valoses [ogicos & colocada na tabel.

A hela-verdade da proposicio entdo consiste nas colunas originais sob as varidveis ¢ no dltimo paso, 5o é,
a dltima coluna colocada na tabela,
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4.5

4.6

ro|oa p A b ] i A qk
LY L) W W LY W F L
W F Y F Y F v LY F
Elw E Wy F W F F ¥
F F F F F F F LY F
Paicars | ] Paiars 1 2 |

{a) (&
B g - pE A -l P 4 I - gl
L Y F F |¥ VY Y W F|F |V
v F W LS Vv | F LU F W LY F
F W [ E F|w F F L3 F F|F |V
F F F F v | FE F F W F Flw F
Passss I 3 ¥ 1 Passss 1 LI 1

ek (]

Fig. 4-4

TAUTOLOGIAS E CONTRADICOES

Algumas proposicdes Plp, g, ) contém apenas Y na oliima coluna das seas tabelas-verdade, ou, em outras palavras,
clus s&0 verdade parn quaisgquer valores Idgicos das sua varidveis. Tais proposigibes sio chamadas tauiologias. Analo-
garmente, Plp, g0 ¢ ditg uma contradicio se contiver apenas F na dltima coluna da sua tabela-verdade, ow, em ou-
tras padonras, & falsa para quaisgquer valores gicos das suas variivers. Por exemplo, a proposigiio “p ou nio p°, isto &,
v = g, & uma tantologia, ¢ a proposicio “p e nlo p7, isto &, pa— p, € uma contradigdo. Esse fato pode ser verificado
anilisandeo suas tabelas-verdude na Figur =3 (o abels-verdade wm apenas duas linhas, jque cada proposigio wem
apenas uma varidvel ).

i‘l'FlF""'F ﬂ|'P|ﬁ|"-".ﬂ'
V| F v ¥ F F
F | v v F|w F
(el p ¥ b pa—p
Fig. 4-5

Mode que a negagio de uma tautologia € uma contradigiio, jd que & sempre falsa, ¢ a negagio de uma contradi-
gio ¢ uma autologia, ji que ¢ sempre verdadeira,

Seqa Pl gy uma tetologia, e sejam P, o0 P gee s oo proposipdes quaisquer. Comao P, @....)
nio depende dos valores ldgicos de suas varidveis g, g...., podemos substituir P, por p, P, por g.... na tautologia
Pip, g e ainda wer uma tasiologia, Em outras palavras:

Teorema 4-1: (Principlo da substitwicdo) s Pip, g,...) € uma tautologia, entie PP, P, 0 € uma auologia
Jum duiscuer proposigies,

EQUIVALENCIA LOGICA

Duas proposighes Plp, g 0 e Qp, .. ) 530 ditas legleamente equivalenres ou, simplesmente, equivalenies ou
iguais, denotando-se por

Plpg,...)=0Qpg...)

se elas t@m tabelas-verdade idénticas. Considere, por exemplo, as tabelas-verdade de = (p & gl e = p v = g que apa-
recem na Figura 4-6. Cbeerve gue a5 duas sho iguais, isio é, ambas as proposigdes s1o falsas no primeire caso ¢ ver-
dadeiras nos outros irés. Consegleniemente, podemos escrever

SphglE=pV g

Em outras palavras, as proposigies sio logicamente equivalentes.
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Observacio: Considere a declarsg@o:
“Nio & verdade que rosas sio vermelhas ¢ violetas sio azuis™
Essa decluragio pode ser escnita na forma — (p v ), onde
p & Crosas sio vermelhas™ e g € “violetas sio azuis”
Esretanto, como observado acimia, = (p A g1 = = p v = g, Por conseguinte, a declaragio
“Rosas ndo sdo vermelhas ou violetas nio sio azuis’

tem o mesmo significads que a declaragio dada.

plal|ess|-lpan plel|-r|-a|-rvgq

Vv v F v v | F|F F

v|F| F v v|E|F|v v

F W F W F W W E W

F{F| F v FlE| v | v v
lah ~{p gl () ~p¥-g

4.7 ALGEBRA DAS PROPOSICOES

As proposighes satisfazem virias leis que estdo listadas na Tabela 4-1. (Nessa tabela, V ¢ F significam os valones
ldgicos “verdadeiro™ ¢ “falso”, respectivamente. } Apreseniamos esse resultado formalmente.

Teorema 4-2: a5 proposigies satisfazem as leis da Tabela 4-1,

Tabela 4-1 Leis da dlgebra das proposigoes

Leis de idempoténcta

ilay pvp=p (16) prp=p
Leis de associatividade

(2a) (pvglvrepyigyr (2 (prghar=palgnr]
Leas de cormutstnmndade

(3a) pvg=gvp () prg=Egap
Leis de distmbunividade

Ha) pvigarisipyglaipyr) (48 palgvrls(paglviphr]
Leis de identidnde

(5a) pvF=p (3h) paV=p

Ga) pw¥ =V h)y pAF=F
Leis dos eomplementanes

(Ta) pv-p=V 7%y pa=p=F

(B} =V =F B -F=V¥

Leis de involugio
91 —-p=p

Leis de DeMorgan
(108} —{pvq)=—pa-g (10B) ~(pAg)=-pV g
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4.8 DECLARACOES CONDICIONAIS E BICONDICIONAIS
Muitas declaraghes, particularmente em matemdtica, s&o da forma “se @ entdo 7. Tais declaraghes sdo chamadas
de condicionais ¢ denoladas por
p=qg
A declaragio p — g ¢ fregiientemente lida como “p implica g™ ou “p apenas se "
Uma outra declarsg@o comum € da forma “p se ¢ somente s ¢, BEsse tipo de declaragdo ¢ denominado Bicor-

dicional ¢ & denotado por
nP=4q
rla|pere pla|-r|-pve
L W L) F W
vi{F F V| F F F
F | v F Flv | w W
F | F ¥ FIF | W ¥
{by perg Tpvy
Fig. 4-7 Fig. 4-8

Os valores bgicos de p =+ g e p + g sio definides pelas wbelas na Figura 4-7, Observe que

(a1 A condicional p — g ¢ falsa apenas quando a primeira parte p € verdadeira e a segunda parte p & falsa. Conse-
qientermente, quando @ & falsa, a condicional p — ¢ € verdadeira, ndo importando o valor ldgico de g.
(&) A bicondicional p «— g ¢ verdadeim sempre que p e g 1€#m os mesmos valores 1dgicos, e falsa caso contririo,
A tabela-verdade do proposicdo = p v g aparece na Figura 4-3. Observe que as tubelas-verdsde de —p v g e
=% o 530 idénticas, isto £, sio ambas falsas apenas no segundo caso. Conseqlieniements, p — g € logicamenie
equivalente a = p v g; 1510 &,

pP—g4=-pvg

Em outras palavras, a declaragdo condicional “Se p entiio g” € logicamente equivalente i declaragiio “niio pou g™,
que envolve apenias 08 Coneclives v & — g, portando, jd era pane da nossa linguagem. Podemos considerar p — g co-
mo uma abreviagdo para uma declarsgBo que j8 periencia i linguagem,

4.9 ARGUMENTOS

U argumenio & uma afirmagio de que um dado conjumo de proposiges Py, Pa, ..., P chamadas de prrmis.'.'a's'.
conduz (lem como conseqiidéneia) o uma outre proposigio 0, chamada de conclsdo. Tal argumento & denotado por
PPy P RO

A nogEo de um “argumento Igico™ ou “argumenio vilido™ € formalizada como a seguir:
Definicio 4.4 Um arguments Py, Py, Py B O & dito wilide se O for verdade sempre que wodas as premissas
PPy Py slo verdade,
Um argumento que niio & valido € dito uma faldoia,
Exemplo 4.5
(a)  Ohseguinte angumsents ¢ vilido:
pop =gty (Moadus Ponens)

A demonstragiio desta regra segue da tabela-verdade na Figura 4-9. Especificamente, pe p — g sho simulvanes-
menle verdade apenas po Caso (linha) 1. e meste caso g & verdade.

Mode T, MNoorigisal. premiaes, o porlegieds, Iregniemente Lamddm =0 usa o enmo fphiess,
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(4} O sepuints argumentae € uma faldcin:
pP=q.qbp

Pois p — g e g 530 ambos verdade o Caso (linha) 3 da tabelo-verdade na Figura 4-%, mas, neste coso, p £ falso,

| p=g

o B R -
b I - B
= = m o

Fig. 4-9

As proposigdes P, Py, ..., Py sdo simultaneamente verdadeiras se ¢ somente se a proposigio Py A Py ac
A Py é verdadeira, O argumento Py, Py, P b 0 & wvilido se ¢ somenie se @ & verdade sempre que
Py o Py oA P, € verdade ou, equivalentemente, se a proposigiio (P A Py AL A B — Q& uma iauologia,
Afirmamos esse resultado formalmente.
Teorema 4-3:  Oargumento Py, Py, o P B O ¢ valido se e somente s a proposigio (F) APy AP — 0

¢ uma tautologia.
Aplicamos esse feorema no proximo exemplo.

Examplo 4.6 Um prancipio fundamental de argusmentos keicos:
“Se p implica g & g implica r, entde pimplica r”
[s20 €, o seguinte arguments & vdlido:
P, f—=rbp—r (Leidosilogizmo)
Este futo & venficslo pela abela-verdade na Figura 4- 10, que mostra gue a seguinte proposigho ¢ uma tawsologin;
[p—=qgitigrl]=ip=r)

Equivalentemene. o argumenio ¢ vilido amn vez que as premissas p - q e q =+ r 5o simuliancomente verdodeiras
apends nios Casos (linhas)l, 3, T ¢ 8 g, nestes casos, & conclusho p — riambém & verdnde, (Observe gue a taheln-ver-
dade requer 2° = 8 linhas, ji que existem trés varidiveds, p, g & r.)

Ploa|rilip = @ o~ g = W = p = n
1.r1,1v.r viv | iviviviv|iv]iv|[vIiviv]|v
v vIF| v |v |vIF|v|F|FIiy v I FI|F
v, F|lv| v | F|F FP|F|lVv i vIiv|v|v] v
V|IF|F|V|F|F F|F|V | F V| V|IF|F
FIlviv| Flyv | v v |vIiviyv v]|F|[vVv]yV
F kY F F v v F W F . F W F W F
F|F V| F|¥ | F | ¥V |F | ¥V ¥V ¥V|F|V]V¥
FlP F|F|lVv | F| V| F|[VIFIV|HIF|V|F
Paseos 12 |1 |32l i ala]afa

Fig. 4-2

Aplicamos agora a teoria acima a argumentos envolvendo declaragtes especificas, Enfatizamos que a validade
de um arguments nio depende dos valores [dgicos nem do conteddo das declarages usados no argumento, mas da
forma paricular do argumento. Esse fato estd ilustrado no exemplo seguinte.

Exemplo 4.7 Considere 0 seguinte angunenbo:

5, Se um homem & salieirs, & mfeliz,
Ay B umm homem & iafehz., morme jovem,

5 Bolteiros morem jovens,
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4.10

41

Augui, a afirmagio 5 abaixoe da linha denota a conclusdo do argumento, @ as afirmagbes 5, € 5, acima da linha de-
notam as premissas. Afirmamos que o argumento 5, 5: = 5 & vilido, pois o argumento é da forma

P— g g—rp—r

onde p ¢ “Ele ¢ um solteire™, € "Ele € infeliz™ e r € "Ele mome jovem™; ¢ pelo Exemplo 4.6, este argumento (lei
do silogismo) & valida,

IMPLICACAD LOGICA
Dviz-5e que uma proposicho Pip, g,...) mplics logicamente uma proposicio Q0p, g,... ), escrevendo
Pipg...)=Qpg...)

s N, ... ) € verdade sempre que Plp, g....) & verdade,

Exemplo 4.8 Aftrmamos que @ implhica logicamente p v g, Considere atabela-verdade na Figura 4-11. Observe
gue p g verdade nos Casos {limbash | e 2, ¢ nestes cosos p v g timbEm € verdade, Logo, p = p vy,

Fig. 4-11

Agora, se (Np, g,...) € verdade sempre gque Fip, ....) for verdade, emdo o argumento

Fipg. . FQpag,...)

¢ wiilido; e a reciproca € verdadeira, Ademais, o argumente P - O € villido se e somente se a declaracio condicio-
nil P = 0 ¢ sempre verdade, 1L e, uma taviofogia. Afirmames esse resultade formalmente.

Teorema 4-4;  Para qualsquer proposigies Pip, g0 e Q0 g, as trés afirmages seguintes 580 equiva-
lentes:

(i) Pl g,...) implica boghcamente Q0. ¢,... )
(i) Oargumento P{p.g,...)F O p.g,...) € vilido,
(i) A proposigiio Pl g.-.. ) — @ip, g....) ¢ uma tantologia.
Motamos que alguns autores da drea de logica formal @ muitos 1exXims usam o ermo “implica’™ com o mesmao
sentido que usamas “implica logicamente”, €, portano, distinguem “implica™ de “se ... entdio”™, Esses dois concer-
Los 530, obvigmente, intimamente relacionados come visio no EOnem gCimiL

FUNCOES PROPOSICIONAIS E QUANTIFICADORES
Seja A um conjunto dado. Uma fungde proposicional (00 uma senfenga aberta ou condipdo) defimda em A € uma
EXPresREn:
pixl

que tem a propricdade que pla) € verdadeira ou falsa para cada o € A. lsto £, pic) se torma uma declaragio (muni-
da de um valor ligico) sempre que algum elemento a € A € substituido pela varidvel . O conjunio A € dito o do-
minio de pix), ¢ o conjuma T, de todos os elementos de A para os quais pla) € verdadeim € chamado conjunio ver-
dade de pix), Em oulras palavras,

To={x xed, pix])éverdade} ou Ty = {x: plx)}

Freqientemente, quando A ¢ um conjunto de nimeros, o condigio p(x) tem a forma de uma equagio ou desigual-
dade envolvendo a vandvel x.
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Exempio 4.9  Ache o conjunio verdade de cada fung@o proposicional pixp definida no conjumo N dos inteiros po-
allvos,
{ap  Hejaplx) x + a7 0 comunbo verdade €

LXEMNM, T4+ 2> = - T
M 2= T G, 7 H

conmsistinde cm 1odos os iMeines maiones do gue 5.
(B} Sejapin) s+ 5 <3 0 conjunte verdads é

-[.1.': rEM x+5<3=3

o conjunbe vazie. Em ootras pabavms, pl) niio € vendade para nenham inteirg positive em My,
ich  Sejapix)“x+ 5= 1" O conjunto verdade ¢

[xxeN x+5=>1}=N
Partanto, p{x) é verdxle para i elemento em N.

Observacho: O exemplo acima mostra que, se plo) € uma fungio proposicional definida em um conjunto A,
entédo ply) pode ser verdade para todo x £ A, pam algum x £ A, ou pura nenhum x £ A, As duas proximas subse-
gihes discurem guantificadores relacionados com essas funges proposicionais,

Quantificador Universal
Seja pix) um fungdo proposicional definida em um conjunto A. Considere as expressdes

(¥re dlp(x) e ¥x pix) (4.1)
bidas como “Para wodo x em A, px) ¢ uma declaragio verdadeira” ou, simplesmente, “Para todo x, o0 ", O simbolo
v

que se 1 “para wode™ ¢ dite guansificader universal, A declaragio (4.7) € equivalente & declaragio
T,={x:xed plx)j=4d [4.2)

st €, o comjunto verdade de p(al € tode o conjunto A,

A expressiio plx), por 51 50, ¢ uma sentenga aberia ou condigiio e, portanto, ndo wem valor légico. Entretan-
to. ¥ pix), isto €, pix) precedido pelo quantificador universal ¥, tem um valor ldgico que segue de (4./) e (4.2),
Especificamente,

Oy ose v e A, plxl} = A, enido Wx plx) € verdade: caso contrinio, Y pix] € falsa,
Exempio 4.10
{ab A proposs;do (9 € M)l + 4 > 1) & verdade, ja que
{mw+d=1={123..}=N
() A proposigho (W0 € N)in + 2 > B) ¢ falsa. jd que
{mn+2=8}={18.. &N

(e} O simbolo ¥ pode ser usado para definit o intersegio de uma coleglio indexada de conjunses [ A 1€ T} como
o SEgUir

Aldgzie =¥ el, xe 4}
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Quantificador Existencial
Seja i) uma fungiio proposicional definides em um conjunto A, Considers a expressiio;

{3x € A)pix) ou  x, plx) (4.4

que se 18 “Existe um xem A tal que ple) @ uma declaragio verdadeira™ ow, simplesmente, “Para algum x, po) =, 0
simbolo

3

que se 1 “exisie” ou "para algum” ou "para pelo menos um” € chamado de guantificador existencial. A declaragio
(4.3) ¢ equivalente i declaragio

To={uw:xed pix)}#3 (d.4)

1.2, o conjunto verdade de plx) nio é vaoo, Consegientemente, 3 x pix), 150 €, pix) precedido pelo quanuficador
3, tem um valor Idgico. Especificamente;

Oa: se{x: plx)} # @, entlo 3 x plx) & verdade; caso contrdrio, 3x plx) & falsa.

Exemplo 4.11
{a) A proposicko (Jm & Mjr+ 4 < 7) & verdade, jique {m o +4 < T} = {12} & &
b A proposicEe (Ja £ N)jn+6 < 4) & fala jdque [ r+6 < 4} = &7

() 0 simhale 3 poiz sier usado para definir a umido de cobegibes indexsdas {.-l,: [ ” e uunjunma: A como g
s:gu.'il.—.

A fefl={x: el x e A}

MNotagdo
Bejad = [2, 5, 5], ¢ seja plx) a sentenga “x & um nimero primo”™ ou, simplesmente, “x & primo™, Emtdo,
“Dipis & primo ¢ irds £ primo e cinco & primo”™ ]
pode ser denotada por
M2y Ap(3) Apls) ow Alae A, pla))

quee & equividente i decliragio

“Todo nimero em A € primo” ol Ya g A, pla) ]
Analogamente, 3 proposigio

“Diois £ primo o inds & primo ou cineo & prima”
pode ser denotada por
pMyvp3)vp(s) oo Viae A, pla))

que & equivalente i declaragio
“Pelo menos um nimero em A € primo™  ou  da € A, pla)
Em outras palavras,

rac A, pla)l =va e A, pla) ¢ Viae A, pla)l=3a € A, pla)

Poranto, os simbolos & ¢ v slo, s vezes, usades no lugar de Ve 3.

Observagior 5S¢ A & um conjunto infinite, entio uma declaracho da forma (») nio pode ser feita, uma vez que
@ Sentenga ndo erminard; porém, uma declangio da forma (+») sempre pode ser feita, mesmo quando A € infindio.
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4.12 NEGACAO DE DECLARAGCOES COM QUANTIFICADORES

Considere a declaraghio: “Todos os grandes matemdticos s&o do sexo masculing”™, Sua negativa &

“Nio ocorre que odos o8 grandes matemdticos 530 do sexo masculing”™ ou, equivalenemenie,

“Existe pelo menos um grands matematico que & do sexo feminino (ndo masculing)™
Em simbolos, usando M para denotar o conjunio de grandes matemdticos, as expressbes acima podem ser escri-
Liks Cormo

=%x e M) (x & masculing) = (2x € M) (x nfio & masculing)

ou, onde pdv) denota “x € do sexo masculing™,

~{Yre Mipix) = (3x e M-plx) o =¥xplx) = Ax-plx)

Crenunciade acima ¢ verdade para qualquer proposigdo ), lsio &,
Teorama 4-5 (DeMorgan): —(¥x € A)p(x) = (dx & A)-plx)
Em outras palavras, as duas declarapbes seguintes sio equivalentes:
(1} Mo é verdade que, para odo o € A, pla) € verdade,
{2} Existe um & € A tal gue pia) é falsa.
Existe um teorema anilogo para a negagio de uma proposiglo que contém o quantificador existencial.
Teorama 4-6 (DeMorgan):  — (3x & A)p(x) = (Vo & A)=plx).
Tste £, as duas declaraghes seguinies 330 equivalentes:

(1} Mioé verdade que. para algum a E A, pia) sejo verdade,
(2) Paratodo a € A, pia) € falsa.

Exemplo 4.12
{ad  As seguintes declarngies slio ns negativas wmia da oatra:

“Para todos o8 imleiros positives m, lemos m+ 2 = 87
“Exisle um inteir positiva r, tal que r+ 2 38"

(B As seguinies declarngibes iambém sio as negativas uma da saira:

“Existe uma pessoa (viva) com 150 amos.”
“Texln pesson viva nilo tem 150 anos,”

Ohservagio: A expressio — ple) tem o significado sbvio, a saber:
“A declaragio — pla) & verdade quando pla) € falsa e vice-versa”

Anteriormente, — fol usado como uma operagio em declaragbes; aqui, — € usado como uma operagho em funphes
proposicionus. De maneira similar, pdx) & glx). lido “plx) e gix)", € definido pos:

“A declaragio pla) » gla) € verdade quando pia) e gla) sdo verdade.”
D maneira similar, p{xiv g(x). lido “p(x) ou g(x)", é definido por:
“A declaragio pia) v gia) & verdade quando pla) ou gia) € verdade.”
Pomanto, em termos de conjuno verdade:
{1} = pie) é o complemento de pix),

() pixk s gix) é aintersegio de pix) e gix).
(i) pixkw gix) é auniio de pixl e glx).
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Também se pode mestrar que & beis para proposigies se aplicam para fungdes proposicionais, Como exemplo, -
minos as leis de DeMorgan;

~(plx) Agix)) = =plx) vV =gix) e =(plx)Vglx]} = ~plx) A -glx)

Contra-exemplo

O Teorema 4.6 diz que mostror que uma declarngio 9, pix) & falsa € eguivakente a mostrar que 3 1 = pix) & verda-
de ou, em oulras palaveas, que existe om elemento x, com a propriedade de que pic) € falsa. Tal elemento x, € dito
um comira-exemplo para a declaragio ¥, plx).

Exemplo 4.13

(@) Considere o declaragio ¥ © € R, i # 00 A declaragio & Falsa uma vez que 0 ¢ um comra-exemplo, isto &, [ #
0 e £ verdade.

i) Considere a declaragio wv c B, »* > v, A declaragio nds & verdade uma vez que, por exempla, 1 & um con-
tra-exemplo. Especificamente, (4)° = § niio ¢ verdade, iso &, (3 <}

ie) Considere a declaragio ¥x & N, x* > x. Essa declaragio ¢ verdade para os casos em que N € o conjumo dos
inteiros positivis, Em outros palovras, ndo existe wm inieiro positivo r pars o qual ¥ < 5,

Fungdes Proposicionais com mais de uma Varidvel
Uma Tungdio proposicional (de n variiveis) definida em um conjunto produto A = A = ... % A, ¢ uma expresso

Plxy X, o, x,)

que tem a propriedade que plo, oz, ity ) & verdadeira ou falsa para uma s-upla (@), . .. @, ) em A. Por exemplo,
x4 2y 3z 1B
¢ uma funglio proposicional em N° = N « W » N, Uma fun¢dio proposicional niio tem valor légico. Entretanto, te-
mos 0 seguinte:
Principio hisico:  Uma fungdo proposicional precedida por um quantificador para cada varidvel, por exemplo,
Yedy pleyy  om 3xWydz pley )

¢ uma declaragio e em valor ldgico,

Examplo 4.14 Scpa & = (1, 2 3., 9}, ¢ seja pix, v)a foemala “x + y = 107, Entfio, plx, v € uma fungéo propoe-
sicional em 4 = & = K = B.
(al A sentenga seguinte & uma declaragiio, pois existe um guantificalor para cada vaniavel:
Wy EJ'. pl’w. i, isio#, © Parn todo r, exisie um pial quex+y = .

Ezsa declaragdo € verdadeir, Porexemplo, se x = 1, sejay = % s 1 =12, sgja v = B, ¢ assim por daante.

(B A sentenga seguinge tambem & wma declareg bo:
J vy, pix, vl istoé, “Existe vm v tal que, para todo x, temios x + v = 107,
Mo existc am tal ¥ ponamo, @ declaragio ¢ falsa.

Mote gue & dnica diferengn core da) e (B ¢ a ordem dos guamificadones. Logo, uma ordenagie difereme nos quanti-
ficadores gera uima declaragio distinga. Observamos que, ao raduzir esses quantificadores para a linguagem wisal, a
expresido “tal que” fregiienbemente segue “exisbe”,
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Megacao de Declaragdes com Quantificadores com mais de uma Variavel

Declaragibes com quantificadores com mads de uma variivel podem ser negadas pela aplicagio sucessiva dos Teo-
remeas 4.3 ¢ 4.6. Ponanto, cada ¥ & transformado em 3, ¢ cada 3 ¢ mudado para % quands o simbolo de negagio —
€ colocado na declaragdo da esquerda para a direita. Por exemplo,

=[wx3yps, pix, v. 2)] = I3 32, plx, v, 2)] = Invy[-~3z, plx, v, 2)
= AxWplz, —plx, ¥ 2)

MNaralmente, ndo indicamaos todos o8 passos quando pegamos uma declaragio.

Exemplo 4.15
{ap  Comssdene a deckaragio quarificada:

“Todo estudante faz pelo menos om cura em gue o palesirante € om professor assisbente”
Sun negagiio € a declamgiing
“Existe um eshudante tal qus em todo curso o palestrante nio & um professor assistente.”
(B A definigho formal de que L ¢ o limile de uma seqilénein @), @y, ... € 8 seguinie;

FE>0TmpeEMN, YTo=m L =&
Partantia, L ndo ¢ o hmale de uma Ia=|:|ih!11|:iu @y, fy, ., Quandac

Je =0, Yy eN, 3n>m, =L =&

Problemas Resolvidos

4.l Seja poasemenga “Faz fio” e g a semenga “Chove”. DH uma semenga verbal simgbes que descreve cada uma das
proposiges a seguir: (@) —pr (B phg (e pvg (dgv-p
Em cada caso, traduea », v e — por 527, You™ e % falso que” ou “ndo”, respectivamente, ¢ entiio simplifique a sen-
tenga
() Mo faz fric.
(b Fax [mioe chove.
(e} Foz frio ou chove,
dy  Chove ouw ndo faz frie,
4.2 Sejap a sentenca “Erico 18 Newsweek”, g 2 sentenga “Erico 1 The New Yorker™ & ¢ “Erico 18 Time”. Escreva cada
wma das seguintes declaragdes na forma simdlica:
{a)  Erico 1@ Newsweek ou The New Yorker, mas ndo Time.
{hi Er.il’.‘ﬂ- 1& Newswerk @ The New ¥oerker, oo &le ado B Newoeeek & Thone,
() Nio € verdade que Erico I Newsweek, mas ndo Time.
() MNioé verdade que Erico 18 Time ou The New Yorker, mas ndo Mewsweek.
Ll'se » para “ou”, » para “¢" ¢ — para “ndo” (negacio).

[n:.l]l;p".-'gl:li'-.-\-r, [Hl;ln."".g-:l".-"ﬁ{.nf-.;]; [n:'b-\-[p-'-.-\-rj.; [u:!]'\-[[r'."qfl.ﬁ. -p|.

Tabalas-Verdade & '.-':gﬂnm-sﬂ_dgrms

4.3 Determing o valor 1dgieno de cada uma das declaragies seguintes:
(@) 4+2=5¢ 6+3=9. ©) 4+5=9¢ 1+2=4.
)y 3+1=5eb+1=70 (d) 342=5%¢ 4+T= 11,

A declaracik “p e g £ verdade apenas quando ambas as subdeclaragfes sio verdade. Poranto: (a) falso; (&) verds-
defiro; () falso: () verdadeiro,
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44 Ache atabela-verdade de — p ~ .
Veja a Figura 4-12_ gue apresenta ambos os méodos para constnuir wma iabels-verdade.

pla|p|l-png pla|l- »p n 4
VoW F F W W F W F ¥
W F F F L F W F F
F |V W L'l F Y W F L W
F F |V F F F L F F F
Prasuin 2 I 3 1

() Mésodo | () Método 2

Fig. 4-12

4.5 Verifique que o proposigio p v = [p & g} & uma taotologi.
Constria a tabela-venlade de p v — (p & g) como mosirado na Figura 4-13. Como o valor bgieode pv — ipaghé
V para todos os valores de p e g, 0 proposicio ¢ uma tutologia,

pla|pna|iprg|pv-ipng
viv] v ¥ v
L F F W L)
Flv | F v v
F|F F v W

Fig. 4-13

4.6 Mosire que as propeaighies — (p a gl e — p v — g sio logicamente equivalentes.
Constnea as tabelas-verdads para = (p & ) & = p v = g como na Fipura 4-14, Como as (abelas-verdade s iguais
{ambas as proposi;ies s5o falses mo primetr caso e vendadeiras nos oulros trés), as proposictes —ip &g e —p v —og sio
legicamente equivalentes, ¢ podemas escrever

“lpAgl=-pv-g

plalepag|-lpag plal|l-rl-al-prv-q
VW W F L F F F
v | F F W VY| F F W W
F | V¥ F W F W | V¥ F W
F|F F W F|F v W v
()l = {pngh by = p v =g
Fig. 4-14
4.7 Use as leis da Tabela 4-1 para mostrar que ={pv gl v {=pagls=p
Declarsgio Rasia
(1} =ipvglvimpAqlE(~pA=glYi=pag) Laei de Dehlorgan
(2 == phlagWgl Lei de distributividade
{3} ==pnl Lei dos complementares
{4} = Led de ideniddade
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Daclaragdes Condicionais
4.8 Rescreva os decliragies seguinles sem usar o condscaonal,

4.9

4.10

411

{a)  Beestd frio, ele usa chapdu,
(b1 Sea produtividade eresce, o salifo aumenta.
Lembse que “se p entdo ' ¢ equivalenie a "'ndo pou g 190 é, p— g = = pv g Porano,
{ad  NEo e (o 0w ebe usa um chapéu,
(Bp A produtividade ndo cresce ou o i aumenta,

[retermine a conlrapositiva de cada declaragin,

(@) Se Joiio € um poeta, emdo ele & pobre,

{b)  Apenas se Marcos estudar, ele passard no teste.

{ab A comtraposiliva de p — g € — g — — p. Portanio, a contraposativa da declaragio dada €
Se Jofio ndo & pobre, emio ele ndo & poeta,

(kb A decloragio dadn & equivalente a “5e Marcos passar noleste, entdo ele estudow™, Portanto, o contropositiva &
Se Marcos ndo estadar, entlio ndo passard no peste,

Considere a proposicho condicional p — g. As proposighes simples ¢ — p, = p —= = g & = § — = p 5830 chamadas,
TespeClvAmEnts, conversd, pversa e confrapositiva da proposicio condicional p =+ g, Quais destas, se existir al-
gumin., & equivalente a p < g7

Construa as tabelas-verdade como na Figura 4-15. Apenas o contrapositiva = @ — = p € logicamense equivaleme &
proposichoe comdichonal onginal » — g.

Condiclonal | Conversa Inverse | Comraposiliva
Pl Y|Pl P g—p |7p—=-g| Tg—=op
v W F F Y W Y W
W F ¥ W F W W ¥
F W W F W F F W
F F ¥ ¥ Y W v W
Fig. 4-15

Escreva a negacho de cada declaragio da forma mais simples possivel.
(@) Seela wrabalhar, ganhard dinheiro.

(01 Ele nada se @ somente s a dgua esid momma,
(c}  Se nevar, entdio eles ndo dirigem.
fal  MNote que = (p — g) = p A= g pontomio, & negnglio da declorngio é
Ela trabalhard ou nfio ganhard dinheiro,
(Fh Motegue = (f e g) 5 pe =g 8 o poes g portanio, o negacie da declaragio € uma das seguintes:
Ele nada s¢ ¢ somente s a dgua nio esid mema.
Ele nio nada se e somente se a dgua ndo el mama.

(cd Motegue = (F = = gl = ph— =g = p A g Partanbo, o pegacio da declaragiio &

Meva e eles dingem.
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Argumentos
A2 Mosine U i Arg urenlo qulrﬂré irmha laldcia: p—g 0 f = g-
Construa a trbela-verdade para [(p = g) & = p] = = ¢ como na Figura 4-16. Como a proposigio [(p — gl A - pl
=+ = g ndo € uma inubologia, o arpamento ¢ uma falicin, Equivalentemente, o argumenio ¢ uma faldcia uma vez que, na
tercedra linba da tabebs-verdade, p — g ¢ — p & verdade, meas — g € falso,

Flalr=a|l-rlirp=as-pl-q|lirp=g)r-pl+-g
Y W F F F ¥
v | F|F F v v
Flv| v | v v F F
Flr| v | v v v v
Fig. 4-16

4,13 Determine a valiskade do seguinte argumento: p — g, — g = — o

Construa o tabelu-verdade para [[p — ¢) A = ] — = P como na Figura 417, Como a proposicse [ — g} 4 - g
— = i f uma fantokogia, o argamento & vilido,

Pl g |lip = g1 A gl = = p

VIV V| ¥ |y |F|F|V]|¥v|F|w

v IEFE|¥|F|E|[E|Y]|E|VY]|F |V

F|IV|F|v| v | |F|EFE|V]|v]|v]|F

F|F|F|v|F|[V|V|F|v|v|F

Pases | 1 | 2 - O O O -
Fig. 4-17

4.14 Prove que o seguinle argumento & villido: p— - g r =g, rk= = p.

Construn as tabelas-verdade das premissas e da conelusio como na Figura 4-18. Aporn, p — — g, r — g & r 580 09-
mulianeamente verdade apenas na quinta linha da tnbela, onde = g tombém ¢ verdmde. Poranto, o angumento € vilido,

Plag|r|p="q|r+q | g
t v v|v]| F v | F
2 | v | v |F ¥ v | F
sl |F v ]| ¥ F | F
4« |v|F|F| ¥ v | F
s |F|lv | v]| ¥ vl
6 |F v |F| W v o[ wv
TIF|F v | ¥ F ol
E|F|F|F| ¥ v o[
Fig. 4-18

415 Teste a validade do argumento seguinte:

Se dods lados de um ridngulo 530 iguais, emdo o dngulos opestos s5o Iguals.
D laclos de om trdingulo ndo sfio iguais.

O fingulos opostos mio sio iguais,
Primetramente traduza o argumento na forma simbdlica po=ig, o = . omde p & “Dinis bedos de um midngulo
sl igunis”, e g ¢ “0s fingulos oposios sbo ipuais”. Pelo Problema 4.12, o argamenio ¢ uma faldcia.

fhrrr.aﬁu: Embora o conclusiio siga da segundn premissa e dos axiomas do geomestnio euchidiang, o orgumenio
acima ni se constitul em uma prova, ji gque ¢ wmn folicia,



100 Teora £ Proouiass oo Matgudtics DiscaEm

406 Determine o validade do scpuinte argumento;
Se T & menor do que 4. entfio T ndo £ um ndmero primdo.
T nio & rmenor do gue 4,

T & um nimers primo,

Primeirameme iraduzs o angumente na forma simbdlica. Seja p o proposiglo 7 ¢ menor do gue 47, ¢ seja g a pro-
T:«n:-.'il;ﬁn T & am AldmeEno Trrimn". Entiio, o argumenti & da Forma

p—-q pkg

Agora consiraimos a tabela-verdade comso mosiesdo na Figura 4-19. Fica provado que o argamento acima € ama falicia,
i apoe, mi quaria linha da mbela-verdade, as premissad p — — g € — psdo verdade, mas 8 conclusiio g &€ falsa.

Observagiin: O fato de que o conclusfio do argumento € uma declarscio verdadeina ¢ irredevame para o face de quoe
o argumerdo ¢ uma faldgin,

plal-ale+-u|-p

v F F F

VIFE| W ¥ F

F |V F ¥ LY

F|F W W W
Flg. 4-19

Quantificadores e Fungdes Proposicionals
417 Sejad = 1.2 3,4, 5). Determine o valor [dgsco de cada uma das declaragies seguintes:
(@) (xe djix+3=10) (b (vx g Alx+3< 10
(¢} (Axe A)x+3<5) () (Mrxedx+3=T)
i@ Falsa, Nenhum nimer em A ¢ ama soleghode v+ 3 = 10,
(h Verdadeira, Todo ndmeno em A sansfaz x+ 3= [k

(r)  Werdadeira, Se vy = |, emdo x4 3 < 5, 0.2, | & uma solugio,
(1 Falsa, e xp = 5, emtin xp + 3 nbo & menorou igaal a7, Em outras pakaveas, 3 ndo ¢ wma solagho do equagio dada.

4.18 Determine o valor gico de cada uma das declaragies seguintes, onde U = {1, 2, 3} ¢ o conjunto universo:
(@ Ix vy <r+ b (Ve 32+ <1 (@) v vina +) < 12,
(7)) Verdadeirn. Sex = 1, emdo 1,2 ¢ 3 sdo soluglesde | < v+ 1.
{b) Verdadeirn. Para cada xo. sejay = 1; emdo xi + 1 < 12 ¢ uma declaragio verdadeirn.
{c) Falsa. Se x, = 2e vy = 3.entho 53 + ) < 12 nfio ¢ uma declaragio verdadeira,

4.19 Negue cada uma das declaraghes scpuintes;
() Ax ¥, plx, vl (0 3xvy, plx,y)  (e) 3y Ix vz, plxopz).
Use =¥xplxl=3x - pixl e - Ixplx) =¥x = plxk

(@) = (3w vy, plx,p)) = e Jr - plx, p).
(b - (Ya ¥y, plx, )] = e dp = pix, Fh
(ed = (3 e, play ) =5y ¥y A - plasy2)-
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4,20 Sejn p(r) asentenga v + 2 =5". Diga se pix) € uma fungdo proposicional em cada um dos seguinics conjuntos:; (i)
W, o conjunto dos inteiros positivas, (0 M = =1, =2, =3...1; {c} C, o conjunto dos mimeros complexos.
fa}  Sim,
(i} Embora pix) seja falsa para todo elemeno em M, pix) ¢ oma fungio proposicional em M,

fe) Mo Mote que 20+ 2 = 3 ndo em gualquer significado, Em ouotres palavras, desiguakitsles nio sio definudas para
nimeras oormplexos.,

4.21 Megue cads uma das declaragies sepuintes: (o) Todos o8 estudantes moram em dormiténes, (5 Todos os grandes
maiemiiticos sfio do sexo masculino. (ch Alguns estudanies iém 25 anos de idade ow mais.
Use o Teorema 4.5 para negar os quantificndores,
fa)  Pebo menos um estudame nfio moss em dormidnio, (Alguns estisdanies aio moram em dormitdros.)
(& Pelo menos um grande malemdieon € do sexo femininn, (Alguns grandss matemdiooms sio do sexo femining, |
() Nenhwm estudante fem 25 anos ou mads, (Todos os estodantes 18m menos de 25 anas. )

Problemas Complementares

Proposicdas e Operagbes Logicas
4,22 Sejapasensengn “Adriana fala francés™ e, g o sentenca “Adriana falo dinamargués”. D uma sentenga verhal simples que
descreva cada uma das seguintes:

@pvg Bipag (@pr-g Wiapv=g @ ==pm (f)=[=pr=q.

423 Denote por poa declaracke “Ele ¢ rico” e por g a declarsgho “Ele & alegre”. Escreva cnda declaracho na forma simbdilica
usando p e g. Note que “Ele f pobre™ & “Ele & triste” siio eguivalentes a — p e — g, respacliivamente.

(@) Heeleé noo, entio ele & e,

0y Ele ndo ¢ mem rico nem alegre.

i) E necessinio ser pobre para ser alegre,
() Ser pobwre & ser oriste,

4.24 Ache as tobelas-verdade parm: (sd pv - g (Bl -pa—-aq.
4.25 Verifique que a proposigio (p A gl A — (P g) € uma contradagio.

Argumantos
4.2 Teste a validade de coda argumento:

ia) Sechover. Erico ficard doemte.
Mo choven.

Erico ndo ficou doente,

(h1  Sechover, Erico ficard docmie.
Frico ndo ficou doente

Mo chovew,

437 Teste o validade do seguinde argumenta:
Se eu estdar, nilo serei reprovado em mabemibica.
Sir e nlo jogar basquete, enifio vou esoudar,
Fui repm'l.lm;hﬂ'n matemdica.

Portanto, devo ter pogado basguete.
4.28 Maosire que: (6 p A g implica logicomenle p o+« g, (8] p = gnido mphica logicamente p— 4.
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Quantificadores

429

430

4.52

Sepa A = |1, 2.9 10). Consbdere calls wima das seplencas sepuinnes. Se for uma deckaragho, determane seu valar kgl
o, Se for uma fungio proposicional, determing seu conjuntoe verdade.

(@l (¥xe A)jTve A)ix<+p=< 14} e (Yx e A)¥ve Ajix+y = 14).

(h (e e Allx+p< 141 fd) [Fve AYx+y < 14).

Megue cada uma das declaragies s=puinles:

(i) Sea professora estl ansents, entde alguns estudontes nie ferminam ssu dever de cpsa,
(&) Todos os esadantes terminaram sed dever de casa e a professorn esld presente.

() Alguns dos esmodantes ndo wrminaram seu dever de casa ou a profiessosa estd ansente,

Meges cadn umn das declaragdes nd Problems 4,17,

Ache um conira-exemplo parn codn declaragho onde U = [3. 5, 7, %] £ o conjunto universo, (g} Wx, x+3 =T,
[ ] impar ; () Vx, x i pn'mn: i I:ﬂ'} W, |'|:| = ¥,

Respostas dos Problemas Complementares

422

Em cada caso, substitua », v e — por "e”, "ou”™ ¢ ¢ falso que™ o0 "nio”, respectivamente, ¢ entdo simplifiquee a semenga
I poriaguis,

() Adriana fala francds ou dinsnmsangois.

(&) Adriana fala francds e dinansrguits.

(ch  Adriana fala francds, mas ndo dinamanguss,

(o Addriang nio [alks fancgs oo niio fala dinamarguois,

(e} MNio é verdade que Adriana nio fola inglés,

(i Miod verdsde que Adriana ndo fala eem francés nem diramarguis.

A fap==gq Bi=pr=g Klg==p d)=p==q

424 Astabelas-verdsle ApArscem na FIH:I.II'J 4-Hh

plal=e|pv-a rlal-rpl-a|-prr-a
WOl w F ¥ VW F F F
v F| v v viiF|F|w F
Flv )| F F Flv|wv|F F
F | F ¥ L FIF | ¥ | ¥ Y
L) (B
Fig. 4-20

425 E uma contradigo, ji que sua labela-verdade na Figura 4-21 € fals para odos os valores de p e .

plaleraleve|-lpva lipsgra-ipva
viv| v | ¥ F F
vIiF| F | v F F
Flv| F | v F F
F|F| F | F v F
Fig. 4-21

4,26 Primeiraments sraduza o5 argumentos na forma simbdlica, escolha g para “Se chover”™ ¢ g para “Erico estd doente”, como

1 seguiT;
@ p—qg-pr-g, (Bp—g-gt-p

Felo Problema 4. 12, o argamento (21 & uman falicia, Pelo Problema -1 3, O ATFUME D () & vilido,
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427 Seja p o declarmgio “Eu estudn™, g o declaragio “Eu sou reprovaco em matemdtica™ e r “Eu joge basquete”, o argumen-
bl nemn @ forma:

4.28

4.29

432

F=-g.or=pgkr

Construa a tabelas-verdade como na Figura 4-32, onibe & premiasas p — -, © F — p &g sio smalareamente vents-
deiras apenas na quinta linkia da tabela ¢, neste caso, a conclusko r também € verdadeira, Portaneo, o arpumento & vilido,

L)

i

1l

()

(ch
()

i)
)
(el ]

{al
L]
{h
(e}

Fri]
(£}
(c]
[}

F |l g r|7q|p—*7q)7F |"Fr—*p
L L W F ¥ F W
VI|I¥|F|F F W v
¥ F Y [Y W F W
¥ | FF |V W v W
F|%¥|¥|F W F v
F|%|F|F W L F
FIF|v |V W F W
FIF|F |V v "! F
Fig. 4-22

Construa s tabelas-verdade de p & g ¢ p — g como na Figura 4-23h. Note que p ~ g ¢ verdadeira apsnas na pi-
mezira linha da whela, onde po— g também é vendade

Construa us labelas-verdade de p v — g @ p—+ g como na Figara 4.23(b). Mote que p oo - g ¢ verdadeira na se-
gundn limha da tabela, onds p - g € falsa

plalerglres p|al e |per—q|pra
W W W W Ly W F F Ly
viF| F F viFl v | v F
Flv| ® E Flv| ¥ v v
elel E v Flr| v F v

firl ()

Fig. 4-23

A seplenga aberin em duas vandveis & precedida por doas quantificndores; portanio, € wma declaragiio, Ademiis, a
declaragio & verdadeirn.

A senlenga abena  precedida por um quantificador, pomamo, ¢ wme fungdo proposicienal ma owtra varivel. Moge
quee, para cada v E A, 5 + 3 < 14 se e swomente s 5, =1, 2 ou 3, Logo, o conjunto vendsde & {1, 2, 35,

E uma declaracio ¢ 6 fals; se x; = 8 & 3 = 9, entdo ©; + v < 14 nio & verdade,
E uma sendengn aberta em x. O conjunen verdade € o priprie A,

A professora estd ansente e tedos os estudamtes terminaram o seu dever de casa.
Alguns estodantes ndo verminaram o seu dever de casa ou a professora esad ansente.
Tiwlos s estudantes lermisaram o ssu dever de casa ¢ a prodesson s presenle,

[Fx e dbjx+3#10)
(3xe d)ix+ 3= 10
(Wx e Alix+ 2> 5)
(dre Ajjx+3=70

Meste caso, 5, T e 9 sdo conlrr-enemplos,

A declaragio & verdade; porlanla ndo existe conlra-exemplo.
.-"l.-|.||.|i. 9 € 0 unico contra-exemplo,

A declaragho ¢ verdadeira; pomanio, nio existe comra-exemplo,



Vetores e Matrizes

INTRODUCAO

Dados sfio freglientemente organizados em arrayy |, isto €, conjuntos cujos elementos sio indexados por um ou
mais indices. Normalmente, um array unidimensional € chamado de vetor, ¢ wm array bidimensional € chamado
de matriz. (A dimensio, neste coso, denota o nomero de indices. ) Apresentamos aqui s motuviagdo pars estas es-
fruturas ¢ sua notagio.

Suponha que 03 pesos (em libras) de oito esmdanies sejam listados como a seguir

(34, 156, 127, 145 203, 186, 145 138

Pode-se denotar todos os valores na fista inserindo apenas um simbolo, w, com indices diferentes.
Wiy Wi, WYy, W, Wiy, Wg, A4y, W

Observe que cada indice denota uma posigio do valor na lista, Por exemplo,
wy = 134, 0 primeirg ndmerno, wy = |36, 0 sepundo nimens; ..

Essa lista de valores & dita um vetor ou arvay linear,
Usando a notagdo de indices, pode-se escrever a soma 8 e a média dos pesos, A, como a seguir:

[ a
£

.S“:Zu.;:u',-i—u'_-.-—..-ru':, -] .{=g=%i—£n}

k] ]

A notagdo utilizando indices € indispensdvel no desenvolvimento de expressbes concisas para manipulagdes arit-
miEtcas de latas de valores,

D¢ maneira similar, uma cadein de 28 lojas, cada loja com guatro departamentos, poderia listar suas vendas se-
manais (com valores aproximados, em didlares) como na Tabela 5-1. Precisamos de apenas um simbolo, digamos 5,
com dois indices para denotar todos os valores na mbela,

L .'|'|I:-. £y %4 51 44 b )y Ny g, i B Nag 4

M.deT. Em pomegeds. i verees o wsa a iraducho “vetor™. mas a pafavma array & mais froglenie sos lecios de céncia da computacio e &reas afins.
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5.2

onde s;; denota as vendas na loja i, depariamenio . (Escrevemos 5, em vez de s, guanda ndo houver possibilida-
de de mal-entendidos). Portanio,

i =EEHT2| 51z =$I’.‘?|.'.I5. IR w332i]. rae

Um array retangular de nimeros como este ¢ denominado matriz ou array bidimensional.
Este capitulo investiga vetores ¢ matrizes & ceras operagies algébricas envelvendo-os, Meste contexio, os nd-
meras em si sio ditos escalares.

Tabela 51
Diep.
Loia 1 2 3 4
1 25872 RS 3a2mn 1560
2 2196 1223 2525 1744
3 3257 7 3686 1951
28 2618 93] 2313 482

VETORES
Wamos nos referenciar a uma lisia de nimeros, &, a,. ..., @, como um veror & U tal vetor € denotado por

W= lay, ..., i,

O pimeros @, 580 ditos comporentes ou elemenios de i, Se iodos os a= ), entdo o € dito o vetor zero. Dois velo-
res o e v Sho (guais (escreve-se o = 1) se 18m o Mmesmo mimero dé compongntes & 05 Componenies cormespondean-
tes 8o ignais.,

Exempla 5.7
jal  Sdo velones:

(3, —4) 6, B) {0,0,0) [2,3.4)

(s disis primeiros vepores m dols componentes, enguanto os dols dluimos idm mds O terceio vetor & o vebor
FET CONT). AT COmpanenbes.

i) Emborn os vetores (1, 2, 31 e (2, 3, |} contenham os mesmaos nimeros, eles nio so iguais, pois s componentes
carrespandentes nio sdo iguais,

Operagoes com Vetores

Considere dois vetores arbitririos ¥ ¢ ¢ com o mesmo nimero de componentes,

o= (), @, i) e re=(hy b, &l

C} produroe por ezcalar on, simplesmente, prodine, de um escalar £ ¢ um vetor i (escreve-se k1) & o vetor obtido pe-
la multiplicagio de cada componente de w por & isto &,

ke o= (kay kas, ..., kit )
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Tambdém definimos
o= =) & o= prm g =rr)

¢ cscolhemos O para denodar o vetor zero. O vetor —u € dite o megative do vetor .
O prodiete interno dos vetores i e v descritos acima € denotado e definido por

0w = il 4+ ayby 4o by,

A mormi, ou comprimerto, do vetor & denotada e definida por

el = vu- J.-=1|I"l.-:|—+:1-h+---+.-..'}r

Notamos que [|u] = 0 se ¢ somente se i = 0; caso contririo, Jul|=0.
Exempilo 5.2 Sejnw = (2,3, ~4)ev = (1, =5, §). Entso,
=2+ 1.3-5% -4+8) =3 -24
L= (5.2 5.3 5-(—41) = (10,15 —20)
=1 (88 = (15 4)
Qi =3 = (4,6, -8) + (=315, -24) = (121,32}
wepm2 143 (=544 B=2-15-32= 45

[l = 1|I,"-"—31+|_ 4 = AT 16 = v
Wetores, consideradoes conjuntamente com as operagies de adigdo de vetores ¢ produto por escalar, 18m vérias
propredades, por exemplo,
Eu+v) = ke + kv

onde k& um escalar, ¢ i ¢ v sdo vetores. Muitas dessas propriedades aparecem no Teorema 5.1 (veja a Seclio 5.4),
que também vale para velores, uma vez que estes podem ser encarados como um caso particular de matrizes,

Vetores Coluna

As vezes uma lista de mimeros € escrita no sentido vertical em vez de horizontal, sendo chamada vetor coluna. Nes-
¢ CORLEXAD, 0% VETOTES c5Crilos no sentido horizontal acima 530 chamados veroves linf. As operaghes acima para
velores linha sio definidas de maneira asdloga para vetores coluna.

NS F AN

(@) Hio vebores colunm
O primeziras dois vetores 1ém dais COmpanenes, enguanto os dHimes dos tdm irds,

ih)  Sejam

Entdx.

S AERL

wee=15-3+8=20 & .'|r|='|.-"'15—':"+Il.‘|=',-"ﬁ_|j—5'-.."'?__
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5.3 MATRIZES
Uma sareiz A & um areay retangular de ndemeros, normalmente representade na forma
dp @ o die
A= | T @z "7 A
el ﬂm]‘ LT

As o listas horizomals de nomeros 530 chamadas Bnfar de A, ¢ oz n listas verticais de nimeros, suas cofunas. Por-
tanto, o elemento ay, chamado elemenss §j, aparece na linha i ¢ na coluna j. Freqientemente denotamas wina ma-
triz simplesmente escrevendo 4 = [a, |-

Uma matriz com m linhas ¢ # colunas £ dita wing mareiz & P @ (escreve-se o = ), OF par de nlmeros m e é
dito a dimensde’ da matriz. Duas matrizes A ¢ 8 si0 iguais se t8m a mesma dimensio e se 0s seus elementos cor-
respondentes s40 iguais. Pormanto, a igualdade de duas matnees s o € equivalente a um sistemna de mn igualda-
des, uma para cada par de elementos comespondentes.

Uma matriz com apenas uma linha & dita uma prarriz liola ou vetor linha, @ uma matriz com apenas uma colu-
ma & dita uma marez coding ow velor codama, Uma matriz cujos elementos s3o todos pero € chamada marriz zero e
serd normalmente denotada por 0

Exemplo 5.4

| -4 3
fa} Uﬂrruj'mung.ulmﬂ'—’ﬂ 3 _3]:'urnnmnlnizzK3-.$|:n.=-Iinl1uss-h|].—i.5|¢|ﬂ..1.—Elcwaﬁ-:-:-lu-

wsa o] 4] [L3]

] Arnuh'iz:aﬂurlxﬂu'amnh'ir.ﬂ-_ [

x4y 240 _ |37
x—=% zz—=ui| [ 3

Entio o5 quatro elemenios cormespondentes precisam ser iguais. lsio &,

o 0 o o]
0 00 0

(e} Supanhia que

Xy =3, X=1m]|, r+i=T, I=imJ

A solugiio do sistemn de eguaghes &

=21 p=1, - = =]

5.4 ADICAO DE MATRIZES E MULTIPLICAGAO POR ESCALAR

Sejam A = [a,| & B = b, | duas matrizes de mesma dimensdo, 1o &, matrizes m o« n. A soma de A e B (escreve-se
A =+ By é a marriz obtida pela adigio dos elementos cormesponsdentes de A ¢ B, Isto &,

g+ by b o gy + by,
AL B= ay by wn b o agy by,
) + Ill'I1|| iy} + |l:"m! T dilgy o I!:'"‘“

" ModeT, My erigenal, sige,
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5.5

O progiate de uma matriz A por um escalar k (escrevie-se & - A, ou simplesmente kA ) € a matriz obtida muliiplican-
do-sz cada elemento de A por k. [sto &,

kay  kap - kay,
ka= | Ko Kam o K
Ky kim0 Kty

Observe que A + B e kA slo tombdm matrzes m o= a Também definimos
—A = [=1)4 e A=Be 44 (=H)

A matriz =4 £ dita o pegaiive da matrz A. A soma de matrizes de dimensio diferentes nio ¢ definida.

. _Jr =z 3 _ |4 & B o
Exempilo 5.5 SEJ.Lm.-‘!—[D 4 j]zﬂ—’] 3 _.ll.l.Entiu..

“B:[Ha =246 Mul=ls 4 |1]

D4l 44{=3) 5S+(=T] 11 -2

thﬂm -2 3] _[3 -a g]

30) 34} 38)| T 0 1218

2 -4 6], [=12 <15 -M]_[-10 -22 -1%
T4 — - =
M- ’u 8 m]*[-af 9 21] [-3 17 3|]

Matrizes consideradas conjuntamente com as operagies de adigdo e multiplicagdio por escalar ém as proprie-
dades a seguir,

Teorema 5-1; sejam A, F e O matrizes de mesma dimensdo, ¢ sejam & ¢ & escalares. Entfio:

i) (A+ B+ C=4+(B+C) (vi k{A+ B) =kd+EkB
iy A+0=0+4 vi) (k+&k"A=kA+K'A
() A+(-Ad)=(-A)+0=4 (vil) (kk") 4 = k(K'A).
iiv) A+ B=8+4 fviti) 14 =A.

Mote que o primeiro 0 em (i) ¢ (iii) se refere & matriz zero. Também por (i) ¢ (iv), uma soma qualquer de ma-
trizes
A+ A+ 44,

nio requer parénieses, ¢ a soma n&o depende da ordem das matrizes. Ademais, usando (vi) e (viii), também iemos
A+A=24, A+Ad+4d=34,

Finalmente, ji que um veror com & componentes pode ser identificado com uma matrz | = n ou r = 1, o Teorema
5.1 também vale para vetores munidos das operagdes de adigio ¢ multiplicagio por escalar.

A demonstragdo do Teorema 5.1 se reduz a mostrar que o elemento Jf de cada matriz € igual em ambos os la-
dos da equagio. (Veja o Problema 5.10.)

MULTIPLICACAD DE MATRIZES

0 produto das matrizes A ¢ B {escreve-se AB) € um pouco complicado. Por esia razio, comegamos Com wm Caso
especial. (A Seglo 3.5 apresenta uma discussdo sobre o simbolo de somadrio X, a letra grega sigma muidsculi.)
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0 produto A de uma matriz linha 4 = g, & uma matriz coluna 8 = [b;] com o mesmo nimero de elemen-
tos & definkdo como a seguir!

by
by

by

AE=[¢T|_|EE.|.“.|:I'"] =ﬂ1b|+ﬂ1bz+"'+ﬂﬂbﬂ=zﬂ*b_p
k=)

Isto €, AR ¢ obtido multiplicando os elementos correspondentes em A ¢ B e entdio adicionando todos os produtos,
Enfatizamos que A8 & um escalar (ou uma matriz 1 = 1) O produte AR nio € definido quando 4 ¢ B t#m ndmeros
difcrentes de elementos,

Exempio 5.6

i)

(5

1
2

[

7. -4.5| [ ] = T3]+ {42+ 3N =2 -8-5=8

6, ~1.8,3] 2| =24+0 16+ 15 =32

A b O ke

Agori estamos prontos para definir a muluplicagio de matrzes em geral.

Definicio:

Suponha que A = [ay| ¢ £ = [b;] s#0 matrizes, ¢ que o nimero de colunas de A € igual 0o nimero

de linhas de 8; 15to €, A é uma matoz m x p, ¢ B¢ uma matriz g = n. O produto AR € a matriz s % 8 cujo elemento
ij € obtido pela muliplicacio da i-fsima linha de A pela j-&sima coluna de B. Tsio €,

dy - £II|||'- h]l T bl.l' T Il:Ilnll' L I o P
g e gw ' v " wan . = . ‘H‘
il R 'b.Pl . bﬂ “e bm Lol S

.
rll|: - ﬂl.'l'blf + ﬂ'.-j'bz;l SRR ﬂ-'u"bF'l' = Eﬂubh
k=l

Enfatizamos que o produte AB nfiio & definide se A € uma matriz m x pe B € uma malriz g < ponde p # g,
Exemplo 5.7

(@)

] 3 2 n =4
.'l.n:hu.l&m'ﬂ:.-'l—[.. _]]-:E:[s 2 -ﬁ.]'

ComoAd2=2eBé2x3 oproduto AR ¢ definido, e AB & uma matriz 2 % 3. Para obter a primetra hinha
da matriz produto A8, multiphgue 2 pramerra linha {1, 3} de A por cada colunp de |,

HEi

B

respectivamente, Isio é,

AB =

Para obler o segunda linha do produte AR, mubtiplique o primeira linha (2. -1] de A por cada coluna de B, res-
pectivamende, Portanio,

[T w6 4] _[17 -6 14
‘”‘"‘[4-5 0+2 —B—6 _{—I 2 —H]
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1 2 5 f
[l El.q:runhaqul:'.-l—'[} 4]1:3—":' _E:I.Enl.in-_

i+0 6—4]

A= [IS-—I:I ER )

5 2 _{5—1&: W+24| [23 34
15 m] = B=ly s n-H]_[—ﬁ —3]

O Exemplo 5.60h) acima mostra que a multiplicagiio de matrizes nio  comutativa, ie., os produtos das matri-
zes AB e BA ndo sdo necessariamente iguais.
A multiplicagio de matrizes satisfaz, entretanto, bs seguinies propriedades;

Teorema 5-2: sejam A, B e C matrizes. Enido, sempre que o produto & a soma estiverem definidos:
() (AB = A(BC) (lei associativa).
(i) AB+C)=AB+ AC (lei distributiva pela esquerda).
(i) (B4 C)Ad = BA + CA (lei distnbutiva pela direita),
(ivi k(AB) = (kA)B = A(kB). ondek € um escalar,

Motamos gue 04 = 0 ¢ B0 = 0, onde (0 & & matriz zesn,

Multiplicagao de Matrizes e Sistemas de Equagdes Lineares
Qualquer sistema § de equagdes lincares € equivalente 3 equagio matricial
AX = R
onde A & a matriz que contém os coeficientes, X € o vetor coluna de incdgnitas ¢ 8 ¢ o vetor coluna de constantes,

{Aqui. equivalente quer dizer que gualquer solugio do sistema § € uma solugdo da equagiio matricial AX = B e vi-
ce-versa. ) Por exemplo, o sisiema
4
T e

-

x+lr—3=4 & equival 1 2 -3
avalente a
ix—by+8z=9 sl

Fa

Observe que o sistema & completamente determinado pela matriz

. 1 2 -3 4
#f=|“lﬂln_|:5 -6 " 9]

que & chamada mareiz ameniada do sistema.

5.6 TRANSPOSTA

A rransposia de uma marriz A (escreve-se AT)é o matriz obtida pela colocagio das linhas de A, em ordem, no lugar
das colunas, Por exemplo,

| 4
12 3]T .
[4 5 6 - %

Note que, se A & uma matriz o % n, entio A” é uma matriz i % s, Em particular, a transposta de um vetor linha € um
welor coluna ¢ vice-versa. Ademais, se B = [y € a transposta de 4 = [g, ], entlio b, = g, para iodos fe f.
A operagdo de iransposicio de matrizes satisfaz is seguintes propriedades.

Teorema 5-3: sejam A ¢ B malrizes ¢ seja & um escalar. Entio, sempre que o produto ¢ a sema estiverem defi-
b

iy (448" =4"+8" i) (A = BAT
(i) (kd4)" =kA", onde kéumescalar.  (iv) (47 = A

Enfatizamos que, por (iii), a transposta de um produto € o produte das transpostas, mas na ordem inversa,
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5.7 MATRIZES QUADRADAS

Uma matriz com o mesmo mdmero de linhas ¢ colunas & chamada marriz guadrads, Uma matriz quadrada com m
colunas e o linhas € dita de ordesn n e € chamady matnz r-guadrada,

A diggonal principal, ou simplesmente diggenal, de uma matriz k-quadrada A = |::,:,-| CcOnRiste nos elementos
B @3a, o0y g

A mateiz unitdrio n=quadrada, denctada por [, ou simplesmente [, € a0 matnz quadrada com 1 ao longo da dia-
gonal ¢ zero nos outros clementos, A matriz unitdria / desempenha um papel imporante na multiplicagdo de matri-
2es, assim como o ndmere | o faz na muliplicagio wseal de nimenos, Especificamente

Al=14=4
para gqualgquer matnz quadrada,
Considere, por exemplo, as mairizes

I o0 0

1 =2 0
o1 o o
A N
T oo o

Ambas sho matrizes quadradas, A primeira matae & de ordem 3, ¢ sua diagonal consiste nos elementos |, <4 e 2. A
segunda matnz € de ordem 4; sua diagonal consiste apenas em 1, ¢ exisiem apenas 2eros nas ouiras posicbes. Por-
tanto, a segunda matriz ¢ & matriz unitdna de ofdem 4,

Algebra de Matrizes Quadradas

Seja A uma matriz quadrada qualquer. Podemos multiplicar A por ela mesma. Na verdade, podemos formar todas
as pordncias ndo negativas de A como a seguir

AA=d4, A =44, ..., A =44 r e A" =T (quando A # 0)
Tambeém sdo definidos polindmics sobre a maiiz A, Especificamente, para qualquer polindmio
Fix) =ap+ ax + a2x” + - +ax"
onde o= a, sdo escalares, definimos {q} como sendo a mairiz
FUA) = gl 4 @A 4 asd® 4o 4+ g, A"

Note que f(a) & obtida de f(x) pela substituigio da varidvel x pela matriz A ¢ do termo escalar a, pela matriz o, No
caso cm que @) € a matriz 2ero, a matriz A € dita um zem o ama reiz do polindmio x).

Exemplo 5.8 Suponbague 4 = H E].Emﬁu.
s Tl

s 121 2] [ 7 -6 s oo, [ 7 -&1[1 2] _[-n 3
Sl | ] 1 )
Suponbia que {x) = 2 — 3x + 5 Entdo,

| 2 1 i e —18
'3[3 -4]+Eln Il'[—:? m]
Suponha que g{x) = x* + 3x — 10. Entdn,

1 6] L1 2 L o] _[0 o
fl.dflv’_g :jl+.1[] __I]-m[ﬂ ]]=[ﬂ ﬂ]

Partanto, A & um zer do polindmio glx).

ﬂ“‘]‘!’-a 2
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5.8 MATRIZES INVERSIVEIS (NAO SINGULARES) E INVERSAS

Urna matriz quadrada 4 € dita ser inversivel (ou ndo singular) se existe uma mairiz § com a propricdade que
Af = BA = I, a mairiz identidade,

Urna tal matriz & & énica (Problema 5.24); ¢ chamada fmrersa de A e denotada por A™' Observe que B ¢ a inversa
de A se e somente se A € a inversa de B. Por exemplo, suponha que

REEI E

Entiio,
6-5 —10+107 _[1 0 6-5 15-15] _[1 0
AB=3_3 —5J—ﬁ]=[ﬂ 1] ¢ EA:[—2+J -5+ ﬁ]=[ﬂ |]

Portanto, A ¢ 8 580 inversas,

E sabido que AR = [ se e somente se BA = [; portanto, ¢ necessdrio testar apenas um produto para determinar
s¢ duas matnzes dadas 6o inversas, como no proximo exemplo.

Exemplo 5.9
I e 2j[-n 2 2 =11 +0+12 24+0-2 T4+0-2 I o0
2 =1 || -4 0 1|=|(-22+4+18 44+0-3 4-1-3(=(0 1 0
4 1 # 6 -1 -1 -4 —4+48 B4+0-8 B+ 1-—9§ oo

Partanbi, as duas mabrizes sio inversivers ¢ siio inversa wma & oubra,

DETERMINANTES

Para cada matriz n-quadrada 4 = a;|. associamos um nimero especifico chamado determinante de A e denotado
por det {a) ou | A | ou

@y M vt g
dyp gy v dpe
@y a2 g

Enfatizamos que wm array quadrado de ndmeros, delimitado por linhas retas, chamado determingnie de ordem n,
nio ¢ uma matrz, mas denota o valor que a fungdo determinante associa ao arvay de nimeros, 1.2., a matriz quadra-
da delimitada.

Os determinanies de ordem 1, 2 e 3 sdo definidos como a seguir

lerys] = ay,
dyp dgz
= dy iy — ey
dy daz

gy oy iy

fyp o dlpa s | SOy b @iy o dpaiy i = dggilaadyy = @) gy = 0T
3 dyz dg

O disgrama seguinte pode ajudar o keitor a lembrar o determinante de ordem 2;

- —
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Tsto €, o determinante € igual ao produte dos elementos ao longo da seta referenciada com sinal de adicio me-

nos o produto dos elementos as longo da seta indicada com o sinal de subtragio, Existe uma maneira andloga de
lembrar o determinanie de ordem 3. Por conveniéncia de notagio, separamos as setas indicadas pelos sinais de

soma e subtragio,
+ + &
3&%

Enfatizamos que ndo existen diagramas andlogos para lembrar os determinantes de ordem superiorn

Exemplo 5.10

ta) |3 "|=5c3;-4r:]=ij-ﬂ=? 2 g i) =125 4= 16

M2 s | S Al -
I

(B) |4 & —1|=2X6000+ W{—E)0E)+ 3(0)(4) — 36)(5) — W4){0) = Z{1){-1}
510

=0~ 5+ 12-90-042=-31

Definigao Geral de Determinantes
A definigho geral de um determinante de ordem » ¢

detid) = E SENT ey, dyy, + iy,

onde a soma é efetuada sobre todas as permutagbes @ = (. /5. b de 11, 2, o0} Neste caso, sinal (o) &
igual a +1 ou =1 de acordo com a necessidade de um niimeno par ou impar de trocas a fim de que = esteja na ordem
usual. Incluimos aqui a definigdo geral da fungio determinanie para que o wxto fique completo. O leitor deve se re-
ferenciar a vextos de teona de matrizes ou dlgebra hnear para wWemcas de cilculs de determinanies de ordem muior
do gue 3. As permutagies sio estudadas no Capimlo 6.

Uma propriedade importante da fung3o determinante & & de ser multiplicativa, [sto &,

Teorema 5=4: sejam A ¢ B matrizes quaisquer n-gquadradas. Entdo,
det{ A8 = det[4) - de1] B)

A demonsiragio do eorema acima esti além do objetivo deste texto,

Determinantes e Inversas de Matrizes 2 » 2
Seja A uma marnz 2 = T arbitrdria;
a b
+=[< 4l

Queremos deduzir uma formuls para A, a inversa de A. Especificamente procuramos 2 =4 pscalares,
Xy Vp. X3, ¥y tans que

a & R . | |-|" o ¢I'-'I'|1'-ﬁ.1'-| H.'l:':'l'lr:l'_b-'g _ 1 0
e d||ly w0 IJ cxy +dyy, exs+drs| |0 1
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5.10

[gualando oz quatro elemenios, respectivamente, ans elementos correspondentes na matnz identidade, obtém-se
quatro equagdes que podem ser divididas em dois sistemas 2 % 2 como a seguir:

axy + byy = 1, axy + s = 100,

cxy +avy; =10, cxy +dvs =1
Observe que as matrizes aumentadas nos dois sistemas o as seguintes:
[u’ b ] l a b ﬂl
c o 0 e 1)
(Mot que a matriz original A € a mariz dos coeficientes de ambos o5 sisiemas.)

Suponha agora que 4| = ad - be # 0. Em3o, podemos calcular a dnica solugdo dos dois sistemas de incdgni-
Las, Xy, Vie X3, V7, 0btendo

. d d ot T v —b -k e = —— =
N ad = b A U ad =be |4 T ad —be A0 P wd-be |4
Consegiientemente,
o _fa B 'l diAl bflA] V[ d b
e d| T |-efldl a4 | TTA|-e @

Em outras palavras, quando [A] # 0, o inversa da matriz 2 = 2 A € obtida como a seguir:

(11 trogue os clementos da diagonal principal;
(21 toeme os negatives dos outros elementos:
i3 muliplique a matriz por 1/4) ou, equivalenemente, divida cada elemento por [A4].

23
Por exempla, se 4 = |:-d 5J1EI1I§-I:I|.'1|=—3=.|EIEI:I-.

1 : =1 -5
ORE 1A R

Por outro lade, se 4] = 0, nio podemos resolver o sistema para as incOgnitas x,, ¥, 1, o, e A niie exise,
Embora nie haja uma formula simples para matrizes de ordem maior, este resultado em geral € verdade.

Teorama 5-5: uma mairiz A € inversivel se e somente se tem determinante diferente de zero,

OPERACOES ELEMENTARES NAS LINHAS E ELIMINACAO DE GAUSS (OPCIONAL)
Esta secdo discute o método de eliminagio de Goauss no contexto de operagbes elementares entre as linhas.

Operacdes Elementares nas Linhas
Considere a matriz 4 = [a;]. cujas linhas seriio denotadas, respectivamente, por 8y, B, ... R, O primeiro ele-
mento nio nulo em uma linha R, € dito o pivd’, Uma linha s6 de zeros ¢ dita uma finka zero. Logo, uma linha zero

nEo tem pivh,
A sepuintes operaches em A sdo chamadas de operapdes elementares nas linhas,

[E,] Trogue a linha & pela linha 8, Esta operagio serd indicuda por: “troque £ ¢ R,".

[E,] Multiplique cada elemento da linha B, por uma constante ndo nula &, Esta operagio serd indicada por:
“multiplique &, por &7,

" N.de T. Maoariginal. lendieg, termo cuja radugio lieral @ de uso rare em ievios em poriuguits,
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[E,] Adicione um miltiplo de uma linha &, i outra linha B, ou, em outras palavras, substitua K, pela soma kR,
+ R, Esta operagiio seri indicada por - “some &8 ¢ /",

Para evitar fraghes, podemos efetvar [E,] ¢ [E,] em uma etapa, isto &, podemos aplicar o operagio seguinte:

[E]  Adicione wm miltiplo de uma linha B a wm miltiplo ndo nulo de outra linha 8, ou, em outras palavras,
substima £, pela soma kR, + £'R, onde &' # 0. Indicamos esta operacio por: “some kR e b8

Enfastizamos que, nas operagdes nas linhas [E;] e [E], apenas a linha &, & de fato alterada,

Motagio: As matrzes A ¢ B sio ditas linka-eguivalentes (escreve-se A ~ B) se a matriz B pode ser obtida de A
usando operaphes clementares nas linhas,

Matrizes Escalonadas
Uma matriz A ¢ chamada seerriz escaloads, ou dit estar em forma escalonada, se as duas condighes seguintes
CHOOTTE:
(i) Todas as linhas zero, se existic alguma, est3o na parte inferior do matriz.
() Cada pivd nio nulo esti i direita do pivd niio nolo da linha precedente.
Dhz-5e que a matriz estd na forma candnica por linkas s¢ lem as seguintes propricdades adicionais:
(iii) Todo pivd nie nulo € 1.
(iv)  Cada pivd ndo nule € o dnico elemento ndo nulo da sua coluna,
A miriz zero O, com gualquer nimero de linhas ou colunas, & um exemplo especial de uma matriz na forma ca-
ninica por linhas. A mairiz identidade s-quadrada [ € outro exemplo de uma matriz na forma candnica por linhas,
Driz-sz que uma matriz quadrada A estd na forma iriargeiae se os elementos da sua diagonal @, s, ..., T
530 o5 pivds ndo nulos, Logo, uma matrz quadrada na forma trangular & um caso especial de wma matriz escalo-

nada. A matriz identidade 74 o dnico exemplo de marnz quadrada que estd na forma tiangular e na forma candni-
il por himhas,

Exemplo 5,11 As seguintes matrizes sbo marizes escalonadas cujos ebementos pivds foram circuladios:

[l . B .
EI;"T?::E 3 6D 3 0 o0 4 o 4 7
0 oo 0 0@ a2 |oo@ |ewne@ oo -3, lo® 8
0040100 D5 0505 000 Laiogs © 2 0.0 ®

{0 zeros que precedem ¢ ficam abaine dos pivis em uma madriz na forma escalomadn formaom wm desenhe padriio
e forma de “escada”™, como indbcado actima pelo sombreado ) A tercelra malrz 518 na foema candaica por Halas,
i g a veroeirs coluna contém um pivd ndo nole @ mais wmoelemento niio nole, A primeirn matie ndo estd na forma
candmica por linhas, j8 gue alguns pivis ndo nulos nio valem 1. A dlima matriz st na formn trinnguolar

Eliminacao Gaussiana na Forma Matricial

Considere uma matriz qualquer A. Dois algoritmos sho descritos a seguir, O primeire transforma a matriz A em uma
matriz na forma escalonada (usando apenss operagies elementares nas linhas), ¢ o segundo algoritmo transforma
o matriz escalonada em uma matriz na forma candnica por linhas. {Os dois algontmos juntos & chamados de eli-
minapdo de Goawss),
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Algoritmo 5.10A4  (Eliminacio i frente) A entrada ¢ uma matriz arbitriria 4 = [m].

Pazzo I Ache a primeira coluna com um elemento néo nulo. Se ndo existir tal colunp, 5ALA. (Te-
mos a matriz zero.) Caso contrdrio, seja j, o indice desta coluna.

() Arranje de tal forma que ap;, % 0. Iso €, 22 pecessdrio, roque a posicio das linhas de
tal forma que um elemento ndio nulo aparega na primeira linha na coluna -
(B Use oy, como pivd para obter zeros abaixo de oy, . [sto €, para &»1:
(1) Fagam = —ay fa.
(2} SomemR, af,
[Isso substitui a linha R, por —(ay fay, )R + R.]

Pazso 2 Repita o Passo | com a submatriz formada por todas as linhas, excluindo a primeira linha,
Denctamos por f, a primeira coluna na submatriz com um elemento nilo nulo, Portanio, ao fi-
nal do Passo 2, temos ay, # 0.

Passo Jar+§ Continue o processo scima alé que 3 submatniz ndo eaha elementos nio nulos,

Enfatizamos que, a0 final do algoriime, o2 elementos pivd serio

ﬂ'|.|l.-l:||3|;__. v oa gy By

oncde rdenota o nidmero de linhas ndo nulas da mainz escalonada,
Observagio 1; O ndmero ne Passo 1{b),

ap cocficiente o ser deletado

iy pivi

& chamado multiplicadear,

Observacio 2: A operagio no Passo 1 (#) pode ser substituida por
“Some —ag 8w oa /85

[ss0 evitaria frages se todos os escalares fossem originalmenta inteitos,

Algoritme 5.10B  (Eliminacio para tris): A matriz de entrada A = g, | es1d na forma escalonada com
elementos pivid ay, . oy, .. dy

Fasse 1 {a)  Multiplique a dltima linha ndo nula &, por | /a,, . de tal maneim que o elemento pivi se-

jaigualal.

by Use g, = | para obler zeros acima do prvd, Istoé, parai = r— 1,r- 2, .., i

(1) Fagam = —ay,.

(2} SomemB, a R,

Em outras palavras, aplique a operagio elementar entre s linhas

“Some —a, R, 0 R”

[ls50 substitui a linha B, por —a, K, + 8.
Passo 2ar—1 Repita o Passo | para as linhas 8, & 5. ... ;.
Passo r Multiplique &, por /o), .
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Exemple 5,12 Ache a forma candnics por linhas de

1 2 -3 1 2
A= 11 4 =4 & 10},
6 -6 9 I3

Primemamente recheza A & forma escalonads wsamlo o Algoritmo 10,54, Especificaments, use a4, = 1 coma
urn pivd para obier zeros abaixe de gy, 1510 €, aplique as operaghes sobre &5 linkas “Some -2R, a B,” ¢ “Some =38,
a ", Entdo wse @31 = 2 pome pive para obler ) shaixo de dq, i80 &, apligue o operacio sehre linhas “Some — 1} My

a B, Obtém-se
1 2 -3 1 2 1
A~ 0 2 4 6]~
¢ 0 36 7 (1] -

Aomatriz A estld azors na forma escalonada.
Aporn use ¢ Algonitme 1058 para redozir A i forma candnica por linhas. Especificamente, mualiplique Ry por
- £ el tal maneine gque o pivd seja dis = L e use @i = | como pivid para obler 2ems na parte SUPErKN SO s opera-
gies; “Some —6R, 0 R.7 ¢ “Some 2R, o B”, Obidm-se:
[T
40
a1

1 2 -3 1 2 1
A~ |0 0 24 6|~ |0
0 0 o o1 i

Multiplique &, por 4 de tal maneira que o pivh @y = 1, ¢ entiio use ax = | como pivi pars obter (1 na parte supe-
rior pela aperagiio “Some AR, o K7, Obiémese

1 -3 1 0
A~ )0 I 2 e
] ool

A diltima matriz ¢ a forma candnica por linkas de A

= = ]
=0 b el
L=
(3 AN ]

= D ba
(=

o O
= hd =

120
0 o 1
T on

Ll = =
—_

O Algoritmos 1005A ¢ 105B mostram que gqualgeer matny € hinha-equivalente o pelo menos uma matriz na
forma canbnica por linhas (chamada forma candnica por linkas de A).

Solugao por Matrizes de Sistemas de Equacgdes Lineares

Considers um sistema 5 de equagtes lineares ou, equivalentements, uma equagio matrcial AX = F com matriz ao-
mentadn W = [A, B]. O sistema € resolvido pela aplicagdo do algoritmo de eliminagio Gaussiana a M como a se-
guir,

Parte A (Redupde): Reduza a marriz aumentada M A forma escalonada, Se wma linha da forma (0,0, ..., 0, B, com
b # [}, aparece, entio pare. O sistema ndo tem solugdio.
Parte I (Substituicdo para frdsy; Reduzea o matriz sumenisda M b sea forma candnica por linhas,

Aodmics solugEo do sistema ou, quando a solugio ndo & dnica, a forma com varidvel livre da solucio € facilmen-
1 obtida da forma candnica por linhas de M.

O exemiplo seguinte aplica o algoritmo acima a um sistema § com soluglo dnica. Os casos em gue § ndo tem
wolugdo ¢ em que 5 tem infinitas solughes sio mostrados no Problema 5.32 e 5,31, respectivamente.

Exempio 513 Resolva o sistems:
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Reduza o mariz anmentada M & forma escalonada e depos i forma candnica por limhas coms @ seguir,
2 1 3 P 2 5
—ll'-' I =11
=2 =] 5 n -8 =4 i —IH —H4

i .
hn -1
I k]

Poranta, o sistema tem a soluglo dnica x = 2, v = -1 ¢ 2 = 3, ou, equivalenemene, o veor m = {2, =1, 31 Matamas
que & forma cscalonsda da marie M indicava que @ solugiio er dnica, una vez que correspondia 8 wm sistema
triangular,

Il
ke —

A B

|

-

i

B

!

=

1

Lk

l
o - IS'I
1 I'.I

Lo O o

Inversa de uma Matrizn x n

Considere uma matriz 3 x 3 arbitrinia 4 = [a;]. Determinar A = [xy] se reduz a caleular a solugiio de s siste-
mas 3 = 3 de equacdes lincares. As matrizes aumentadas desses ks sistemas 530

ay My o | @y @z ey 0 ayy my oy 0
dy @ dpn 0, @y @ dan 1. @y dpp ap 0
@y dn dap 0 @y @ an 0 ayy @y ay

Naote que a mariz orginal A € & mairiz dos coeficientes de iodos os s sistemas. Note ambém que as més colunas
de constantes formam a matrz identidade £, Esses tiés sistemas podem ser simullaneamente resolvidos pelo algo-
ritma seguinie, que vale para qualguer matrz s = ",

Algoritmo 5.10C  Determing o inversa de uma matriz /= o,

Pasze ! Forme a matriz g« 20 M = [A, []; isto &, A esti na metade esquerdn de M. e 0 Matriz identidade T es-
td na metade direita de M.

Passe 2 Reduza M por linhos i forma escalonada. Se o processoe gerar uma linha zero na metade A de M, entio
peere (A ndio tem inversa). Caso contrdrio, a metade A esid agora na forma triangular,

Paszo 3 Reduza M A forma candnica por linhas,
Mo~ (1,8

onde § substituiv A na metade esquerda de M.
Passo 4 FagaA™'= B, onde B ¢ a matriz que estd agora na metade direita de M.

1 o 2
A=132 -1 3
4 I 8

Forme a matriz M = (4, Ne reduza M & forma escalonada-

1ozl oo 1 0 2' 1 00 R
M= |2 -1 3j0 01 0f~J0 =1 -1,-2 1 0f~J0 -1 -1,-2
41 840 0 | 0 1 044 0 | 0 0 —1y-6

Eﬂm-_nia 514 Aches amversa de
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Ma formn escalonada, 0 metade esquerda de M esti nn forma tiangular; logo, A € inversivel. Depois reduza A b san
forma candnica por linhas:

I Dal-u 2 2 1 0ot 2 2
0 -1 0 4 0 —1|~010;-4 0 |
0ol 01y -1

6 -1 -1 0 6 -1

A matriz identidade esti na mednde esquerda da matriz final; portanto, o medads direita ¢ A~ . Em outras palavras,
-1z 2
A= -4 0 1
6 =1 =1

5.11 MATRIZES BOOLEANAS (ZERO - UM)
Os digiros bindrios, ou bits, sio os simbolos 0 ¢ 1. Considere as operagdes seguintes com estes digitos:

t_iﬂl % |0 1
0o 1 B0 o0
LLr o 1o 1

Entendendo esses digitos como valones Idgicos (0 representando FALS0 ¢ | representando VERDADEIRC), as ope-
ragles acima correspondem, respectivamente, is operaghes [Ogicas OU (v e E (a); 1810 €,

v | F W Al F W
#ﬁ F| F F
W W W V F W

[As operacies acima em 0 e | sdo chamadas de operagdes boolearas, uma vez que também cormespondem bs ope-
ragoes da dlgebra booleana, discutida no Capiwlo 15.)

Seja A = [a,| uma matriz cujos elementos sdo os bis 0 e 1 sujeitos is operagies booleanas definidas acima.
Entdo A ¢ chamada marriz booleana, O produte booleana de duas tais matrizes € o produto useal, exceto pelo fato
de que agora usamos as operagies booleanas de adigho e maultiplicagho. Por exemplo, s

am[l o] e m=[s 1] o am=[pi0 itil=[0 1]

1 0+0 1+0 01
Podie-se mostrar facilmente que, se A ¢ B sdo matrizes booleanas, o produio booleano AR pode ser obtido caloulan-
do o produto wsual de A e B e depois substituindo todo digito ndo nule por 1.

Problemas Resolvidos
Vatoras
51 Sejan = (2, =7, 1), ¢ = (=3, L 4)ew = (0, 5, B). Ache:
(@l w+e, (b e+w (o) =3 ey —w,

{ah  Some os componentes come spondentes:
u+pr={2-T1+[-304=2-3-T+001+4)={-1,-7.5

(B} Some us.ummununlsrnmqmrd:nl::::
v (=3, 0,4) 4 (0,5, —8) = (=3 + 0,0+ 5,4 - 8§} = (=3, 5, —4)
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ich  Muluplique cada componente de n pelo escalar -3,
—Ju=-32-T11=(-621.-3)

(d)  Troque o sikal de cada componemte ow., equivalentements, multiphgue cods componente por -1;

- = —|:|:| j-. —3} = I'|:| —j.ﬂ'l'

B2 Sejam i, e e woos vietores do Problema 5.1, Ache: (a) v — o (0) 2w + 3o = 5w,

Primeiraments efetue o maliplicagdo pos escalar e depods a adig®o de verones,

(@) 3u—dr=32-7,1) - 4(-3,0,4) = (6, ~21,3) + (12,0, —16) = {18, =21, —13).
thl  2u+ Jor— G =
L =T,1) & H=3,0,4) =505 =8) = (4, =142} + [=2,0, 12) + (0, =254} = (-5, -39, 5.

53 Sejam p, v e wos vetores do Problema 5,1, Ache: (@) v (B a-wy ) er-w
Multipligue os componenies comespomdentes ¢ entiio some,

(@) wer=2-3)-T0)+1{4)=-6+0+4=-2
) wow=20] =)+ 1 [-8=0~-3F~8= =43,
(e} pows <MO) 4 05} +4[-B] =0+0-32=-31

84 Ache |uf| onde: (o) u= (3, =12, -4); (b} w= (2,38 =7}

Primetramente ache fi]* = - u elesanglo os componentes 20 quadrsdo & depois somando. Entho. |1 = 1'."| wll®.

@ =3P+ (=10 4 (=4 =9+ 144 + 16 = 169.
Partanto,||u | = T69 = 13.
i) Pull = 4 +9 4+ 64 & 49 = 126. Portamo, [|uf| = 126

58 Achexeysax(i, 1)+ w(2=1}=(14%L
Primesramente multiphigue pelos escakares x ¢ v ¢ depois wome.

ol 1+ w2, =1} = (xxl4+(2y.—v] = (x+2px—-3] = [1,4)

Ckois vetores sho igaais apenas quando ssus componentes correspondenies s30 iguals; portanio, iguale of companentes
cormespondenes para obler x + 2y = 1 & 1=y = 4, Finalmente resolva o sistema de equagtes para obier s = Jev = =1,

] =] 3
546 Suponha que v = il,e= Sle w= | =1 |. Ache: {a) 5o — 2o (F) —2u + 400 = 3w,
—d 2 -2

5 -1 257 2 Ly}
@y Sw-2w=5 3|2 5|= 151+ | -l0| = 5.
=4 2 =20 | 4 —24
—-10 ~d [ =9 21
B —2u+tde—Jw= G|+ | M) 1] = 17
b ] | 6 22
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Adigdo de Matrizes e Multiplicagdo por Escalar

— | | 2
57 Dm:ll:ls.4=[31 - é]:ﬂ=[ﬂ ; _5]-.ﬁ¢he: (a) A+ B (b) 34 e —4B.

(@) Ache os elementos comesponentes:

1+1 24(-1) =3+2] _[2 1 =I]
B -2 |J

Avli= [4+n 543 B3

(B Mulupligue cada ebemento pelo escalar dado.

w30 3T 3-3]_[3 6 -9
Sla4) -5 ) | T (12 <15 IR

-4(1) —4-1) —4[13] _I—d 4 -n]
Sl

Saf e ’-4;:]] _&(3)  —4(-5) —12 20

| =2 3 i o2
55 Ath:M—3E,mdca‘!=(¢ 5 _ﬁ]:3=[_.|, 1 Hi]'

Prieneiramente efetue a muliplicagio por escalbar ¢ depois a adigho de marizes.

[z -4 6] -3 0 -6]_[-7 -4 0
“—35—[3 10 --I2]+[2I -1 -2 ‘[29 7 —:m]

(Mote que multiplicamos B por -3 e depois somamos, no logar de multiplicar & por 3 e depais subtroinmos, Em geral, is-
S SVl eTTas. )
x 6 N 4 .1:+}-'!I
1 2t r4t 3 _1
Primeiramente escreva cada Eado come uma dnica matriz:

iv ) ] x+d xdy+b
= % | |z4+r-1 H+3

59 Achex, y, 2,1 onde 3[1: ’:] =

=
-

lguale o elementos comespondienles para chier um sislema de qualro equagies.

Iv=x+4 2=
Jr=x+yr+48 Iy=Hb+x
=z4+1-1 o x=if=1
=+3 i=13

Aslugiodx =2, y=d,z=1,1=3,
510 Prove o Teosema 5.1(v: kid + B) = kA + kB,

Sejam A = o] ¢ B = [b]. Emdo, o elemento ifde A + B é ay + by, Pomamo, kg, + by} ¢ o clemento Jf de & (4
+ ). Por oulro lade, os elementes i de &4 e 25 3o j;'ul:l ¢ .I:bu_ respectivamente. Porlantba, k"'l.' + .I:.[.u £ o elemendn i,
Entretanto, para escalares, Efay + by) = kay + kby. Logo, ki A+ 8 je kA « k8 edm o5 mesmos elementos . Portanen,
Eid+ M=k 4 k0

Multiplicagdo de Matrizes

5
f

511 Calcule: (&) [3,-2, 5 [ |] i 2, -1,7.4 :;
i)

o
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Multiplique os elemenios cofmespondentes ¢ emlio some.

6
(a) |3-.-:-:,$|[ :]=3[ﬁ}-1{13+5[-4]=m—:-zn:-a..
4
5
B |2 -1.7.4] :; —10+3-42436=T.
3

512 Denote por{ e s ) uma manz rx s Ache o dimensio das mainizes produo definidas;

(@) (2x33x4) o) (1x2)3x1) (e} @x3x
)@= x2) () (SxD2xI () 222 x4)

Em cada caso, o produts & definado s2 os abmenes ntemas sdo igaais, @ entiio o produlo Lerd o dimensiio dos nime-
ros externos na ordem doda,

@ 2x=4 (e} Nio definido (e} Mo defimids
[h:l 4x2 I:EI'] 5m 3 (fy 2=4

513 Scjam A = [.', "‘”-.- B= E HE: _2]. Ache: {a) AB; (B) BA.

(el Comodé2=2eB¢2=3 oprodto AR & definado ¢ & uma matriz 2 = 3. Pasa obier a primeica linka de A8, -

—4
pligue a prieneira linka [1, 3] de A ptlaan:nlurus[i]. [ E] [ 6]&E.n:ﬂp-n:mamr:m:-:

| B 2 .0 =4 _[l[lfl-i-:'-[.‘ﬂ il = 3=1) 11:—4:-4-3[6]]
i =1 3 =2

I

Para ober os elementos da segunda linha de A8, mulipligue a segunda linha [2, -1] de A pelas colunas de B, nes-

pectivamente:
1 3 L o —d4 B 11 ~f 14
gl |3 =y 26| |4-3 042 -8—4)

11 -& ]d-]

Porianta AR =
[] 2 -4

() MNoteque Bé2xIeddd =] Coma os ndmeros internos, 3 e I, ndo siio igunis, o prduio BA nie € definido,
1 &[4 0 1 6 2 | I & 1
5.14 Compute: (a) [_3 5”1 —I]" =) [_3 5] [—?]" () [—ﬁ] [_3 Sl: {d) [6][3.3!:

(e) :z,-q[_:__].

Ged O primeeino fator & 2= 2, ¢ o segumdo d 2 = 2 logo, o prodato ¢ definido ¢ € wma matriz 2= 2
1 &][4 o] [ a+12 n|11]_ 16 ~f
=3 §[|2 =1 |=12+010 O=5 | |=-2 =3

Copyrighted material
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(b O primigire fator € 2 % 2, ¢ o segando € 2 2 15 logo, o produto € definido ¢ ¢ uma matriz 2% |
- 42 —40
3 5 -t — 3-5 —-41
il

O primeire fator é 23 1, € 0 segunde & 2% 2, Como os ndmeros intermes, 1 ¢ 2, sdo diferemes, o produto nbo & de-
firid,

() Agui o primeiro faver & 22 ¢ oscgunde ¢ 1 = 2 bogo, o produte & definido e & uma matriz 2« 2:
||3,. Mz ynl_[3 12
67T 1603 620 ] |18 12

{el

O prameiro fator & | x 2, ¢ o segunde ¢ 2= 1 logo, o produte & definido coma uma matriz | = 1, que escrevemos, ti-
picaments, comp wm escalar

[z--ﬂ’_” = -6 =24+6=8

515 Prove o Teoremn 5.2 (ABW = A[BC).
Seinm A = [a ), 8

= |be| & C = [ey,]. Aldm disto, sejam A8 = § = (5] ¢ BC = T
Entdin,

= [ry]-

m
L ﬂ‘.|-ﬁ'|t -+ er,:h;“ R ﬂ.,..l"_..g = Eﬂyt‘#
i=l

i)
g byog o+ Baes + o ey = Z.EAIM
ad

Agorn. multiplicando § por O i, (AF) por ©, 0 elemento na i-ésima linba ¢ j-ésima coluna da matriz (AF)C ¢

L]
eyt Egey F oot Slay = E sy = EE{E by Jew

eml j=|

Por outra lado, multiplicande A por T, ie.. AR por BC, o elemento na i-sima linha e j-ésima coluna da matriz
AIFC)E

w w A
dylyy+dply + -+ @glae = E nl,;,-rl,.- = E z ﬂ..ll:b_'j. I.']_,l:l

am=| k=] el

Como as somias acima s iguars, o iearema eskd provado

Transposta

E16 Ache arransposia de cada matriz

L a s 123 2
A= I:_Il 1 _g:IE =12 4 35 |’_‘=[l.—3-5-—]‘]'. = -4 1.
I 58 6 L

Reescreva as linhas de cada meiriz como colunns para chier as iransposias des matrizes

17 | 23 B
AT=-2 s, B =24 s =70, DT=[2-44
1 -9 3% 6 :

=7

{Mate que B = By uma tal matriz £ dica siredteica. Note tamibdm que o transposta do vator inha © @ um velor coluna, e a
transposta do vetor coluna O ¢ um velor Haha )
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i 2.0

517 Ec_in-'!=[3 14

].;..;11.:; {a) AAT; () AT A.

1 3
Para obter A", reescreva as linhas de A como colunas: A' = ll I] Emido,

i} 4
R N -
| 20 I+44+0 3-2+0 3o
:r— - - -

@) A4T=13 _] 4][; 3 " l3-2+0 9*|.+|ﬁ] ’| %)

B 3 I 0 (149 2-=3 0412 m -1 12
B ATA= 2 - [_,_ a2 g 0-a <1 s sl

0 4 0212 0-4 0416 12 -4 16

518 Prove o Teorema 5.3y (48)7 = 8747,
Suponha gque A = [a,] & 8= [k ] Entio, 0 elemendo i de AH &
'“'ulhl_l + ﬂl'.“hh o ﬂ'm'r:.n,l

Partanto, { 1) € o elemento ff (ordem reversa) de [A8)7

Por outro lado, a coluna § de B tomna-se a linka f de B ¢ a linha § de A wma-se coluna ¢ de 47, Conseqientemente,
o elemento jjde B AT ¢
)
:b‘h:. b;-_|..'-' .Ell-u] HI-.I = -b.:lﬂd - II-"';_.ﬂq 4o Elm.ﬂ“.

Poranto. { A8)"T = & A7, ji que os elemensos comespandentes siio i guais,

Matrizes Quadradas
E19 Ache adiagonal de cada uma das matrizes sepuinbes:

i i
_ -2 3, 12 -3
1.-!]] A= i :; E:ll {b} B = [ -4 i 4 5]' ':"-}C_ |:4 - 'E':|

() A dizggonal consiste nos ebememos do canto superior esquerdo ao canto inferior direivo da matriz, iswe & o8 clemen-
oy, il @ any Portanto, a diagonal consaste nos escalares 1. -5 7.

(b1 A diagonz| consaste no par [f= 26 0+ 3],
(e} A diaponal € definids apenas parm matrizes quadradas,

I il

520 Seja A = [4 _i].ﬂ.n:he: (@) 4% (b A,

r L, [V 21 2L
w a=aa=[} [} -

1+8 E—ﬁ-_ 9 -4
4=12 H+'§|‘._ =8 17|

' . 1 2] 8 —4 g—16 —4 +34] [-7 10
(B} A" =Ad '[4 = 17" w44 16— " |0 -7



521 Sejam fix)=2x' —dx+ 5 e gx)

gt _dacepoal=T 3| _,1 2 1
SA) =247 — 44 5."_1[&“ _ﬁ'.'] -1[4 3 +iﬂ !
Entbo mubtiplique cada matriz pelo sew respective escalar
= |4 50
“‘*]=[Lzu Hd]: ’—15 ] 0 5]
Finalmenie, some os elementos comespondsnies nas marizes
. [=ld=4+5 60-8+40 | _ [-13 52
f[‘“‘[mﬂ-mm -1344-1245]‘[1[:4 —m]
i) Compate gia) primeiraments substitwindo x por A ¢ | 1 pe termo constanee 1] em gl x)
: & —i] [ | i 0
= A" - = P4 —
plAl=A4"+24 - 114 [—H ”5.1[ _3] “[I:I l]
[ a —-1 —II LA
~F —1|"' 0o
(Comse grA) = 0, a matriz A & wm zero do polindmio gx).h
Determiranies e Inversas
£22 Compute o determinante de cada matriz:
4 5. -1 7] L |a—=h L a—h
@[22 o2 e[t @

523

(5 gl A).
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(@) Compate f(g) primeiramente substinsindo x por A & 51 no termo constante § em /(1) = 26 — dx + 5

Use a famala |:’ :!—mf—hr para obier:
i b
) -3 —2|=‘|:_'3|_5|'3':'-_ B4+ 15=T.
.3 T N ) .
®) i 5|=‘f-i5]—'i".'|}:l=—lz+|:|= -1

. a—fb b

e} b a+h
= i

(af) @ a+h

Ache o determinanie de cada matriz:

1 2 3 4
(@) {4 =1 31} by |0
o F -1 ]

[Fugesuio: use o diagrama da Seglo 3.9.)

=(a-blash)-W =g -8 - b =a - 2.

= +2x-11

ﬂ+&r'

= x° 4+ 2x — |1. Para a matriz A do Problema 5.20, ache: (a) f{A);
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I

(@p |4 =2 A =2+0+60-0-15+8=55,
a 5 -1
4 -1 -2

i 0 2 =3 =R+ 4+0+204+24+0=04T
5 2 1

=3 4

(el 1 2 A =M-9-B4E8-12415=14

=] =2 5

EX Ache ainversa, se peasivel, de cada marriz:
5 3] 2 =3 (-2 &
@a=[3 3 we=[} 3 w@e-[73 3

Purn uma mininz 2 % 2, pee o fdrmela desepvolvada na Sechn 5.9.

(@) Primeiramente ache [4] = 5(21- 3i4) = 10=12 = =2, Depois. trogue o pesichie dos elementios da diagonal, womes os
negativos dos clemenos na antidiagonal ¢ mubtipliques por 1/]4]:

-1 ]

(h)  Prmerrameste ache B = 2(3)— (-3)(1) = 6+ 3 = 9. Depois, irogue a posicho dos clementos da diagonal, some og
n:pli.m dos elementos na antidizgonal e mulnpligque por ]I-"|.ﬂ'f2

3[4

(el Primeiramente sche [0 = -2(-21-6{3) = 18- 18 = 0, Come )07 = 0, © nla tem inversa,

A=

b | =

1 =2 2
8§25 Acheaimversade A= |2 =3 &
| 1 7

Forme a matriz M = (A, ) ¢ reduza M por Bahas para a forma escalomads:
y1oa b =212 100 | -2
g0 0~ f0 P2 =20 ]
[ EN i

-1 01 1]
Ma forma escobonada, o melade esquerdn de W estid na forma triangular; portango, A tem inversa, Agora reduza 8 por li-
nhas i forma candnica:

1=z 001 -6 2] U0 0'2 16
M~|0 10y 8 -5 2{~[0 1 0, 8 -5 2
0 0 Li=5 3 1) o0 1y-5 3 -]

A matriz final tem a forma |1, 47"} isto é, 4™ ¢ 2 metade dircita da dlima matriz. Portanto,

2T =l &
A '= | # 5 7
1

-3 3
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1 3 =4
X Acheainversade = | | 5 =1
J 13 -6

Forme a matriz M = [&, [] e reduza M por linhas b forma escalonada:

13-4:“}& 13-4:1:10 13-4}1nn
M=|1 5§ 1,0 1 0|~ |02 3 -1 1 0f~[02 3,-1 10
313 —630 0 1 0 4 6,3 0 1 iy-1

Ma formas escalonada, M rem uma linha fero no sus metade esquerda; isio €, B ndo & redutivel por linkas & forma triangu-
lar, Consegjidentements, B ndo tem inversa,

527 Seja A uma matrg inversivel com inversa B, Em outras palavras, AR = BA = [, Mostre que a matriz inversa & ¢
nica.

Sejam §, e 8, duas inversas da matriz A, Emoowtras palavras, AF, = B d =1 e A8y = B4 = [, Emiio,
B =BT = By[dB;) = (B A)B; = I8 = .

528 Suponha que A ¢ B siio matrizes inversiveis de mesma ordem. Mostre que AB & inversivel e que (AB) ™ =
&la
Temos

(ABE A = ABE " A = ATA m ™ = T

(B A AR = B AT A= IB=F'B=1]
Portamo, B~ A" & ainversa de AR istoé (A8 = 547

Matrizes Escalonadas, Redugdo por Linhas, Eliminacio Gaussiana
529 Trogque a posigio das linhas de cada matnz para obter uma matnz escabonada:

o1 -3 4 6 000 00 022122
@40 2 5 =30 @)1 23 4 5 @031 00
oo 7 = & 005 -4 7 00000

(al Trogue o primeira e o seganda linhas,
(b1 Lewea linha 2ero para a pane inferior da matriz,
(ch  Menhuma troca de hinhas pode levar o uma matnz escalonada,

M Reduza por linhas a mairiz seguinbe & forma escabonada;

I 2 =30
A=|2 4 =2 12
I 6 —4 3

Use a, como pivh para obter zeros sbaixo de g2 isiod, apliguee o operagdo emre as Hahas “Some - 28, a 8, ¢ “50-
me - 38, a &,", [s50 leva & mairiz
I 2 =3 0
L | T

o0 51
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) |

532

533

ApOra e iy, = 4 como pivd para ohier um fero abaixo de a,,; 500 & aplique o operagio sobre as linkias “Some - 58, &
4R," parn obter a matriz

1 2 =30
a0 4 1
o0 o2

que estd na forma escalonsda.

Cueais das seguintes matrizes escalonadas esdo na forma candaiea por linhas?

I 2 =30 1 01 7 =50 1 & 5 0 2
00 5 2 -4, [V VR | S T o1 204
o0 o 7T 3 LI IV 1 I o oo 17

A primeira matriz ndo esid na forma candmica por linhas i que, por exempli, dois dos pivis niio-nalos o 5 ¢ 7, ¢
niin |- Adém disso, hd um elemento nilio-pulo ocima dos pivis ik nules 5 e 7.4 segunda ¢ a erceira malri zes esdio na for-
min canbmica por linhas,

Reduza a seguinte matriz & forma candnica por linhas:

1 -2 3 12
A=|1 1 4 =1 3
2 5 9% - 8§

Frimeiramente reduza A & forma escalonada aplicando as eperaghes “Some - 8, a B, ¢ “Some - 28, a /", e entiin
& operagho “Some - 3R, a B, Essas operagibes levam i

1 =2 3 1 2 !l -2 3 1 2
A= |0 3 I =2 1{~(0 3 1 =21
o9 1 —4 4 a o0 o

Apora use n substifuigilo para irds na mairiz escalonnda para obter a forma candnbca por Hahas de A. Especificamente, em
primeino lugar multipligue 8, rxu'l_. para abter o pivih gy = 1. entio aplique os operagdes “Some IR, a B, ¢ "Some -R,
a R,". Eszas operaghes levam o

[T S .

]il ] 7

P

Faque ay; = 1, ailima mairiz € a forma candnica por linhas de A, como desejado.
Resolvi o sistemi sepuinte usando a mairiz aumentada W
x4+ =1
2+ bhr—Sr—H =7
Reduza & matriz aumentads M 4 forma escalonsda ¢ depois i forma candmica por linhas:

M_[Il—] 1 3] 13 =2 '-"m“}“'”ﬁ
6 -5 =37 00 1 =5 1) (00 1 =51
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534

Escreva o sistema comespondents b forma candnica por linkas de A, isto &,
X4 dy =Uf = 5
r=q=1

As incdgnitas ¥ e 2, que aparecem mais A esquerda na forma escalonsda do sistema, 3io chamadas varidveis hdvicas, @ as
inchgnitas remanescentes v e ¢ 550 chamadas varidveis [ivres. Transfim as varidveis livres para o outro lade para obter a
sodugdo em fungiio das varidveis lvees .

X o= Je Jy e B
ze= | 4 5t

A forma pararsdrrica da selugio pode ser obtida tomando as varidveis livies como parimeiros, por exemplo, v = aef =
b Esse processo permite conclair
¥=%5—3a4+0r ¥ =a, z=1+5h, r=h o w={5=3a+% a 1+ 55 A

{gue ¢ uma owlra forma da solugio),

Uma solugdo particular do sistema pode ser agora abiida pela associacio de valores &5 varsfiveis livees (ow pardime-
tros) e resolvendo para as varidveis bdsicas usande a forma em varidveis livres (o parameéirica) da soluglio, Por exemplo,
fazendo v = 2er= 3, oblemos x = 36 e 2 = 16 Ponanto,

x =24, y=2 =l r=13 on w= (26,2, 16, 3]
¢ uma solugio particulas do sistema.
Reaolva o sistema seguinte usande a matriz aumentada M
X4 y=2r4dr=35

x4 dy=3z4 =4
Ix+3y—dzr—2r=3

Beduza a mannz aumentada & 5 fornes escalonada ¢ depois b forma candnica por linhas:

1 1 =2 4 5
M=|22 =3 1 4|~ R
3 3 4 =3 3 001 -7 -4

212

I -2 4 5
3 ]‘“[I]D—H} =1

(A terceira linha da matriz & excluida, uina ver que & mibltipla da segunda @ resaltard em wma lnha nala)

Escreva o sistema correspondente i forma candnica pore linkas de M ¢ entfio ransfira as varidveis livres para o cutno
latlo para ohter o solugdo em funcio das varidveis livees;

x4y = = =7 < entlio x==T—yp+ I
F= MW= < p==h4T

Auqai, x e 2 shoas varidveis biisicas, e v e r sio as varidveis livres,

235 Resclva o sistema seguinte usando a matnz aumentada M-

x—dy4+dzr=2
2x=3p45zr=13
v —dp 4=

Primeiramente reduza por linkhas a matriz aumencada M & foenss escalonada:

" M.deT. Maariginal, free.variable form,
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Ma forma ewalonada, a veroeira linha cormesponde & equagio degenerada
Ox + 1y +0:=3

Fomamio, o sisiems ndo tem solugho, (Mote que a formn escalonsda indica se o sistema tem ow ndo selegho.)

Problernas Variados
I o0 n1 1

53 Scjam A= (0 0 1|e8=[1 0 0|marizes booleanas, Ache os produtos booleanos AR, BA ed’,
I 1 0 LI I

Ache o maine proclelo usual @ substitus 1.|_|.|ul-|.|u.-.r escalar ndoe-nulo [l 1. Portangi:
o1l [ | o 0
o1 ol; Bd=[1 0 0f: A=|110
I 0t 1 o1
1

. 3 X
537 54!}3 A= |:4 3 ] erh Ache um velor columa ado milo i = [:‘] Lal gibe Ap = Ju. (h) Detereva todog os valo-

AR =

res que satisfazem o ttem anterior,
fa)l  Mome primssiraments a equagio na forma neaitrcial Ay = 3w e depois escreva cada lado comso unsa dnica marmiz (ve-

fores codlumal;
1 [« 1k " [ &+ 3y ix]
4 -3||¥ ¥ I-H. -3 |3
[guale o elemenios comespondentes para phier wm sstema de squagies ¢ reduza o sistema i forma escalonsla.

a4 By =3x Iy —3p =1 2x=dy=1 e Ay )
dx— 3y =3y - dx — Gy = s (LR " T

O sistema s¢ redez o ama equachs lingar {ndo degenemda) com duas incdgnitas e, portanto, tzm um mimeno infini-
1o de solugfes, Para ohler uma solugio ndo nola, wme, por exemplo, v = Xoentfio, x =3 Ll:'lg-lh, = [.'!-, Ej'ré ama

solugho nde nula, comoe desejado,
i) Para achar a solwgie geral, faga v = a, onde a ¢ um parimerro. Substioag v = @em Yo — 3y = 0 para ober x = 302,
Loga, & = [3a72, @] representa todas as solugbes em questdn,

Problemas Complementares

Velores
EM Sejamu =0, -4, = {55 1pew =L 1,30 Ache: {ad 3w — 2o () 4w — v — 3w () Su+ Te — 2w

539 Para os velores no Problema 538, ache:
darpow-de, ar-wn w-ws (B el [lells ).

S Segam w={2, =10 =3L e=(L=-1,=-L3ew= {13 =22 Ache; (&) e = 3pc (b)) S = 30— duw
(e = 2o =2wry A hwr-pe wew, w2 el Bl [|w).

1 2 3
241 Sepam ow= 1: 3].r'= []]L"IF:[—E].MM:[H]iH—h‘, ) 2u+ dp — B, (chu-w, W, Fow
-4 5 i}

() [|ad], Bl 1w
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542 Achevey, onde: (a) x(2.5) + (4. —3) = (8.33); (B x(1.4)+ (2, -5 = (1.2).

RERENE!

EAY Achex v,z onde: x

Operagbes entre Matrizes

s problemas 344 a 5.58 se referem 4 segainnes nesinzes:
|1 1 ) 50 I -3 4] i 7 -l
"‘[3 -4]' ”‘[-a Tl r*[: 6 -5]* ““[4 8 9]

544 Ache (g) 54 - 28 (B)C+ D; i} 2C- 3D
545 Ache (@) AR, (&) 84,

546 Ache (a) AC; (B AD: (&) BC: (d) BD.

547 Ache (A", W™ @ cTe oot
548 Ache (o) A = A4, () B = BB, {0) ' =0CC
Ok problemas 549 a 552 se referem A sepuintes mstrizes!

7 -3 0
a:[{" ‘; :] a‘::[‘l1 '2' ;] c=| 5 -1 -4 2|, Dpe
-1 - 1 0 03

[
| EE—

549 Ache (@) A+ B (M A4LC ()34 - 4R
B850 Ache (o) AB, (8) AC; (¢) AD,

551 Ache (o) BC. (B BD; () O

552 Ache (a) AT: (B ATE (e ATC

-t

553 Sgad= ; EJ Ache uma mariz 2 = 3 B com ebemenios distintos 1al gue AR = (L

Matrzes Quadradas
554 Ache a dingonal de cada main:

2 -T &8 I I =9
@ |3 -6 -s|: @ |3 JC H 3 E]
-

2 -5
L L S:jad—[3 | |- Ache:

) A e A% (B) F(A), onde Fix) = & = 2% =% (¢} g 4), onde gix) = x* = Ix+ 17,

. 4 -2
556 S:jnB:[l _E].Auh::

i) B e B (B) (B, onde f{x) =« +2x — 12 (c) giB), onde gix) = & = Ix = 6,

~4] ;
ME Ache um vetor coluna nio nuke w = [:] inl gue Aw = die,

BB BHejn A= ’i
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Determinantes @ Inversas
5588 Compuie o determinante de cada mairiz:

2 5] 6 1] 4 -5] (1 0], -1 B
(a) l"‘ o @ [.1 .:I' kel [u ::]' CEN | |l' ) [-5 -2]'
559 Compuie o delerminande de cada matriz:
I =2 —4 -2 -1 4 T & 5
AR 1 B S T [ R 6 =3 -Xf: gy (L 2 1{.
0 & ! 4 | 2 i =2
a0 Ache o inversa de cadn mainiz (s existir):
T4 (2 3 4 -4 R
S
61 Ache ainversa de cadn matnie (s existir;

1 2 -4 1 =1 1 1
-1 -1 1; A= I -2[; C= 12
2 T -1 1 i =1 51

Matrizes Ezcalonadas, Reducdo por Linhas, Eliminacdo Gaussiana
562 Reduza A & forma escalonada ¢, depods, b forma candmica por linhas, onde:

2 r -3 1
ok o A=|3 -1 o o4,

)
4 <5 6 =F 7
2463 Usando apenas (s e 15, liste indas as possiveis mainizes 2 = 2 na forma escalonada,

(=1 ]

A=

Hd LA
1
e Gpd
| I

e b
i ek =

=1
1
d

I 2
gl A=12 4
I o6

544 Usando apenns s ¢ 15, nche o mimero de possiveis mairizes 3 = 3 na forma candnica por linhas,

565 Resolva cada sisterma usando sua matng aumentada M.

xd Jy=drm =3 x4 Jy—4r= 3
fa) 2x+ Gp—S5= 2 ity 2x4 fy—S5=10
I+ llp—4== |2 I+ iy — Bz = |4

506 Hesolva cada sisterna usando sun mainiz mamendada M,

x4+ Zy+dz= T
i+ 3y+ = 6
x4+ by +52=15
Jr4+ 10y 4+ T2 =123

x=—Iy+2z- =1
() Ix=%+Tz= =7 (hl

ey Toedfm T

Problemas Variados

i
S67 Sejn A= | || Ache A"
T

568 [iz-se que duns matrizes A ¢ B comutam se A8 = 84, Ache mdasnnuln:ex[ : ] ue cernmulam com “. } ]
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&1 0 1 oo
6% Sgfam A= |1 O 1|eB=|1 0O | matrizes booleanas.
I @ o a b1

Ache as matrizes booleanas: (@) 4 + 8 (0 AR (o) B4, (d) 4% (&) B

Respostas dos Problemas Complementares

53 (o) (=3, =16 10k (M (-5 1624 {c) (22,33.33).

539 ja) =3 =128 (M 21,435 14

540 (@) (10,3, =150 (k) (3, =14, 00, =320 i) (=2,=7,2,5; (d) =6 =T.6 (e 1412 =23,
V1B = 341,

541 (@) (—LIL =357 W (-8 20T o —15. -4 (d) 3R D, T
542 (o) x=2,p==1; (B) x=3y=1
543 x=3 yv=-l,z=1

-5 1, 4 431 .. [T -2 1
544 (a) [:? -34]' ih) {a 3 4]. i) ‘[-a W _3?].

_[-7  14]. 5 10
545 .{B_[ ‘51 .!M_[Iﬁ —-H}]'

s 9 =6] . 1 =% 7] . [5 =15 20] L. [15 3% -5
e "c"[-s 0 3:]' ””'l—? 5 —39]' “‘T‘[ﬂ 60 —-‘H]‘ ‘m"[l“ ~9% *“‘]'

) 1 2 3 § =6 W —
L= 4 -5 b —42 41

548 A - _:;- Eg]‘ ﬂid[_gi dg!" £ & niio definido.

4 17 0

_;i; {5 miiodefimido:;  {0) [

~13 -1 |s]

| -5 =11 4 3 9
L5800 AR éniodefinide; AC = I T 21 -2 IHJ Al = [S.I:I

551 ﬂ'nfh“:l_]5 i '5] [ €D é nlo definido.

10 4 i
£52 ."-i:[—l 3]; ATE=| -7 —n z] ATE ndo definido
24 E|

e

@) [ -6, =1} ) (1,51 € ndo definido.

A

R e T eV PO R - (R
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5.56

A57
558

Sol

.61

S.63

Si6d
565

56T

568

5.69

—527 —d 1
—zm_.“ fll) =i R[ﬂ]=[__.,; q,ﬁ]-

5

O ¢ ngo definido.

e
| Ee——

o
i §
W ~mj
0 ik

> [ 4] o [a0
F=|_ .u]- B=1x
M= |j3n.cr|r. para tode o plio mulo,
(ad —18: (b =15 (23 B (&) 1 {e) 4
b 201, (R =11 ich 10 (&f) D
F o1 4 _ 3 .
A = - ?]‘ n"_[ i _I:]; €' é nilo definido; n"{
(=16 ~11 3 o0
CE I I I A ET R A A F
[ - -% % L
1 2 -l | I 2 0 O
(@l a0 n i -6 | & o 1 o
a 0 o -5 1 g o o1
I I B -
by |0 —11 1 -15 5| e 01 -§
0 il i 0 o w0 0
I 1 11 [ ol il nﬁ
o o1 o oot o oot o ool o o
Exislem 13,
@ x=Xv=1,2=2 (F semsolegho
@) x=3+iLr=1=2 () x=Lyr=lLr=1
a_ [ ]
oo
a b
0 a
I 1 0 1 00
Adgf=11 0 T|; Af={1 1 1]|; BHd=
111 1 00

|



Capitulo 6

Contagem

6.1 INTRODUGAQ: PRINCIPIOS BASICOS DE CONTAGEM

A andilise combinatdria, que incle o estudo de permutaghbes, combinagdes ¢ panighes, trata da determinagio do nid-
mero de possibilidades 1dgicas de algum evento sem necessariamente identificar todos os casos. Existem dois prin-
cipios bdsicos de contagem usados no decorrer desie texto.

Principio da regra da soma:  Supooha que algum evento £ pode ocorrer de s maneiras ¢ que wm segundo even-
1o F pode ocorrer de n maneiras, ¢ suponha gue ambos 0s evenios nio podem ocorrer simultaneamente, Entio, E
ou £ podem ocorrer de e+ 0 mangiras. Mais genericamente, suponha gque um evento £, pode ocorrer de ng mis-
neiras, um segundo evente E, pode ocorrer de n, maneiras, ¢ que um ferceiro evento £, pode ocormer de o, manei-
s, ..., ¢ suponha que dois eventos pdo podem oeormer 20 mesmo tempo. Entdo, algum dos eventos pode ocorrer
de m,+ R+ Ry ¥ L MAREIRE,

Exemplo &1

fa)  Suporha que existe ol professores do sexo masculino ¢ cinco professores do sexo feminino ministrande aulas
de cileulo, Um estudante pode excolher um professor de cilculode de 8 +£5 = 13 manans,

K} Fiur-cmhrl ] E & o evenio de escolher om nidmero |'|rir|1n FNEnir |.1-n-|'.||.1= I, & swponha quoe F & o evenla di e
coller wm milmene par menor do que 10, Endo, E pode coorrer de quatre maneiras [2, 3, 5, 7], ¢ F pode o0or-
rer de gquatro maneiras |2, 4, 6,5], Emretanto, £ oo Fado podem ocommer de J + 4 = 5§ maneiras, uma vez gue
2 & um p-rirnn menor |.1|:u;|u¢ 100 & s miimeEro par menar dio gue 10, De fato, £ oo F pu.'u'.l:m ocormer de apenas 4
+4 -1 =T mangiras.

(] Supowha que £ € oevemto de escother um ndmero pamo entre 10 e 20, ¢ suponha que F & o evente de escolher
um nimern par entre [0 e 20, Entio, E pode ooomrer de quatmo mancivas |11, 13, 17, 19], ¢ F pibe ocorrer de
queatro maneiras [ 12, 14, 16, 18], Assam, £ ou F podem ocomer de 4 + 4 = B maneiras, oma vez qus agoss ne-
nbins dos ndmerss pares & prime,

Principio da regra do produte:  Suponha que existe um evento £ que pode ocorrer de m manciras ¢, independen-
temente deste evento, que existe um segundo evento F que pode ocorrer de n maneiras. As combinagbes de Ee F
ocorrem de mn maneiras, Mais genericamente, suponha que um evento £, pode ocormer de n, maneiras, e, seguindo
£ um segunde evento £, pode ocorrer de 7, maneiras, ¢, scguindo E,, um terceiro evento £, pode ocorrer de r, ma-
meiras, @ assim por diante. Entdo, todos os eventos podem ocormer, na ordem indicada, de oy - m; - o5 - - maneimies,
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Exgmplo 5.2
() Suponba gue nma pleca de carro coniém duas beiras sepuidas por s alparismos, sendo o primemo digio 1o
mube, Cuantas placas de camro poder  ser impressns?
Existermn 26 possibilidades parn cadn letra, o primeire algarismo tem nove possibilidades e cada am dos
cutros dods tem 10, Portanto,

26260 10 10 = G0E 300

placas distintas podem ser impressas.
(B Do guancas maneiras wms oogamizagio com 26 membeos pode eleger um presidente, wm besoursino ¢ wm secre-
tirio (assumindo que ningeém pode ser cheito para mais de wmea posigdo)?
[ presidente pode wer eledio de 26 manedras; a segur, o lesoureiro ponde ser eleito de 15 maneiras distinins
{jti quee o pessoa escolhida como presidende niio € ebegivel para tesoureirn); e, o seguir, o secretino pode ser
eleito dz 24 mameiras diferemes. Portamto, pelo prineipbo de comagem acima, exi<lem
262524 = 15600
marciras distntas pelas quas a organizagio pode eleger os membros para o8 cargos.

Existe um conjunto de interpretagdes tedricas dos dois principios de contagem acima. Especificamente, supo-
nlha que mlA) denote o ndrmero de elementos em um conjunio A. Entdo:

{1} Principio da regra da soma: s A ¢ B sio conjuntos disjuntos, enido:
miAd U B = nid) + n{ B)
{2} Principio da regra do produto;  seja A = B o produto cartesiano dos conjuntos A ¢ 8. Entio;

nA = Bl=nlA)-nl B

6.2 Hmﬁl;lﬂ FATORIAL
0 produto dos inteiros positivos de 1 até o, inclusive, € denotade por n! (J&-se “n fatonal™)

mM=1:-2-3.--o.(n=2)n=1}n
Em outras palavras, a! € definido pos:
=1 e m=n-{n-1)

Tambm & convendente definir 0 =1,

@ =]l:-2=3d, Vel 2:3=0, A =]-2-3.4=121
Sl=5.48=%.2d=1M, Gl=6G 5 =& 12 = THL
E

gl <7 -6l [2-10-10-9 |2
2o =§.7= L T [ R et s
() = ] BT =34 [2-10- 10 5 ik
12-11-10 1 12
o= 1) e m=r+ 1 =rig=Fr=1)-3:2.1 n!
T S -
te) min=1)ln=rsl) H—rm—r—1)...3-2.1 m—ry
o=l fn=r+l) 1 nl 1 il

-2 3.-.[r=1)r =l - l:lu.[ﬂ_r-'-]].E:-::r .r|!..r_"'=r!|:.l|—r]"
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6.3 COEFICIENTES BINOMIAIS

O simbolo ( : ) (18-se “nCr"), onde re n slio inteiros positivos com r < n, € definido como a seguir:

[1a]

(H)'_nin— Lin—2)--im—r+1)
rlT 1-2-3-[r—1)r

Pelo Exemplo 6.34¢), vemos gue

(n Cnln= 1y fm—r+l)
.r)_ 123 r=Ur fln—r)

Porém, 5 —{n-r) = r; logo, temos a seguinie importanie relagio:

(12) = () memmpirmnes = (1) - ()

Exemplo 6.4

8 -7 - 9 9.5 70 12 1201109 §
@ (3)=13=3 (i)=aa=ne (§)-Fayaem
10 I-%-8 i3 13
. e - — 1.
(5)=Tz7-= (V)-7-¢

Moe que (fj e exatamente r farones amo no aumersdor guasto po depomdnador,

(f)  Compute (l.?ﬂ:] Por definigiio,

QT i

1o ,
Por autro lado, 10 =7 = 3; ¢ hego, também podemos computar ( = ) COMID @ SEguir:

IIITD) = (1:) = I:]_q; =120

Olserve gue o segundo menods poupn espag & 1emgi.

Coeficientes Binomiais e o Tridngulo de Pascal

Os nimernos ( : ) sdio chamados os coeficientes binomiais, uma ver que aparecem como coeficientes na expansio

de (a+ &7, Especificamente, pode-se provar que:

£

kel

s coeficientes das poténcies sucessivas de a + b podem ser organizados em um array triangular de ndme-
a5, chamado tridngule de Pascal, como na Figura &-1. Os ndmeres do trifingulo de Pascal tém as seguintes pro-

priedades:
(i) O primeiro pdmero e o dlimo ndmero em cada linha sdo 1.

Gy Ouealguer outro aimero o array pode ser obtido sdicionando o dois nomeros que aparecem direta-
mente pcimidele, Por exemplo, 10= 4+ 6,15 =5+ 10, 20 = 10+ 1L
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Como os nimeros que aparecem no iridngule de Pascal sio cocficientes binomiais, a propriedade (i) do trifin-
gulo de Pascal vem do seguinte teorema (provado no Problema 6.7):

e (111)(,11)+ (1)

@+ & = 1 1
a+81 = & + & 1 1
@+ &¥TF = a? + Zabh + B i |
@8 = g + Ba%h + Zab? 4 M2 1 3 &8 1
fa+bf = &t + 40 + Ga¥r + dab? = B
fo+ b =  af + Batk + 10a7B® 4 10a2B) + Babd + M
i+ 8% = af + Ba%h + 15a'B? & 20a + 1524 + Eab® 4 BE

6.4 PERMUTACOES

Cualguer arranjo de um conjunto de n objetos numa ordem dada ¢ dite uma permuiacde dos objetos (usando wodos
o cada vez). Qualquer arranjo de r = o desses objeros em uma ordem dada € dito uma r-permpiapdo ou uma perm-
ragdo de noobferas (lomando r e cada vez ). Considere, por exemplo, o conjunto de letras a2, b, o e o, Entio:

(i} bdea, deba e aedb sio permutagdes dos gquatro letras tomando todas o cada vez.
(i) Dad, gull, civd ¢ bog 5o permutagdes das quatro letras iomando nés a cada vez,
(i) ad, ch, do e bd 530 permutagdes das quatro letras womadas duas a cada vez.
O mimero de permutagies de n objetos, tomando r a cada ver, € denotado por
Plr,r), oPr Pay, P2 0w (n),
Usaremos Pim, ri. Anbes de deduzirmos o fdrmula geral para An, r), considérans um caso particular.,

Examplo 6.5 Ache o nbmero de permuatsgies de seis objetos, A, B, O, D, E, F, romsnde wrés a cada vez, Em ou-
trus palovras, ache o nimero de “paloveas de trés letras™ usondo apenas as seis betras dades sem repetighes,

Represeme uma palavra gendrica de s letras pelas trés coixos seguinies;

O O 0O

A primezina letra pode ser escolhida de seis manciras distintas; 2 seguir, o segunda letra pode ser escolhida de cinco
mameirns distintas; e, a seguir, @ terceim letra pode ser escolhida de quatro maneirns diferentes. Escrevn cadn mimeno
ni caixa apropriadn, como o seguir;

Parcanio, pelo principie fundamental de comtagem, existem 6 - 5 - 4 = 130 pataveas possivieas de s baras, sem ne-
pelighes, a partie das seis letras, ou exmiem L0 permstacies de seis objetos iomando inés de cuda ver,

P63 =120
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Deducdo da Formula de Pin, r)

A dedugiio da fdrmula do mimeroe de permutagbes de r objetos tomando r de cada vez, ou o nidmero de r-permuta-
goes de m objetos, Pin, r), segue o procedimento adotado no exemplo anterior. O primeire elemento de uma r-per-
mutagdio de # objetos pode ser escolhido de n maneiras diferentes; a seguir, o segundo clemento da permutagio po-
de ser escolhido de n - | maneirs diferentes; e, o seguir, o terceiro elemento da permutagiio pode ser escolhido de
ot — 2 maneiras, Continuando deste modo, w@emos o r-Esimo (ilnma) elemento em uma r permulsgio que pode ser
escolhido de n = (r=1) = n = r+] maneiras, Entiio, pelo principio fundamental de contagem, temos

.P[irlr] =q["— [}[H_E].,,[n_r_-_ |.]
Pelo Exemplo 6.3(c), vemos que

_mn—=1)r=2)---(a—r+1}-in—ri!  n!

H{n_l][”_j:lu.l:ﬂ_r*-l] [ — F|! _|:|'T—F]'I

Portants, provamos o I8orems seguinte,

n!
fm=r)l"

No caso especial em que r = n, lemos

Teorema 6-2: Pl rl =

Pinw)=nin—=1)n-2)--3-2.1=un!
Consegiientemente, temos o corolino seguinie.

Coroldrio 6-3: existem n! permutaghes de n objetos (tomando todos a cada vez).
Por exemplo, existem 30 = | 2.3 = & permutagbes das irés lewas a, be o 530 elas, abe, och, bae, boa e cab, cha,

Permutagctes com Repetigbes
Fregijentemente, desejamos saber o nimero de permutages de um muliiser, isto €, um conjunto de objetos dos
quais alguns sdo eguivalentes. Yamos usar

Pl ngms, ., 0

para denotar o nimero de permutagdes de n objeos dos quais g, sdo equivalentes, m, sio equivalenes, ..., 0, 560
cquivalentes. A fdrmula geral &

Y

Teorema 8-4:  Flung, 0,00 = m

Demonsiramos o teorema acima com um exemplo particular. Suponha que queiramos formar indas as possi-
wers “palavras” de cinco letras usando as betras da palavea “BABBY™. Existem 5! = 120 permutagdes dos objeios
B, A, B B, Y, onde os trés Bs sdo distintos. Observe que as seis permutagbes seguinies

B]B]E]A‘f. EJ B| E_;.ﬁ..'f- H_1H| B:AY_ B| H-_q B:ﬁ'f.. B:B_I,B'| .-*;'I". B_I; HEBl"*"'f"

produzem a mesma palavea quands os indices sio removides, O 6 vem do fato de que exisiem 3! = 3-2. 1 = G ma-
neiras diferentes de posicionar os irés Bs nas trés primeiras posigies da permutagio, [sio ¢ verdade para coda con-
Juate de rés posigides nas quais os Bs podem aparecer, Conseqiientemente, existem

8120
P53 = ;!=?=2‘|:|

palavras de cinco letras que podem ser formisdas usando as letras da palavra “BABBY™.

Mode T, Termo enconirado coen freqiiincia nos exics & ciéncia ¢ computagio em poruguds,
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Exemplo 6.6
{ap  Cuaniss palavras de s=te letras podem ser formadss ussndo 25 leras da palavea “BENZENE™? Procuramos o
nuimero de permmutagites de tréts ohjsios dos quais trés sdo equivalentes (os trés Bx) ¢ doas slo eguivakentes (os
dais Mk Pelo Tearema &4, o nimero de tais palavras &
T 765432
-2-

. 1-21.1
F'I_T::'I..E]:ﬁ: 3 T =420

(k) Quantos sisais diferentes, cada wm consistndo em oo Bendeiras presas a uma linka vertscal, podem ser forma-
das o partir de um conjunto de quatro bandeiras vermelhss indistinguiveis, trés bandeiras broncas indistingal-
vitls, & umsa bandeira azul? Procaramos o nbmero de permutepdes de oo objeros dos quass quatne $i0 egudva-
leries e trés o equivalentes, O mimero de sinais &

& _g.j.ﬁ.E.q.g.z |
3  43-2-1-3.2

ME4.3) = = 28l

6.5 COMBINACOES

Suponha que tenhamos um conjunto de r objetos. Uma combinagde desses n objetos & taxa » & uma selegdo de r
ohjetos cuja ordem nio imponta. Em outras palavras, oma recombinacio de wm conjunio de g objerns é qualquer
subconjunts de relementos. Por exemplo, as combinagdes das letras a, b, o e o & taxa trés sio:

{a. b e}, {a.b.d}, {acd}, {bed} o simplesmente abe, abd, acd, bed
Observe que as seguintes combinagdes 550 1guals:;
ahe, ach, bac, beg, cob e oha

lsto €, cada uma delas denota o mesmoe conjunto {a, b, c}.
O nimero de combinagtes de n objetos & taxa r é denotado por Cin, ). Os simbolos . C.. G, e O também
aparecem em virios textos. Antes de dar a fdrmula geral para Cin, r), consideramos um caso especial,

Exempio 8.7  Ache o nimern de combinagies de quatro ohjetos a, b, o e d dtaza 3.

Cadn combinagio consistindo em trés objetos determina 3! = 6 permulagdes na combinagfio, como representado
na Figara 6-2. Pordanta, o ndmero de combinagtes maltiphicado pee 3! ¢ jgoal ao nhmens de permutagdes: <o d,

P4, 3}

Cl4,3) 3 = Pl4,3) o Ci4,3) = =

Mas M4.3)=4.3.2 =24 ¢ 3 = @ poranio, £ (4.3} =4, como s observa na Figura 6-2.

Combinagio Permutagtes
abc abe, ack, bac, bea, cab, cha
b abd, adk, bad, bda, dab, dba
bed bed, bde, chd, cdb, dbc, deb

Fig. 6-2

Formula para Cin, r)

Como qualquer combinagio de # objetos & 1axa r determina ! permutagies dos objetos na combinagio, podemos
coneluir que
e, rl = el m, )
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Portanio, obtemos

Teorema 6-5: Cln,r)| =

Lembre que o cosficients binomial { : ) fi definido como .

Plnr) o

P =)

i !;]ugu,l:'[n.r_]=(:)

!
[ —r)

Usaremos Clo, F) e (”) indistintamenie.

F

Exempio 6.8

{ed  Cuanios comilés de irés podem ser formades com oito pessoas?

8 B.7.4

(B U fazendeiro compra nks vacas, dols poreed ¢ qustro galinhas de am homsem que ieem seis vacas, cinoo poreos

2 oito galinhas. Quantas escolhas bem o fazendeirmn?
O fazerdeiro pode escolher as vacos de ( ;?’] maneiras, s poacos de (;] mangiras e as galinhas de (i}
IiAnEiras,

Poruaneo, jurtando udo, ele pode escolher o5 animais em

65 8y 6.5.4 5.4 8.7.6.5 B .
(a:”:::llza)-m'ﬁ'm-l‘“'m"’“-"'-”‘”“““‘m

6.5 O PRINCIPIO DA CASA DO POMBO
Muitos resultados, na teoria combinatdria, vém da seguinte afirmagdo quase dbvia.

Principio da casa de pombo:’  Se n casas de pombos sio ocupadas por r+ | ou mais pombos, entio pelo menos
uma casa & ocupada por mais de um pombao,

Esse principio pode ser aplicado 2 muitos problemas para 0s quais queremos mostrar que uma determinada si-
TuagE0 ooorne,

Exempic 8.9
(@) Suponha gue um depanamento tem 13 professores {pombas), Entfio, dois dos professores {pomboes) nasceram

i FEamo més (casa de pombos).

(b)) Suponha que um saco de lavanderia contém muites meias vermelbas, brancas ¢ azuis. Entdo, € pecessdrio pegar

apenas guatro meias (pombos) para ter certeza de obier um par com uma dnica cor (casa de pomba],

(el Ache o mesor ndmero de elementos gue devern ser escolhidos em um conjunto £ = {1, 2, 3, ..., %] para s¢ ter

certera de gue dois dos ndmeros somem 10,

Adqqui as casas de pombes 580 08 cinco conjenos [1,9], {2.8], [3.7], [44] e [5]. Poranio, qualguer esco-
lha de seis elemenios {pombos) de 5 garantird que dois dos mimeros somem dez

O principio da casa de pombos € generalizado come a seguir.

Principio da casa de pombos generalizado: 5S¢ n casas de pombo sdo ocupadas por ke + 1 ou mais pembos, on-
de & é um inieiro pesitivo, entio pelo menos uma casa de pombo € ocupada por k + 1 ou mais pombos.

Exemplo 6,10

(@)

Ache o namero minime de estudanties de uma lurma gue gasanie que peky menes ks deles nasoeram o mes-
mo més.

Aguir = 12 meses ¢ o nhmero de casas de pombo, e £+ 1 = 3 ouk = 2. Ponanto, denire by + | = 15 es-
tudantes (pombes ], irés nascerim no mesmo més,

(i) Suponha gue um spco de lavanderia conlém muitas meias vermelhas, brancas e azuis Ache o ndmer de medas

que & precise escolher o fim de obter dois pares (quatro meias) da mesma cor,
Adqui existern o = 3 cores (casas de pombos), e £+ | = 4,00 & = 3, Assim, dentre quaisquer ke + | = 10
meizs (pombos), quatro il o mesma cor.

M.de T. MNooriginal. mipeombols principle; esoalhomos o tradegio mais freglenie om Cincia da compulagio, cmbom Seja commum em osiras
dreas a denoméinag®o “principso do escaninho”,
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6.7

6.8

O PRINCIPIO DE INCLUSAOQ-EXCLUSAO
Sejam A e B quaisquer conjuntos finitos. Entio,

AL B) = nld) +nlB) —nidAn 8

Em owiras palavras, para achar o nimero o (AU E) de elementos na wniio A U 8, somamos afA} e n{8) e entio sub-
traiias alA M8 s €, “incluimos™ s(A) e p(E) e entdo “excluimoes” w4 M 8 ). lsio segue do fato de que, quan-
do somamos niA) e n(H), conlamos os elementos da intersecio duas vezes. Este principio vale para qualquer nidme-
ro de conjuntos, Enunciamos o principic, primeiramente, part rés conjuntos,

Teorama §-8:  para quaisquer conjunios finitos A, § ¢ O, temos
HMAUBUC) = nld) +n(B)+n(C)—n(AN B —m{ANC) —n(BNC)+ndAN BN C)
Iste &, “inclafmos™ afA Y, 5 8 e n(C), excluimos afA M B), alA TV CL a8 MO ) e incluimoes piA M 8OO

Exemplo 8.11 Ache o nimers de estudantes de matemilica quee estudam pelo menos i das linguas, francés,
alemibio & nusso, sabends os dados seguintes;

65 eutidam Francds ) esiudam franciEs & alemio
4% eatilarm alemdo 25 exnudam francés & nsso
42 gansdam russo 15 esmdam abemiio ¢ nisso

8 estudam as mds linguas

Queremos achar a{F LA LU R), onde F, A ¢ R denotam os conjuntos de alunos estudando francés, alemdio e rasso,
TEspechvimenbe,
Pelo principio de inclusdio-exclusdio,

alFUAU ) =n(F)+nlA]+alR) —r[FNAl - o{FrR] —aAN R +ulFnAn &)
w3 ep A5 e dd = Bl = 25 = |5 Ko [0

Asgim, 100 estudantes estudam pelo menos uma das linguas,
Agora, suponha que temos um ndmero finito qualguer de conjunios finitos, Ay, Az, ..., Ay Seja s 8 soma
clas carchnalidades

(A MAL N LA

de todas as possiveis K-uplas de intersegdes dos s conjuntos dados. Entio, temos o seguinte principio geral de in-
clusio-exclusdo,

Teorema 6-7: nid| Ay - -Udy) =5 =5 +5 =+ {=1" 5,

PARTICOES ORDENADAS E NAO ORDENADAS

Suponha gue um saco coniém seie bolas de gude numeradas de 1 a 7. Calculamos o ndmero de maneiras que pode-
mos refirar, primetramente, dieas bolas do saco, depois trés bolas, e finalmente duas bolas, Em outros palavras, que-
remas caleular o mimero de parniedes ordenadag

[Ay, A, A5]

do conjunto de sete bolas de gude em células A, contendo duas bolas, A, contendo trés bolas e A, contendo duas bo-
las, Denominamos essas partigies como ordenadas porgue distinguimos

{02}, {3,450 {671 e  [{6.7h {345} {1.2}]

que definem a mesma particio de A.
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Comecamos com sete bolas no sace; logo, existem ( z ) maneiras de retirar as primeiras doeas bolas, i, e, de
determinar a primeira célila A, Depois disto, existem cineo bolas no saco ¢ ( ; ) maneiras de pegar as rés bolas,

7
i.¢, de determinar a segunda célula A, Finalmente, restam duas bolas de gude no saco e, logo, existem ( ‘2') M-

neiras de determinar a dltima célula A,

Portanto, exisiem

(3)(5)(2) =E_5-4-3_2-I — 210
20302 1-21-2.31-2

partigdes ordenadas distintas de A em células A, contendo duas bolas de gude, A, contendo trés bols de gode, e A,

contendo duas bolas de gude.
TASANS2 no»n A T
(1)(3)(2) T TR TT T TR T

Agora ohserve que
Jd que cada numerador, apis o pameiro, € cancelads pele segunds termo no denominador do Fator prévio,
Pode-se mosirar que a discussdo acima vale em geral. Para tanio, enunciamos

Teorema 6-8:  suponha que A contém n elementos, © sejam #y, 0, ... 7, IMEI0s POSILVOS cuja soma & m, is-
wed, By + i+ - 40, = 0 Entdo, existem

n!
mlnlmgl-oon!

parigies distintas ordenadas de A da forma (4, Ay, ..., 4], onde A, contém », elementos, A,
contém n, elementos, ..., ¢ A, contém n, elementos.

Aplicamos esse ieorema no proximo exemplo.

Exemplo 812 Ache o ndmero m de maneirs que nove bringuedos podem ser divididos enfre quatro crigngas s &
rass joveen deve receber ints bringquedos ¢ cada uma das owleas, dois bringuedos.

Cueremaos achar o nidmero m de partigdes ordensdas de nove branguedos em quatro eflulas contendo 3,2 2 2 brin-
quedos, respectivamente, Pelo Tearema 6.8,

qr

M = gr3rars = 980

Partigoes Ndo Ordenadas

Fregiientemente, desejamos paficionar um conjunto A em uma colegiio de subconjuntos Ay, A3, ..., A onde os
subconjunios, agors, nio estho ordenados, Da mesma forma que o nidmero de permutagbes com repetigio foi obti-
di do nidmere de permutagiies, dividindo por & quando & objetos eram equivalentes, ambém podemos obler o nd-
mero de partiphes ndio ordenadas a partir do nimero de partighes ordenadas, dividindo por k! quando & dos conjun-
0% tEm o mesmo nimere de elementos, [sso ¢ ilustrado no prdsimo exemplo, no qual resolvemos o problema de
duas maneiras.

Exemplo 6.13  Ache o ndmero m de manesras gue 12 estudantes podem ser divididos em trés times A, A e A,
e 12l forma que cada fime comtenha quatro esfudantes.
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, 11 .
Método 1: Seja A um dos estudantes, Entdo, existem [: " :] maneiras de escolber trés oulros esudantes pa-
ra serem do mesme tme gue A, Agora, seja B um estudante gue n3o estd o mesmo time que A; entiio, exis-
L ( ; J rmanciras de escolher rés estudantes enire os remanescenics para ficarem no mesmo time de B, Os

quatro estudantes restantes constiuem o lerceiro time. Juntando todas as informagdes, o ndmero de mangiras

de dividir o= estudantes ¢
11 T . -
Wi = ( 3 :] (}) = |65- 33 = 53775

Método 2: Ohserve que cada partigho (4, A, ¢ A,] de estudantes pode ser organizada de 3! = 6 maneiras

como em wma parigdo ordensda. Pelo Teorema 6.8, existem d‘t-il:!d-l = 34650 partigies ordenadas. Portanto,
existem m = 34 6530/6 = 5775 partigdes (ndo ordenadaz),
Problemas Resolvidos
Notagdo Fatorial 8 Coaficlentes Binominais
.l Compute 4!, 51 6%e T2,

A=1-2-1-4=24 Bl=1:2-3-4-3-6=06-(5)=>6-{120) = T20,
S'=1-2-3-4.5=5.4"1=5-(24) = 120, =76} =T-({TH) = 5044

13t T
6.2 Compuie : {a) T [&}ﬁ'
13 1312000 %87 6:5.4:-3-2-1
—— =13 12 =
(a) i jh-10-0.-%.7-6-5-4-3.2. 1312 = 136

Albernativamente, iste pode ser resolvido come & seguin;

13 131211
= =13 12= 156,
T T 1 1
R TR T 0 Rl TP Sl 517
S _ nl [+ 2!
&3 Simplifique: {a) o () P
W mim=1)n=2 3.2 w _nle— 1)

fa)

T = Tn =337 % dllemativamente, T = =

I w2 Unlw = Ly = 2j: 321
o (= 11p=2}---3.2.1

i) =m+n+ = +3n+2

- N T

. . s 2n+1)=n" +n+2

Alernativamente,

_ 6 12
6.4 Compute: (o) 3 ) ({:)] 4 )

Lembee que exizbiem tantos fatores no numerador quanto no denomanaor.
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14 16 15-14 2 £2-11-10-8
W (5)=-Fzr-e o (§)-Saar-es

BY 8-7-6-5.4 BY BV B-T6
[ﬁ:' (5)=m_5ﬁm,m BE-5m=3 (5)-(3}=m—5ﬁ

(b1 Comot =7 =2, lemos (:}: (2} =E= 1.

e (7)-(5)+ (5)

] ] 16! 14! , _ fa i1
Agari, 5 + & | = + R Multiphigue a prismeira fracio por I £ a segunda por T para obter o

mesmoe denominador em ambas a3 fraghes; apds, some:

(H)4_(M)= 6160 11160 _ 6.6 11-16!
5 &) 6. S-10 & 101-1¢ 810 &1
606t = 11 - 16f [El-rl'l'l-lﬂ 17 - 16 i 17
BT TR T T ’m4u=m4u7(a)

nt 1 ] "
) I'n'n'l.-enTem'em:iﬁ.l.-( N )=(r—1)+(r)'

(A téenica nesta demonsiregho & similar & do problema precedente, )

e A nl al .
-"-I‘rm-[:r_])+(r)-[r—_]]!_[”_H_IH+”_i”_r]r.ﬁmnbtctnm:smndcmnmrcmambau;
I"rall'l'.'nr:n..rl'mll:i|:||.'||:|'u=:|:||'.ir.|1=|mI'l.'.J.l;:I.r.ll:..|_|.¢-fE;,Mglllll."_ﬁ|-'._l:|.'.._:|.|:ri:ml',rr—.l--l-:.pll:_“_.l:m_m:ll'l
F m=r+
SR T AT ¢ -l N (H—rF+1}-al
r—1 w o= =t ) A= 1) (=)
rnl [m—r+1] n

TPlm—rt 1 Am-rt I

- -+ -l e+ {n—r41)]-a

Tom=r 1) Pm=re 1)
(m+ 1jm! (m+ 17 [:I'il+ l)

Al —r+ 1)

Tellr—r+1) N

Permutagcdes

6.8 Existemn guatro linhas de dnibus entre A ¢ B ¢ inks linhas entre B e O De guanias maneiras um homem pode viajar
{a) de Bnibus de A para O passando por BT (B) com um percurso cirgular (ida ¢ volta) de A para C passando por B7
{c) com um percursa circular (ida e volta) de A para © passando por B, se ele nio quiser usar uma linha de dnibus
mais de wma vez?
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nep

A

il

Exisbem quatre maneiras de ir de A para & ¢ triés maneiras de ir de B para C logo, existem 4 - 3 = 12 mameirs de ir
e A para O passando por 8.

Existem |2 maneiras de irde A para © pelo caminho de B ¢ 12 maneirss de relormas, Poranio, exdsem 12- 12 = 144
maneiras de forer o camanho circular,

% hamem \'i;jun:i. de A parn R para Epamﬂ‘pam A, Escreva essas letras conectand o-a% oom SeLas Come 4 seguir:
Al B

O homem pode viajar de guatro maneisas de A para 8 e de tos maneziras de B para C, mas s6 pode vigjar de doas ma-
meiras de O p.:n\H e de trés maneiras de B para AL ji gque niio goer wsar @ mesma linha mais de wma w:':.'l:ulnl.p.lz B
s nlimeros sebre 45 52138 comespondentes como a segwir

JF N SN L

Entdo, existermn d - 3.2 3 = T3 manebras de viajar pos om caminho ciroular sem usar a mesma linha de dnibus mais
iz uma ver.

6.9 Suponha ques niio sejam permitidas repeticBes, (@) Quantos numeros de irés dighes podem ser formados usando os
seis digivos 2, 3, 5,6, T¢ 97 (b) Quanios desses nimeros sio menores do gue 2007 (c) Quantos 550 pares?

Em coda caso, desenhe s cainas [ L] [ para represemtar um ndmero arbitrdrio, ¢ emiio escrevn em cada caina o

mimera de digitos que podem ser colocados ali,

L)

[}

il

A caixa do esquerdn pode ser presnchida de seis maneiras; posteniommente, a caixa do meio pode ser preenchida de
cinco maneiras; e, finalmente, a caixa da direita pode ser proenchida de quasro manciras: [6) [B] & Poramo, exis-
lem G- 5 - 4 = 120 mimeros.

A caixn do esquenda pode ser preenchids de duss maneiras apenas; depais disio, o caiza do meio pode ser pressnchi-
da de cinco manciras; €, finalmente, & caixa da direitn pode ser preerchida de quarro maneiras: [Z] [§] [ Poman-
Biv, exasiem 2 - 5 - 4 = 40 plmeros.

A caixa da direita pode ser preenchada de doas maneiras apenas (por 2 ou 61, 34 que o8 nlimenos devem ser pares; a
carxa da ::qum:la. pode ser preenchida de cineo mangiras; e, linalmente, a caixa do mei e zer preenchida de qua-
rro manciras: [B] 4] [Z] Ponanio, existem 5 4 2 = 40 nlimeros.

610 Ache o nimero de maneiras gue se1e pessoas podem se posicionar em uma festa: {a) em uma linha de sete cades-
ras; (B em tormo de uma mesa circular,

L
()

(e

As scte pessons podem se organizarem linhpde T06: 5.4 3.2 ] = T mansiras.
Umn pessoa pode sentar-se em quakjeer lugar da mesa, As outras seis podem se orgomizarde 60 5. 4. 3.2 1 = 6!
maneirns &m temo da mesa,

Isso & um exemplo de permuiagdo circalar, Em geral, o objetos podem ser arganizados em cireulo de (0 - I)
-2y 320 | = {4 — |} maneiras,

G611 Ache o ndmero de permivtagies distintas gue podem ser formadaos com todas as ketras de cada palavra: (a) RADAR:
i) SUCESSO

()

()

% = 30, jique existem cinco betras das quais duas sko R ¢ duas ko A,

7! , , .
= B, jd que exisiem sete beiras das quais s sdo 5,

6,02 Deguamas maneiras quatro livros de maemdiica, s de hiswdria, iids de quimica ¢ dois de sociologia podem ser
organizados em uma prateleira de al forma que todes o8 Tivees do mesmo assunio Ggeem juntos?

Primseiramente o6 hivos precisam ser organicados na pratelesr em o gquatnd anidades, de aconda com o assunto:

OO0 O A caaxa do ledo esguerdo pode ser preeachida por gualguer um dos qoatne assunlos: a seguinte, por qual-
guer um dos Eriés remanescenies; a proxima, por gqualipuer um dos dods remanescentes; @ o caixn da direnta, pr.ln ulamo

assumto: [4] 3] [T} Portanto, existern 4 - 3 - 2« | = 4! maneiras de organizar os livros na estance de acordo com
0 assunlc

Apord, em cada um dos cases acima, os liveos de mapensdisea podem ser arruniados de 47 maneiras; 04 byros de his-

g, de 3! maneiras: o de guimica, de 3! manerras; e os de socialogia, de 2! mansiras, qutanln.jummlkr todns & nfor-
magdes, existem 4! - 48 31 32 = 40 472 nl'l'l;l.|1jl:IE.
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[N E]

Ache msez () Pin, 2) = T2 (b) Pin,4) = 42P(n, 2); () 2P0, 2) 4 50 = P(2n, 2).

i@ Pim2i=nin—1=r —mloge, v —n=Tlorn —n—=7T2 =0 o0u(n=9n+ 8 = 0. Comon deve ser pe-
sitive, a tnica resposta da = 9,

(k) Plnd) =ain— 1)r -2}k -3} e Plr,2) =rlr — 1), Portanio,

mp=1)n=2)n=Fmdnin=1) ow sengdngl, (A-Dn-3 =42
o weineiwd o F-Sm-3=0 ou (m-%n+4)=0
Como ndeve ser posifivo, adnica resposin g n = 9,
i) Pa2)=nln—1)=n" —ne P{2n2) = 2n(2n = |) = 4" = In. Logo,
Mot =+ i0=d0' -2 o W -n+0=4"-2n ou 0=2" ou ul=2%

Comio s deve ser positive, a Gnidca resposta én = 5,

Combinagtes

.4

015

.16

Dre quantas maneiras wm comité, constituide por trés homens & duns mulheres, pode ser escolhido entre sete homens
e cineo mulheres?

O trés homens podem ser escolhidoes de (
ras. Pomonio, o comitd pode ser escolhido de

AT V6§ 5.4 )
(3)(.,] '|.1.3'ﬁ"35':'r"'"‘"”'

:] mafgings. ¢ 24 duas matheres podem ser escalhdas de [:; )mu.nl:i.-

s =l

Um saco contém seis bolas de gude brancas e quatno bolas de gude vermelhas. Ache o nidmen de maneims gque qua-
iro bolas podem ser retiradas do saco se () clas podem ser de qualquer cor; (b) duas devem ser brancas e duas ver-
mielhas: (o) todas devem ter 3 mesma cor,

9.8
ta)  As quatro balas de guede (de qualquer cor) podem ser escolhidas emre onze I:-u-lasde[: l: ) =13 33 - 330
msaneiras. e

(h) As duas bolas brancas podent ser escol hadas de [:f"

-
i

miuneiris, ¢ 2% duss vermelhas podem ser escalhidas de [: ; }

o S

aneirs. anm.t:mm(ﬁ)(s) = 334 = 150} maneiras de retirar duns bolas de gude brancas e duss

2 2 1. | -

Id
bl

bolas de gude vermelhas.
. & . . . ,
[} Exislem (d } = |5 maneiras de retirir quatrs bolas de pude brancas, ::(j) = 5 maneiras de fetirar quateo bolas

vermebhas, Assim, existem 15 4 5 = 20 mareiras de retirar quatro bolas da mesns cor,

Quantos comitds de cinco pessoas com um determinado chefe podem ser selecionados entre doze pessoas?
0 cheele pode ser escolhido de |2 mangiras ¢, depols, os outnes guatre do comitg podem ser escolhidos entre os on-

”} = 12330 = 3960 destes comitds.

6 MEMANCsoemes o { .!; } maneiras. Logo, existem [2 . ( 4

Partigtes Ordenadas e Nao Ordenadas

617

D quantas maneiras nove estudantes podem ser divididos em ks times conteado quatre, 1nds e dois estudantes,
respectivamente?
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618

.14

Ciomao tradas as células comém nimeers diferemles de estudantes, o mimera de partigies ndo ordenadas € igueal ao nd-
ql
mero de pariigies ordisnadas, m = |26,
Existern 12 estudantes em uma classe. De quamas maneiras podem os 12 csisdanies fazer guatro estes diferemes
se cadn trés estudantes devem fazer o mesmo leste?
Método 1: Procuramos o namen de partighes ordenadas de 12 estsdanies em células comendo inés estsdantes cada, Pe-

i3
b Teorema 6.8, cxistem gy = M2 6N dessas partigies.,

Mdtodo 2: E'l:iib:m{ [: J maneiras de escolber inés estudantas para fuzer o primeiro l:m::d:pﬂis.uinl:m(f: )mun:i-

ras e ewcolher trés estdantes parm fozer o segundo leste; @ |:: g.} maneirad de esoolher irés edudantes para farer o erceis

ro leste, 08 estodastes  rernanescentes  fazem o gquarmo  wsle. Jumando todas  as  ieformagdes, existem

(IE ) I:?:) [::] = (220 {84){ 20} = J65.600 maneiras pard o5 esudantes fazerens o5 weates.

e quantas maneiras |2 esnsdamies podem ser divididos em quatro tmes, Ay, A2, Az e Ay, de al modo gue cada
time conbenha rés estudanies?

Mélodo 1: Observe que cado partigio [ A, As, Ay, A5} de estucantes pode ser organizada de 4! = 24 maneiras como
)

£l 3‘.'_‘;! 1

em umn pamigio ond=nacda. Como (veja o problema anlerior exisem = IS 600 dessas panbgibes ondenadas,

ehbstem 360 G024 = 15 400 partighes (ndo ordenadas),

Método 2: Seja A wm dos estudames, Existem ( I,E

) maneiras de cscolber dois owtros estudantes para flcanem mo mes-
i Ll iz AL Agora. sefa & om estodante goe ndo estd no mesma time que A. Eniflo, existem [: : J mangiras de escother
dinls esmodantes, enire os remanescentes, para ficor no mesmea fime que 8. Aporn, sejn C um estudanie que nio estd no &i-
mie de A ou &, Entfio, :1ix|.|=m(_':) maneitas de escolber dois estudantes para ficanem f mesmo bme de O 0% 1rés gstus

-

dantes  teslantes  constileem o guarte ume. Pomaneo,  jumiando  wedas oas Informagdes,  exbstem

s 2

( 1 }{H j] { 3) = (353 2R10]) = 15400 manciras de dividic os esmodances.

O Principio da Casa do Pombo

.20

Suponha que existem n pares distintos de sapatos em um armdnio, Mostire que, @ vocd excolber aleatoriamsnte r +
| sapatos avulsos no armdrio, com cereza haverd entre eles um par.

Oz o pares distimios comstitgem r pombos, Os 5+ | sapabes pvolsos commespondem n g + | pombos. Poranto, have-
ril pelo menos umss casa de pombos com dols sapalos g, lopo, cemamente haverd pelo menos um par de sapatos.

Suponha que existemn trés homens ¢ cineo mulheres em uma festa, Mostre que, se estas pessoas estiverem alinha-
das em fila, pelo menos duas mulberes ocuparks posighies CONSECUNvas,

Consadere o ciso em gue os homens es1ido posicionades de modo qoe dols homens nde podem nem ocupar posigies
oonseculivas nem estar em guakgoer extremda da filo. Nesie caso, o8 Infs homens geram quatro posicdes pobencias (casas
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de pombosh para wma mulher se pesicionar (em algem extrema da file ou entre dois homens), Como existem cineo mu-
fheres (pombes), pelo menos wms posicIo conterd dusas mulberes que ocupario, porante, posioies conseculivas, Se os
hamens estiverem posscionados em loganes adjacentes ou no final da fila, existe wm ndmen ainda menor de casas de pom.-
b e, mais uma vex, duas mulheres terfio posiphes consecutivas,

6,22 Ache o nimerm minime de estudanies necessirios que garanta que cinco deles periencem i mesma tamma | primed-
ra séric, segunda séric, terceira série, quana séric).

Agui, a5 m = 4 tarmas =40 as casas de pombos ¢ £+ 1 = 5; logo, & = 4, Pormamo, enire quaisquer &n+ | =17 esiu-
damnties (pombos ), cineo deles pertencem i mesma furma,

6.23 Um estudante precisa assistic 3 cinco aulas de irés dneas do conbecimento. Muitas aulas sdo oferecidas para cada
discipling, mas o estudamite ndo pode assistir a mais de duas turmas em gualquer wma das dreas.
{ap Usando o principio da casa do pombo, mostne que o estudante assistird & pelo menos duas aulas em alguma
érea,

by Usando o principio de inclesio-exclusio, mosire que o estudante precizard assastir a pelo menos uma avla de
cada drea.

(0] A% Ires dreas sio as coas & pombos, @ o edudanle precisa assistic o cimeo sulas (pombos ), Porianbo, o esludante pre-
cisa assistir a pelo menos duas oulas em a.'||:1.|.|'ru dren.

(h)  Sejam A, Be Ctrés conjuntas disjuntos representanda cada uma dos dreass de conhecimento. Como os conjuntos sho
dsjuntos, sid L BLUCi=5 = ald)+ w8 )+ alCL Come os estudanies podem assistr a. no mdximo, duss aulas
quu.alql.l:r &rea, o soma das anlas em 4;||.||:|ir.|;||.|:r dois mnjurﬂm, digumm.ﬂ e f, precisa ser menor ou igaal a 4. Por-
tamto, 5 — [md i+ el ] = wiCh 2 | Logo, o estudanie precisa assistir a pelo menos uma suba em cada drea,

6,24 Reja Louma lista (ndo necessariamente em ordem alfabética) de 26 lerras do alfabeto (gue consiste em cinco vogais
AL E LD, U e 2 consoantes), (o) Mostre que L tem uma sublista consistindo em quatne ou mais consoanies con-
secutivas. (B) Assumindo gue L comega com wma voegal, por exemplo A, mostre que L iem uma sublista consistin-
do em cince ou mais coniOanes consecutivas,

fal  Ascinco letras dividem L em seis sublistas (casas de pombos) de consoantes consecutivas, Aqui, &+ | = 4 e, por-
tarto, & = 3, Logo, sk + 1 =6(1)+ | = 19< 2. Segue que pebo menos ums sublisia teny mo minime quatmo con-
SOAMLES CONSECUlivaS.

(b1 Como L comeca com wma vogal, os 'mgais remanescenles dividem L em n = 5 sublbistos, Aqui &+ 1 = 5 e, portan-
o, & = 4, Logo, de + | = 21, Assim, algama sublista tem pele menos cinee consoanies consecistivas,

6,25 Ache o nimero minimo g de inteires o serem selecionpdos de 5 = {1, 2, ..., 9] tal que; (@) o soma de dois dos nin-
teiros seja par: (b) a diferenga de dois dos & ineiros seja 3,
fal A somsade dois mteings panss ou de dis inbeiros impares € par, Consedens os subconpuntos (1, 35 7,9 e {2, 4, &,
8] de ¥ como casas de pombo, Logo, r = 3.

(h)  Considers os cingo subconjuntas | 1, 6], [2, 7). (3. 8], [4,9]. [5) de § como casss dz pombos. Entho, 5 = 6 vai pa-
rantir que dots imeines pertencerdo a algum dos subconjuntos & que sua diferenga secd 5,

O Principio de Inclusdo-Excluséo
6,26 Existem 12 esiudanies do sexo feminino ¢ 18 estudanies do sexo masculino em uma sala de aula. Croanos estudan-
bes existem o fotal?
U5 conjunitos de estadantes do sexo masculino e lemining 3o disjuntos; poriania, o folal &f = 22 + |8 = 40 estu-
dantes,

627 Dentre 32 pessoas que guardam papel ou garrafas (ou ambes) para reciclar, 30 guardam papel ¢ 14 guardam garra-
fas. Ache o nlmero m de pessoas que (o) guardam ambos, (&) guardam apenas papel & (c) guardsm apenas gorma-

fns.

Sejam M ¢ O os conjuimos de pessoas que guardam papel e garrafas, respeciivomente, Pebo Teorema 8.7:

T W.de T Waoanginal, Freshman, Sophamone, femiar, Seaior
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.28

6,29

B30

(gl m=r(PNG] =mFf]+u0{F) = FUG) =304 14~ 3] =12,
B m=r(P\G)=ulP)—alPMG)=30-12= 18
(e wme=pGY P e =mPrG) =ld-12=272

Sejam A, B, O e I oursos de, respectivamente, arte, biologia, quimica @ teatro, Ache o nimero & de estiudantes em
um dormitdrio, considerando os seguintes dados;

12 cursam A, 5 cursam A ¢ B, 3 cursam A, B, ),
200 cursam B, T cursam A e Q, 2 cwrsam A, B, T,
20 cursam (), 4 cursam A e T, 2cursam B, Q). T,
& cursam T, 16 cursam B ¢ 0}, Jcursam &, , T,
4 cursam B e T, 2 cursam 08 gqualrs,

3 cursam ) e T, Tl ndo cursam nenhom.

Seja 7o ndmens de estudanies gue cursam pelo menos um curse, Pelo promcipse de inclusdo-exclusio {Teorema 6.7,

I'= &) — 33 + &3 — &, onde
H=124+2+20+8=060, 5=5+T+44+16+44+3=1
S 32424 3= 0, 5yl

Loga, F=3, & ¥ =TI+ T = 1L

Prove que, se A ¢ B sio conjuntes disjuntos finitos, A U B € finito e
niAU By =r(A)+n[H)

Ao contar os ebementos de A U B, primeiramente comle o5 de A. Emfio, exisiem r (A) despes. Os dndeos owtros ele-
mentos de A U B sllo os que estho em B, mas nfio em A, Mas comoe A e B sdo disjunos, nenhom elemenio de B estd em A,
£ assim expstem o f ) elemenlos que esldo em 8 mas ndo em A. Portanto, mAd U B) = oidl+niB).

Prove o Teorema 6.7 par dois conjumtos: riA L) = nlA) + (B =nlA 01 H),

Ao contar os elementos de A LU R, contamod os elementos eme A ¢ em B, Existiem nid) em A ¢ ol B em B. Emiretan-
Lo o clementos de A ¢ B foram contados duns vezes. Loga,

AMALR =rlA)l+ulB)—uldn 8

como se guerin provar. Parn uma owtro alternagiva de prova, lemos as unides disjuntus:
AUB=AUi(B\A) ¢ B={AN B U (B A
Portanto, de acorda com o prohlema anterior,
HAUB) =ald]+u(BY A) e a8 =nld N8+ r(8 A)
Logo, nl 8% A) = n(B) — ni A 1 §) e, portanto,
plA U =n{Ad)+rlB) —rld 0 B)

Como s gueria provar.
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Problemas Complementares

MNotagdo Falorial

631

fu. 32

[11'+E_ _fJ! o I:.II—]]_!. (n—r+ L)
ol { .[H T (e ) m—r— 10"

Avalie: () (i} ih) [1] i (';), t ) |:j:| e} l:ﬁ.): L (:ﬁ\}l

Simplhifique: ()

+ 2

Parmutagdes

.33

(%1

fa, X

fu b

F'

e (2)(5)+ (3 (5) -+ ()
0 (5)-()-(0)- () (2)

fap Qaamas plecas de carro podem ser feitas se cada wma coniver disas leoras distimas segubdas de s algariamos dis-
tntos? () Resolva o problema se o pnimesro algamsmao nio puder ser (L

Esxistem cinco estradas entre A ¢ § ¢ quatho estradas entre 8 ¢ C. Ache o mimero de carmanhos em gue se pode dirigin: (a)
de A parn  passando por 8 (i) fazende uma rota circalar {ida e volea) de A para C passando por &; (c) fazendo wma ro-
tu carcular de A parm £ passanda por 8, sem usar @ mesma estradn mais de uma ver,

Ache o nimero de maneiras pelas quais seis pessoas podem conduzir wm wobogd se uma, de um subconjusto de ks, iver
de dirigir.

{al  Ache o mimene de manerras pelas quais cinco pessoas podem sentar em fila.

(B Cranias seriio as maneirns, s dups das pessoos insistirem em sentar em posighes contiguas?

ir) Resolva a pame (@) assamindo que eles se sentem em tomo de uma meesa circular,

i) Resolvaa pasme (b)) assumindo que eles se sertem em tomo de uma mesa circular,

Ache o mimers de mansiras em que cines liveos grandes, quasro livros de amianbo médio e irds liveos pequenos podem
ser cobacados em uma pratebeira, de fal forma que o5 livres de mesmo famanha figuem juntos,

{a) Ache o mimere de permulagdes que podem ser formadas com as letras da palovra ELEVEM,

k) Dmamas delasg comegam ¢ lerminam com a letra E?

() Croamtas 1Em oos irés Bs juntos?

(e} Craamias comegam omm E e terminam com M7

fal De Cjuantins manEiras Erés menanos @ duas meninas Fm-d-:m senfar-se em fila?

(bl De quantas mansiras eles podem sentar-se em fila s2 menines & meninas tiverem de permanscer agrupadosT
iy Diequantas maneiras eles podem seniar-se em fila se apenas as meninas tiverem de permanecer agnapadas?

Combinagtes

Bl

642

LUima mubher tem 11 amigos praximios,

(@) De quantas mansiras ela pode convadar cinco deles para jantar?

(b1 Qunngns 250 a5 maneirss, s¢ dois 2o casados ¢ nio comparecerem separsdamente

(cp  Cheaneas =50 0 maneirss, se dols deles s3o brigados ¢ ndo comparecerem simullaneamente?

Umia enalher sem 11 amigos prosimios dos quais seis mbém sdo mulberes,
() D quantas maneiras ela pode convidar 1rés ou mais para wma fesia?

(k) De quantas maneiras eln pode convidar 11s ou mais, s ela quer 0 mesmo ndmero de homens ¢ mulheres (incluindo
ela mesma)?
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643 Um estudante tem que responder 10 das 13 questbes de um exame,
{a)  Channtns escolhes ele tem?
(B Cmantas, se ele deve responder hs duas primeiras quesies?
{e)  Cuanas, se cle deve responder & priemsira o b segunda questso, mas ndo a amhas,
() Cranias, se ele deve responiler exatamente o trés entre ns primeras Cineo quesibes?
{e) Cmantas, se cle deve responder a pelo menos s emre as cinco primeiras guestoes?

Particdes
644 D quantzs maneiras |} estucantes podem ser divididos em tréds times, um confendo quatro estudantes, & os oatros,
st

645 D quantns maneiras 14 peasoas podem ser divididas em seis comiés, em gue dois dos comités conlém més membros, ¢
o outrs, dois?

646 () Assumindo que uma oflula pode estar vazia, de quantas mansinas wm conjunio de trés elementos pode serdividido em
(i} trds células ordenadas, (i) trés oflulas nbo ordenndas?

(&) Dhe guantas manciras um conjunto de qustro elementos pode ser dividido em (7) eés oflulas ordenadas, (i) inds eflu-
l2= miio ordenadas”

Probiemas Variados
6,47 Uma amosra de 80 proprietiios de awomdvels revelou que 24 possudam vans ¢ 62 possufam carmos que no eram s,
Ache o ndmers L de pessoas que possuem ambos, vans & sutnos tipes de camos.

548 Eupﬂnlﬁ gue [2 pessmas leiam o Wall Streer Jowreal (W) ou o Businesy Week () ou ambos. Sabendo que irés pessoas
beem apenas o Jouermad @ seis BBem ambos, sche o nkmero b de pessoas gue [Eem apenas o Businesy Weed.

6,49 Mostre que qualquer conjunto de sete inteiros distinbos inclus doas imbeinos ve ¥, 1% gue oo x + ¥ ou x - v seja divisivel
por 10,

650 Considere ur torneio em que cada wm dos & jogadores joga comra wodos os airoes ¢ cada jopader ganha pelo menos wuma
vez, Mosire que existem pelo memos dois jogadores com o mesmo ndmero de vikdras.

Respostas dos Problemas Complementares

63 (@ n+l; By aln-V=a'—m (&) nin+0in+2 ddy (n—rlin—r+ 1)

632 () 10: (B) 3% ()91 (4} 1% (&) V1M () 816,

633 Sugesties: (o) Expanda (1 4+ 17 (&) expanda (1 - 1)".

6.3 (o) 26-25-10-9-8 = 68 000; (h) 26-25-9-9. 8 = 42] M0,
[a) 24; (k) 5T6; (e} 360,

636 3a

63T (wd 120 Qb 48 (o) 24 [4) 12

638 35040 3 = 103 6ED.
(e 120 (b 24, (&) 24; () 12
(el 120 (&) 24: (o) 45

£ Lk

(ah 462, (bp 210; {c) L.
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642

6,43

.44

.46

.okl

bl

. 5400

f@) 2" -1- (l;) -(]jl}= 1981 nu[:l:) ¥ f';)++(|l:) = 1981.
o (5)(8)+@)G)+()E) () () -

(o) 286; () 165 (c) 1105 () B0 (e) 276
01 CAVERN
T 3 = 0 uu(_* j'(:-:) = 2100,

14!

|
R R

{a)  fi) ¥ = 27, cada elemenio pode ser colocade em quabquer uma das wés célukas.
{ii) O ndmers de elementos nas rés oflubas pode ser distribuido como a seguie

la) ({3}, {0}, {0} 0 [{2} {0), (0} e [0} {0} 1]
Ponanto, o mimere de partighes & 1+ 3+ 1 = 4

B () 3 =81
(1} CFniamers de elementos nas trés oflulas pode ser distribuido como a seguir:

{ar) ({4}, {0, {0}]: o) [{3), {0}, {0 (o) [§2). {2} {03 ) [{2) {1}, {1}
Fortanio, o nimens de patigbes & | +d+ 3+ 6 = |4,

Pelo Teoremn 6.7, & = 62 4 24 - R = 6,

Mole que B U 8 = (B B0 (B0 810 (8Y W) e oenifio € disjuntn. Portanio, 12 =3+ 6+ kouk =3,

Seja X o [y, X000, o ) umm conjunto de sele inteiros distintos, e seja rooresto da divisbo de v, por 10, Considere o se-
guinte particho de X

Hy =[x =0} Fy = {x2r = 5}

H;:{.‘c‘,:l,:] l:ll.l".il‘:l H..={.'|:..'r_,=2 ME}

Hi={x-r=3ou7} Hy={xzr, =4 ouéd)

Existem seis cosas de pombos para seie pombos. Se v ¢ v estio em ). owem H, entio ambos, x + v e x - » sdo divi-
siveis por 1k Se re v estio em um dos outre quatro subconjuntos, entiio ou x + 5 ou x - ¥ € divisivel por 10, mas niio
ambss,

O pibmero de vindrias para cada jogador & pelo menos | e, no mdxima, A — 1. Esses r - | mimeros cormesponden ar = 1
casas de pombo que alio podem acomodar r jogadores-pombos. Portanto, pelo menos dots jogadones 1erdo o mesmo at-
meTe de vitdrias,



Teoria das Probabilidades

T

7.2

INTRODUGCAOQ

Teoria das probabilidades € um tipo de modelagem matemdtica para fendmenos de azar ¢ aleatoriedade, Se uma
meds € jogada de maneira aleadnia, pode-se ter cara ou coroa, mis ndo sabemos qual deles ocomrerd em um Gni-
o lance. Entretanto, suponha gue 5 seja 0 nimere de vezes que cara aparece quando a moeda € jogada n vezes.
A medida que n cresce, a razio f = sin, chamada freqiiéncia relativa do resultado, fica mais estivel. Se a moeda
estiver perfeitamente balanceada, esperamos que caia cara aproximadamente 505 das vezes ou, em outras pala-
VIS, fhie 3 |'r¢|;||'iér|n;:|:|. relaliva ga aproxime de :'- e outroy ponio che vista, supondoogee a moeda m:j.: p:rﬁ."i:.'l.men-

e uniforme, pedemos chegar ao valor § por dedugio, Isto &, € o proviivel ocorrer um lado da moeda quanto o ou-
tro. Portanto, a chance de se obter cara € de | em 2, o gue significa gque o probabilidade de cara & é Embora o re-

sultado especifico de um dnico lance seja desconhecido, o comportamento ao longo de muitas tentativas € detenmi-
nado. A estabilidade do comporiamento de longo prazo de fendmenos aleatdrios forma a base da teoria das proba-
hilidades,

Um models maemdtico probabilisticn de fendmenos aleatdrios ¢ definido associundo probabilidades o todos
o5 possivels resuliados de um expenmento. A confiabilidade do nosso modelo matemdtico para um determinado
experimenio, depende da proximidade entre as probabilidades associadas e o verdadeiro limite das freqiéncias re-
lativas, Tsso origing, entio, problemas de verificag®o e confiabilidade, que 550 o objeto de estudo da estatisticn & as-
130 aldm dos objetivos deste rexto,

ESPACO AMOSTRAL E EVENTOS

O conjunto 5 de todos os possivels resultados de um experimento € dite o espago amesteal, Um resultade particu-
lar, i. ¢., um ebemento de §, € dito uma amostrg, Um evento A ¢ um conjunto de resulizdos ou, em outras palavras,
win subconjunts do espago amostral 5 Em particular, o conjunto {a ] consistindo em uma dnico amostra a € 5 ¢
chamado de evenio elemenrar. Ademais, o conjunto vazie, &, ¢ o proprio 5 &0 subconjunto de § e, poranto, sio
evenios. & ¢ geralmente chamado de evento impossivel ou evenio mde,

Comed um evento & um conjunic, podemos combinar eventos para formar novos cventos usando s virias ope-
ragies EIire Comjumnios:

(i} AU 8¢ oevento que ocorme sse A acorme ou B ocorre (o0 ambos j,
(A M B oevento que ocome sse A ocorme ¢ B ooorme,
(i} A", o complementar de A, também representado por A, ¢ o evento que ocorme sse A nde ocore.
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Diois eventos A e B sio ditos peetwamente excludentes se sio disjuntes, o & se A N8 = & Em outras palavras,

A e B sd0 mutvamente exclodentes sse nigo podem ocormer simalaneamente, Trés ol mals eventos s muiuanen-
b excludenies se quaisguer dois dentre eles sio mutuamente excludenes,

Exempio 7.1

() Experimento:  Lance amdedo ¢ ohserve o milmero (de pontos) nd Gce que apsaress para cimi,
O pspago amosaml 5 consisie e seis nmerns prssivels; isboé,

=112 3%45.6]
Saja A o evento deserito pela ocomineia de um sdmero par, B pels ccoméngia de um ndmers impar e O pela
rsHTERCIL die am admero primo; o £, sejan
A={14.0} #={1.15} C={23.5]

Emiin,

AL = (5 A4 R 6] & ocvento oommingia de wm mimeno primse ow

B = 43, 8] € o cvemto comméngia de wm nidmeno mpar primio

O = 1A B € ooevento em gue um ndmero prins Bl econne,

BMode gque A ¢ 8 sho mutuamenie excludentes: A N 5 = %, FEm oulras p.a|u1.'r.n-., LT AT G € i Rndmen
par nilo podem ocormer simaltaneamente,

iy Experimemio:  Lonce wma moedn oiés vezes ¢ observe o seqgildncia de ocoméncia de coras (M) e oomoas (T,
O gspago amomstral 5 consisie o oito elementos seguinies:
5= {HHH. HHT. HTH. HTT. THH. THT. TTH. TTT}

Sega A oeveinto eingue duss ou ks Garas sparcen conseculivamente, © B o evemto gim qus odos os lances
w0 i guais; 15 8,

A= {HHH. HHT. THH}. e  #=[HHH. TTT)

Entio, A M 8 = [HHHY & o evens elementas em quc ape s caras aparecem, O evenis em que Cineo Cors ap-
recem ¢ o congunbe vasio B3,

(i) Expermemio;  Lance wma meecda ok R T HIER T qmrul,':l._c:rﬂim comle o nimers de veres gue a moeda fii
lamgada,
O espago amostral deste experimento € ¥ = 102 3. Como tode inteirg pusitive € um ebemento de 5. o
espago amiskral & infimite

Observagio: O espago amostral § no exemplo 7.0c), como observado, ndo € finito. A woria que rata desse
Lipsy de espags amosiral es1a além do escopo deste texto. Portanio. o menos gue haga afirmagio em contrins, wodos
05 Mo eapaios amosirais 5 serao linitos,

7.3 ESPACOS DE PROBABILIDADE FINITOS
Wile a definigdo a scguir.

Definigio:  Scja § um espago amosiral fimto, 8 = {00, b Um espago de probabilidade finito, ou mo-
dele de probabilidade, ¢ obtido associando, a cada ponto «a, em S, um nimero real p, chamado de probabilidade
dea, . satisfazendo as seguinles propriedades;

iy Cadap, € niio negativo, isto &, p, > i,

() Asomadep élisiod, py+pa+ -4 p, = L

A profuhilidede de um evento A tescreve-se A ¢ entdo definida como a soma das probabilidades dos ponios
emd,

! Mok T, Mamivemios, come € o em exios de proatlidide, os sisbalos H para cara (headie T Judra Covre o tedif}
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O conjunto unitdrio {2} ¢ dito um evento elementar ¢, por conveniéncia de notagiio, escrevemos P{a; ) em
vez de P({a}).

Exemplo 7.2 Experimieate:  Considere a observagio do nimero de caras obtidss no langamento de r&s moedas.
[Campare com o Exemple 7. 10h) amenor |

O espago amastral € 5§ = {0, 1,2, 3. As seguindes associaghes a0s elementos de § definem um espago de probabi-
lidades:

P =4, Pl={ AB={ PI=]

15l &, cada Flnbnhi'lidn:!:énﬁ.n n:pli.ﬂ.i:.a soma das p'rnh.ll'ri.'li.da-lhﬁ I Seja A O EVEnED eI (e 'p:hmﬂm BT AT
ogoare, ¢ seja B 0 evento em que odas as carns ow wdns as coreas ocormem; isto &, sejad = [, L 3] e B = [0, 3] En-
tii, por definkgio,

A =AM+ M+ PN =3+3+1=] e P8 = PO+ P =}+l=]

Espacos Equiprovaveis

Fregiicntemente, as caracteristicas fisicas de um experimento sugerem que probabilidades iguais estio associadas aos
wvanos resultados do espaco amoseral. Um tal espago de probabilidade finito 5, onde cada ponto tem a mesma proba-
bilidade, serd chamado um espape equiprowivel, Em particular, 52 5 contém n pontos, entiio a probabilidade de cada
panto & L. Ademais, se om evento A comtém r pontos, entiio sua probabilidade € 7 1/n} = #in. Em outras palavras,
nimero de clementos em 4 nl Al nimere de resultados favordveis a A

ol Pld) =

Fld) = =
WA nimers de elementos em 5 1 §) nimero total de resultades possiveis

onde a(A) denota o ndmers de clementos no conjunio A.

Enfatizamos que a fdemula para PLA) acima s pode ser utilizada em relacio a um espago equiprovivel, ndo poden-
do ser usada genencamente,

A expressdio aleatdrio serd usada apenas para referenciar um espago equiprovivel; a declaragdo “escolha alea-

toramente um ponte de um conjunto 5 significand que 1odo pomio (amostral em 5 wem a mesma possibilidade de
ser escolhido,

Exemplo 7.3 Considers uma cana selecionada de um baralho comusm com 52 cartas. Sejam
A= facarad deespaclas] e B = [acorts & uma figura}

{Urma figera € om valete, uma dama oo um red. ) Caomputamos PLA) PLEL ¢ PLA M8 Coma t2mics um EX[RLEDH I:ql.ri-

pmr.i\'el,
P{A:I=m:i!mmd=ﬁpidus=ﬁ=£. F[B]=m:imﬂc.-d|:-:-a.nasmmﬁgura =E=i
nmero de caras 5 4 nmeers de cartas 51 13
mimero de canas de espada com figura 3
PlAm 8] = -
I: ) miimere de canas 32

Teoremas sobre Espagos de Probabilidade Finitos

O ieorema seguinte decorre diretamente do Fato de que a probabihidade de um evento & a soma das probabilidades
dos seus ponbos,

Teorema 7-1: A fungio de probabilidade P definida na classe de todos o5 eventos em um espago finito de pro-
habilidades em as seguintes propriedades:

[P,]  Pararodo evento A, 0 PiA 2 1.
[P A5 =L
[P,] 5eoseventos A e B slbo muwamente excludentes, entdo 1A U E ) = PlA) + A,

O proxime teorema formaliza o nossa intuigio de gue, se p € a probabilidade de um evento £ ocorrer, entio
| = p é a probabilidade de £ nio ocorrer. (Isto €, se acertamos um alvo p = /3 das vezes, entdio erramos o alvo
1= p = 143 das vezes.)
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Teorema 7-3:  seja @ o conjunto vazio, ¢ suponha que A ¢ & sio eventos quaisquer. Entdo:

(n P =0
(i) MA'E) = Pld)=FPANE
(i) SedC 8 entdo PA) < PIB)

Ohserve que a propriedade [Py do Teorema 7.1 indica a probabilidade de uniio de eventos no caso de evenios
disjuntos. A fdérmula geral {provada no Problema 7.17) ¢ chamada principio da adigiio. Especificamente,

Teorema 7-4 : (Principio da Adigio) para quaisquer eventos A ¢ B,
PlAUR) = PiAd)+ P(B) - MANE)

Exemplo 7.4  Suponha que um estisdants seja aleatorinmente selecionado entre 100 estudantes, dos quais 30 estu-
dam matemdtica, 20 essdam quimdca e 10 espodam matemdtica ¢ quimica. Ache a probabilidade p de um estudame

esfudlar malemadtca ou guirmesa.
Sejam M = [estudantes de matemditicn | e 0 = {estudantes de quimics |. Como o espagn € equiprovdivel,

o 3 . Fi| S 1mn 1
.P'I:.H'}=ﬁ=ﬁ Pl_ﬁ'}=ﬁ=;. P[H:E]:F[Hﬂﬂ]:m=m

Pomanio, pele Principio da Adiglo (Teorema 7.4},

=

U
T

Al Ba

p=PM or @) = FiMUD) = P(M) + P(Q) - PIMNQ) =

L=

7.4 PROBABILIDADE CONDICIONAL

Suponha que E & um evento em um espago amosiral § com FE) > 0. A probabilidade de um evento A ocorrer uma
ver que E tenha ocorrido ou, especificamente, a probabilidade condicional de A dado E, (escreve-se PA | E)) € de-

finida como a seguir;
PlANE)
P(A|E) = —7
I =5
PUA|E) mede, em um certo sentido, a probabilidade relativa de A restrita 8o espago reduzido E. como representado
o diagrama de Venn da Figura 7-1.
.
5
Fig. 7-1

Agora suponha quee § € um espago equiprovivel, ¢ seja nlA) o ndmero de elementos oo evento A,

P{ANE) _n{ANE)

E
Hl: :l £, partanta. P{.-‘!l E] = P[F] = ”[E}

S}

mAME)
PlANE) =W- PE) =

Adirmamos formalmente esse resultado,
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Teorema F-5 Suponha que § & um espago equiprovivel ¢ que A e B sdo evenios.

Entiic

nimero de clements em A ME niAN E)

Fld E)= =
( ) nlimere de elementos em E nE)

Exempla 7.5

(ap Um par confidvel de dados & langado. O espago amostral 5 consisie em 36 pares ordenados (a, &) onde a ¢ b po-
dem ser quaisguer inteirms entre | e 6 (veja o Problema 7.2 Poriomto, o profabilidade de gqualgusr pomo & 1746
Ache a probabilidade de que um dos dados dié 2, considerando que 2 soma seja 6. Isso &, ache PA | Eonde

E= lasomadh) ¢ A= |2aparcce em pelo menos wm dos dados ).

Ache lamibdm PA)
E consiste em cinco elementos, especificamente,

E={{1.5), (24}, (33,042 (511}
Diois deles, (2, 4) e (4, 2), periencem a A; isio £,
AME = {12,4], {4,2]]

Pelo Teorema 7.5, PiA | E) = 25,
Par owiro kado, A consiste em 11 elementos, especificaments,

A= {{21),{2.2), (2,3), (2,4), (2,5}, (2.6, (1.2).03,2). (4,2}, {5,2), 6, 2]}
e § conssie em 360 elementos, Poranto, A = 11034,

(k) Lm cazal tem duss cnangas; o espago amosira] € 85 = | hi, fon, mh, mm | com probabilicade 174 para cacly pon-
te. Ache a prohabilidade p de que ambas as criangns sejam meninos (&) sabendo que: (1) pelo menos ama das
Crianmgas & wim menine (i) a crianga mais velha ¢ um menino,

{i) Aqui oespago resiite consiste em irés elementos, | ki, k. mh); logo, p = 1.
(1) Augui o espago resirboe consiste em apenas dois clementos { A, o) logo, p = £

Teorema da Multiplicagao para Probabilidade Condicional

Suponha que A e B sio eventos em um espago amostral ¥ com PLAY = 0, Pela defimcio de probabildsde condi-
ciomnal,

Pid N B

PlEB|A)= FOA)

Multiplicando ambos os lados por PlA), obtemos o seguinte resuliado, bastante gril:
Teorema 7-8: (Teorema da multiplicacio para probabilidade condicional)

PlAM B) = P{AIP(B| A)

0 peorema da muluplicagio nos di uma fermula para a probabilidade de que ambos os eventos, A € B, ocorram.
Ele pode ser facilmente estendido para trés ou mais eventos, A), Az, ... A isto &,

PLA, MAy D T A ) = Pl - PlAy | A PlAn | A DAz 00 Ay

Exemplo 7.6 Um lote contém 12 itens, dos quais quatre apresentam defeito, Trés itens sio alesoriamenis retira-
s alr b, umn apads o outro, Ache 3 probabalidade g de que nenbum dos s apresente defeine,

A profabilidads de o primeiro item née apreserar defeito & IJ._;.jli gue pato de 12 itens nbo tém defeios, 5e o
primeiro item nio ver defeitos, entdo a probabildsde de o Mem seguinte ndo ler defetos & 2. i que apenas sete dos
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T ens remaneseentes ndo apresentam defeitos. 5 os primesiros diois irens mlio titm defeitos, entho a probabilidode
e qquse o b vem i wenbo delems € L gque seis dos 10 ens remanescentes ade 1Em deletos. Poramo, pelo

tearema da maltiplicngfio,

7.5 EVENTOS INDEPENDENTES

O evembos A e 8 em um espago de probabilideds § sdo ditos independessies se a ocorméncia de um deles niio imtluen-
cia a ocorréncia do outro. Mais especificamente, 8 ¢ independente de A se PUE) € igual a A# | AL Agora, substi-
winda PR por PLE | A) ao weorema da multiplicagio, obtém-se

PLAN B} = PLAVP B
Usamos formalmente & equagho acima como nossa definigho de independéncia de eventos.
Definig@o: Ok eventos A ¢ B <o fndependenies se PLA OV = SAPRY, caso contrkmo, eles sao dependentes,
Enfatizamos que a independincia & uma relagio de simetria, Em paricular, a eguagio
MAM By = MAIPME implica tanio PilBl A =P E TR PliA|B)=PA)

Exemplo 7.7 Uma mosda confiivel ¢ langada irés vepes, gerando o expago equiprovivel
A= [HHH, HHT, HTH, HTT, THH, THT. TTH. TTT}
Considere o seguintes evenios:
A = [primeiro lance di cara] = {HHH, HHT. HTH. HTT]|
f = [sepamdo lance di cara} = [HHH. HHT. THH. THT}
£ o= § exstamente duas caras sepuidas] = (HHT, THH|

Clargmente, A ¢ B &ho cvenios independentes; esse Talo @ verificado abaixa. Por owtro Lado, 2 relag@o entre A ¢ ¢ ow
i e O ndier & dbvia. Alirmamaes gue A e O sho independentes, mas 8 ¢ C sbo dependentes, Temos

-]

PAy=3=4.  PRAI=%=}  PC)=§=]
Al disso,
PIACIE) = PUHHH, HHT} =], P(ANC) = PUHHTY) =1 PBAC) = PI{HHT. THH}) - |
Consegilentemente,
PlAVPE) = | be )= PAN B e logo, A e B xio independentes
PlAFC =L d=]w PANC)L e loge A e C o independemes

PIBIPIC) =3-5=3# PIBNC) e logo, B e C sdo dependentes

F
- Fregiientemente, postularemaos que dois eventos slho independentes, ou o priprio experimento implicard gue
dois eventos sejam independemes,
Exemplo 7.8 A prohabilidade de qise A atinga wm alva ¢ L. v a probabilidade de que 8 atinja um alve é §,
Ambas atiram s alvo. Ache a probabilidade de que pelo menos um deles atinga o olvo. ie., A ou &, ou anibos
atimjam o Glvo,
Temos a informagdo de gue PiA) = ;e ME) = 4, « procuramos P (4 U B Além disto, a probabilidade de que
A ou & stingam o alve ndo ¢ inflaenciada pela agio do outro, isto &, 0 evento de A atingir o alvo € independente do
events de B atingir o alvi, isio &, PLA 018 = PAPE L Portanin,

PlAVB) = PA)+ P8} = PLAC B) = PlA) + P(B) - PLAVPIE) =5+ 3 - (LH3 = U
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7.6 TENTATIVAS INDEPENDENTES REPETIDAS E DISTRIBUICAO BINOMIAL

Discutimos previamenie espagos de probabilidade que estavam associados com um experimento repetido finitas ve-
zes, como langar uma moeda s vezes, O conceito de repetigio é formalizado como a seguir;

Definigho: Seja 5 um espaco de probabilidade fnit, Designamos, por espago de » fensarivas independentes repe-
ridas, o espago de probabilidade 5, de n-uplas ordenadas de elementos de 5, onde a probabilidade de cada r-upla &
definida como o produto das probabilidades de seus componentes:

Pl(s),52.- - . 54)) = P[5, ) Psz} - Pla,)

Exemplo 7.9 Sempre que inds cavalos, a. b e o, competem, suas respectivas probabilidades de vencer siio 4, e |
Em outras palavras, § = [a, b, ¢] com Pla) = § P[b) =1 e Pe) =1 Se os cavalos competem duas veses, o espago
amoairal de duas venativas repetidas &

5a = {ma, ak, ac, ba, bk, be, ca, of, oo}

Par convenigneia de notaglo, escrevemos ac para o par ordenado (o, ¢ A probabilidads de coda pomto em 5, &

Plma) = Pla)Pla) =+1(4) =4}
Plab) = Pla)Pib) =11} = §
Plac)= Pa)Ple) =4l =&  Plbc) = Plec) =

Piba) =1,
Pibby =1  Plch) =4

e

Plea) = 4

Portanto, a probabilidade de © ganhar o primeiro péree & ¢ gonhar o segunds € Pleg) = ﬁ

Tentativas Repetidas com dois Resultados, Tentativas de Bernoulli

Considerse um expenmento com apenas dos resultados possivers. Tentutivas independentes repetidas de um tal ex-
perimenic siko chamadas de tentativas de Bemoulli, em homenagem ao matemétics sufgo Jacob Bemoulli
{1634=1703]). O termio “tentativas independentes™ significa que o resultado de qualquer eentativa ndo depende do
resultsdo de w@ntaivas prévias (al como langar uma moeda), Chamaremios um dos resultsios de sicesse € 0 outro
de fracassn,

Seja p a probabilidade de sucesso em uma entativa de Bernoulli; loge, g = 1 = p é a probabilidade de um fra-
casso. Um experimenio Binewminl consiste em um ndmero fixo de tentativas de Bermoulli. A nodagdo

B{n,p)

serd usada para denotar um experimento binomial com » fentativas ¢ probabilidade p de sucesso.
Fregientemente, estamos interessados no ndmero de sucessos em um experimento binomial, ¢ ndo no ordem
em que ocormem, O seguinte teorema (provado no Problema 7.38) pode ser usado,

Teorema 7-7:  a probahilidade de se obter exatamente k sucessos em um experimento binomial Bir, p) ¢ da-
da por

Pk = Pk successo) = (:)ppcf"*
A probabilidade de um ou mais sucessos é 1 - g,
Aqui, ( z) ¢ o coeficiente binomial, que estd definido e discutido o Capitulo 6.

Exemplo 7.10  Uma moeda confidvel & angadn seis veres; considers n obtenglo de carns coma sucesso, Espe &
i experimento binomial com n = fe p=g=1.

(a)l A probabilidade de que cxatanments duas caras ooorram (Le. k= 3)é

- (YO Q-5
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.7

i) A probabilidsde de se obterem pelo menos quairo caras (e, & = 4, 5 o0 6) &

-

<o = () E (O G+ ()

15 6 1 11
"RTETR R

e 1
(e} A probabilidade de ndo s obier nenhama cara (iLe.. apenas frocassos) & q = (i) =8 loga, a probabilidads

63
d i i il —yg"=1—-—=—== 014,
£ WML Ol i cards ¢ o = =

Observacio: A fungdo Pk) para k = 1,2,.... #, para um experimento binomial Bir, 2), € dita a disieibuiyde bi-
momial, i que comesponde #o0s termos sucessivos da expansio binomial:

(g+p)" =" + [?)q“ '+ (;)q""p’ +oet

O wso do termo disiribuipdo serd explicado adiante neste capitulo.

VARIAVEIS ALEATORIAS

Seju ¥ uma amosira de um expenments. Como observado previamente, o resultado de um experimento, o 08 pon-
tos em 5, nio precisam ser ndmeros. Por exemplo, no langamento de uma moeda, os resultados sdo cara (H) ou co-
rows (T, ¢ no langamento de um par de dados, os resuliados sdo um par de inteiros, Entretanto, fregiientemente que-
remos assaciar um ndmero especifico a cada resultado do expenmento. Por exemplo, no langamento de moedas,
pode ser conveniente associar | aH e 0a T, ou, no langamento de um par de dados, podemos querer associar a so-
mia dos dois inteiros ao resullado, Uma associagio de valores numéricos desse tipo € chamada varidvel aleardria.
Mais penericalmente, temos a definigio seguinte.

Definigio: Uma varidve! aleaidria X ¢ uma regra que associa um valor numénco a cada resultado de um espago
armostral 5.

Vamos denotar por 8, o conjunto de nimeros associados por uma varidvel aleatdria X, e vamos nos referir a
R, COMD EERagn imagen.

Ohservagio:  Emuma werminologia mais formal, X € uma fungdo de § para os nimeros reais K, ¢ 8, € a ima-
gem de X. Além disso, para alguns espagos amostrais infinitos 8, nem todas as fungdes de § para R 530 considera-
das varidveis aleardnias. Entretanto, 08 espagos amosirais aqui sio finitos, e toda fungdo a valores reais definida em
um espago amostral finito & uma varidvel aleatdria.

Exempla 711  Um par de dados confidveis  langado (veja o Problema 7.3), O espage amostral § consiste em 36
pares ordenados (g, & onde g ¢ b podem ser m intsiros entre | ¢ 6; is80 &

E={1 1 {1.2),..., {6.6]]
Swponha que X assoecia a sonsa dos ndmeros a cada ponito em 5; encdoe X € ama vansdvel alestdria com espago imagem
Ry = {2,3,4,56 7,59 10,11,12}

Suponha que Vassocks a cada ponto o mdximo de dis nibmeros; entdo ¥ & uma vandvel aleatdna com espago imagem

Ry ={1,2,3.4,5.6}

Exemplo 7,12 Uma caixa conpém 12 itens dos guais s s5o defeiuosos. Uma amostra de s itens ¢ seleciona-

da da caixa, O espago amosiral consisie m ( '; ) = 120 amostras diferentes de amanbo 3. Seja X o nbmeno de

itens defesluosos no amostra; entiio X € wma variive] aleatdria com espago imagem &, = {0, 1,2. 3}

' M.deT. Comonos capilulos anceriores, & bern R € wsada como simbolo pars imapem (em aglis, aagek
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Distribuicao de Probabilidade de uma Variavel Aleatoria
Seja By = {x),x5,..... ¥, } o espago imagem de uma varidvel aleatdria X definida em um espago amostral finitw 5.

Entic X induz wma associgio de probabalidsdes no espago imagem &, como a seguir:

o= Pl = PLY = x) = soma das probabilidades dos pontos em 5 cuja imagem € 1,

O conjunto dos pares ordenados (xy, gy ... (2, 0 ), nommalmente dado por uma tabela

T o v x

) L &

& divo a iz eeibuigdo da varidvel aleardria X,
Mo caso em gue S & um espago equiprovavel, podemos focilmente obter a distribuigio de umn vardvel aleatd-
riil COmao & Sseguir.
Teorema 7-8:  seja §um espago equiprovivel, e seja X uma varidvel aleardria em § com espago imagem
Ry = 4%, %5, 000 5 )
Entiio,
nimere de pontes em § cuja imagem ¢ x;
nimero de pontos em 5

po=Plx) =

Exempio 7.73 Considere a varidvel aleatdria X do Exemplo 7,11 que associa. a0 langamento de um par de dados,
a sorma dos vabores, Usamos o Teorema 7.8 para ober a distribuigio de X,

Existe apenas um resubtado (1. 1) cuja soma & 2; portanto, P{2) = . Existem dods resultados, (1, 2)e (2. 1)
cuja soma ¢ 3; portanto, P13} = & Existem tés resaltados, (1. 30 (2 23 e (3, 1), cuja soma é 4: portanto P{4) = 13;
Dhe modo similar, P(5) =& P6) =&, ..., P(12) = & A disribuigho de X consiste nos pontos em R, com suas
respectivas probabalidades: 5o €,

x| 21314 us.".'ln-;m THRE
p k% S5 A& alsl%ls|%

Exemplo F.14  Seja X o variivel aleatdrin do Exemplo 7.12, Usamios o Teorenwa 7.8 para obter a distribuigho de X,

i

Exissem (-;} w B4 amosiras de tamanho 3 sem iens defeimoses: portanto, P0) = &5 Existen 3( 3:] = 108

amistras de lamanho 3 coatendo um item defeimoso; portanto, 1) = 58 Existem ( 1 ] S0 = 27 amosiras de 2.

manho } contendo dois itens defeifuosos; portante, M2} = ﬁ}i Existe apenas uma amostra de lamanbas 3 contemdo
Irés Elens defailuosos; portanto P3) = :;h A clistribuigio de X & n sepuinte;

P |3

0
n % B[ &

Xy

¥

Observagiio:  Seja X uma varidvel aleatdria em um espago de probabilidade 5 = {ay, ;... ., @, |, e seja f(x)
um polindmio qualguer. Ent3o, f{X) ¢ a varidvel aleatdna quee associa S (@, )] a0 ponto g; ou, em outras palavras,
FX ) = F{ X)) Conseqlientemente, se X assume o5 valores vy, ¥s,..... ¥ye 0N 18 respectivas probabilida-
des P, e, BN FLX) assumie o5 valores v b Alxsh. . ., Fx,) . onde a probabilidade o, de v, € a soma
dos vaslores p para os quais y, = ).
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Expectancia de uma Varidvel Aleatdria

Seja X uma varidvel aleatdria. Existem duas medidas (ou parimeros) importantes associados a X: a média de X, de-
notada por 4 ou gy, 0 desvie-padndo de X, denotado por 0 ou & A média g € também chamada de expectineia
de X, escrita E(X). Em um certo sentido, a média g mede a “iendéncia central” de X, e o desvio-padrio o mede o

“espalhaments” on “dispersio” de X, Esta subsegio discure a expectincia g = E(X) de X, ¢ a subsecio seguinte dis-
cute o desvio-padrio o de X.

Seja X uma varifivel aleatdria em um espago de probabilidade § = {a), 03, -+, i@, }. A média ou expecidneia
de X ¢ defimida por

p=ELX) = X ) Play ) + Xag )P ) + -+ Xag ) Plag) = EX o) Play)

Em particular, se X € dado pela distribuigio

I O PRI

M M L

entdo a expecrdneio de X &
B=EX)=xp + 004+ 4 50 = Exp,

(Por convenigneia de nodago, omitimes os limies no simbolo de somatdrio Z.)

Exemple 7.15

fa)  Suponhia que wms mosda confidve] seja langada seis vezes, O nlimero de caras que podem DOOITET, COM A5 Tes-
p:l.:l:i\mi prizhabilidades, € o seguinte:

wlof1][213][4]s]s

pldldh 8188 & &
Entiio a miédia. ou expectiingia, oo mimens esperada de cams, &

i= E(X) = 0(%) + 1(&) + 208) + 3(F) + 40 + 5(F) + (k) =3

ih)  Considere o varidvel aleatdria X do Exemplo 7.12 cuja disirbaigio aparece no Exemplo 7.14. Ela informa o
numero possivel de itens defeituases em ump amestra de tamanbo 3 com suas respectivas probakalidaces.
Entde, o expectiincia de X ou, em outras palavras, o ndmeno esperado de iiens defeituoses em uma amosira
de tnmanho 3 ¢

p=E(X] = 0(&) + 1) + 2(45) + ¥skg) = 0,75

ic}  Trés cavalos, o, b e o, eslBo em um phineo; suponha que as suas respectivas probabilidades de vivbria sejam §,

e L Seja X a fungiio que descreve o pagamentd do prémio para o cavalo vencedor, € suponbia que X pague 2
Stiou 39, dependendo de g, b ow ¢ vencer o pireo, 0 pagamento esperado para o pdres &

ElLX) = XiaiPla) + X(EWPh] + XedPle)
=2k} + 65} +9({}) =43

Varidncia e Desvio-Padrdo de uma Variavel Aleatdria
Conaidere uma varidvel aleatdria X com média p e distribuigio de probabilidade

N | oA | o -

Ha

oy P B | Pa
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A varidacia Var(X) e o desvio-padrdo o de X sio definidos por

Var(X) = (x; — u)p + (% — 1) + -+ + (% — 1'py = Bz, = u)p, = E((X = u))
o= /Yar(X)

A sepuinte formula €, normalmente, mals conveniente do que a fdrmula acirna para caleular Varn X}

Var(X) = xip, +x3py +- -+ xp, — ' = Exip, — o’ = E(X7) —

Observagio: De acordo com a formula acima, Var[X) = o, Tanto, =~ guanto o medem o espalhamento
ponderado dos valores xem womo do média 4; entretanto, o tem as mesmas unidades que 4.

Exemplo 7.16

{ap  Seja X o mdmers ccorrdpeias de cara quando wmsa moeds confidvel & langads seis veres, A distribuigio de X
aparzce no Exemplo 7, 15(a), onde 2 sup média g = 3 € calculada. A varifincia de X & caleulads como a seguir

Var(X} = (0= 37 o (1 =3 G 2= 3P Ha o (6-3) 4 =15

Die owtra mansir,

Varl¥) =00 L+ P+ 20 U ¥ FU s e g L 3 = 1 5

L) desviepadrio € @ = 1,5 5= 1,225 (caras),

(b} Considere n varidvel alestdria X no exemple 7.15(8), onde p sun médin g = 0,75 € caleulndn. (A disiribuigho
aparece no Exemplo 7,04 A vanifineia de X ¢ calcolsda como a seguir

Var(¥) = 08 8+ 17l o+ 27 8k + 3 oy = (0.75)7 = 0,46

Partanio, o desvio-padrkoe &
7=/ Var(X| = v0L46 = 0.66

Distribuicao Binomial

Considers um experimento binomial Bm, p). st & Bin, @) consiste em n repeticdes de wm experimento com dois
resultados possivels, sucesso ou fracasso, ¢ p é a probabilidade de sucesso. O nimero X de & sucessos & uma varids
vel aleatdria cuja distribuig®o aparcce na Figura 7-2.

k LI 1 2 cae | H
pi | | (Da e | (G |- | #

Fig. 7-2
) teorema seguinte pode ser usado.
Teorema 7-8:  considere a distribuigio binomial 8ta, p). Entdo;
(1) Walor esperado EiX) = 4 = np
(i} Waridncia Var(X) = o° = npg
(v} Desvio-padrio o= ,J-"n_pq
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Exemplo 71T

{a) A probabilidade de um homem stingir um alve & p = 1/5. Ele atiea 100 vezes, Ache o nimero esperado i de

WERES e b v atingr o alvo e o desyio=padrio .
Aqui p =} e logo, g = § Portanio,

I |

4
F="F=]m'i=2ﬂ & T = . npg = 'II]]-E-§=-I1-

(&) Acke o ndmero espersdo de respontas oorretas obtidas por adivinhag®o em um teste com cinco guesties do tipo

Falso o verdadeiro,
Aqui, p = i Porianto, E{X} = np = 5. 4= L5,

Problemas Resolvidos

Espagos Amasirais @ Evenios

T.1 Sejam A ¢ Feventos, Ache uma expressio e exiba o diagrama de Venn para o5 eventos:
() A, mas o B (&) nem A nem B (c) A ou B, mas nfo ambos.

Como A mas nde 8 ocorme, assinale a drea de A Fora de 8, como na Figora 7-3a). Bote u E‘-,nn:nrrq;ll:m:mud:

[z}

()

(ch

B, ocorre, ji que B nio ooome; portanto, A & B ocorrem, Em outras palovras, o svento £ 4 7 F,

“Mem A nem B significa que “ndo A ¢ ndo B ou A M F, Pela lei de DeMorgan, isto ambém € (4 U B, portan-

ty, assinale a dres fora de A e 8, Le., fora de A U B, camo na Figura 7-3(b).

Como A ou B mas ndo ambos ooorme, assimale a dréa de A ¢ 8, excetd a sua idersegdo, como fna Figura T-3c). O

evento & equivalents b ocorréncia de A mas ndo B ou 8 mas niio A, Portanto, o evento & {4 M 8L (8 M A%,

T.2

(@) A mas nda B {£) Nem A nem B i) A ou B, mas nio ambes

Fig. 7-3

Comsidere o langamento de um dado e de uma moeda; seja § o espago amostral consistindo nos 12 elementos:

(er

By
()
(il

§ = [HI, H2, H3, H4. HS, H6, T1, T2, T3, T4, T5, Té}

Expresse explicitamente 08 seguinles eventos:

A = [cara e um ndmero impar aparecemn |

B = [ um mimere primo aparece |

£ = {corca c um nimero impar aparecem |
Expresse explicitaments os eventas: (i) A ou 8 ocome; (i) 8 ¢ © ocomem; (1) apenas B ocorre,
Cpaal par formado a panir dos eventos 4, B e C € composto de eventos mutuamente axclusivos?
O elementos die A 530 o8 elementos de 5 consistindo em um H & um mimeno par:

A = [H1, H4, H6)

O elementos de B 530 o8 ponkos em 5 cupo segundo componente & om ailamens prim
B = [H2, H3, HS, T2, T3, T$}

Os elemenios de C sho os pontos de 5 formadeos por um T e um ndmens impar: © = [T1, T3, TS}
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()

Leh

(il Auf={H2, H4 Hb, H3, HS, T2 T3, T3}
i} BOC={T3, T5}
iy Bnd"nC" ={H3 Hi Ti}L

A e C siio mutuamente excludemes, ji que AN C = .

7.3 Um par de dados € langado e os dods ndmeros 550 regisirados. Escreva o espago amostral 5, e ache o ndmera wl¥)
de elementos em §,

Existem seis ndmeres possives, 1, X, &, em cada dado, Portando, w (5) = & 6 = 36, ¢ § consiste em 36 pares de

alimeres de |a b, A Figura T-4 mostm esses 36 pares em um aray em que cada linha tem os primeiros elementos iguais
e cadn coduna tem os sepundos elementos jzuads.

(00 00,20 0, 30 00, 4k (15) (1, 6)
(2,10, (2,20 {2, 30 (2. 4) (2, 5] (2, 6)
(3,010 43,20 (3,30 (3,40 (3,5} (3, 6)
(4, 13, (4, 20, (4, 3 (4, 4h (4, 5], (4, 8)
{8 1) (% Z) (5. 30 (5. 4) (5, 5), (5, 6)
(6, 15, {6, 23, &, X {6, 4 (6, 5), (6, &)

Fig. 7-4

T4 Considere o espago amostral § do Problema 7.3, Ache o nidmero de elementos em cada um dos seguines evenlos:

@]
(&
Lk
i)
1)

fur)
il
)
()

Led

A = |os deds nimeros sio igeais .

B = |asoma & 10 ow mais].

O = |5 aparece no primeiro dado] .

0 = [5 aparece em pelo menos wm dado |,
E = |asomadé T owmenos ],

UIETFY Fi..l_!l.:lr[l T-4 para :nj'udar a conlar o admers de elementos gue estdos no evenio:
A= {{1,1} (2,2}, -.-,'h.l.‘ll]'_ logo, wjd) = 6,

B = {(6,4), (5.5), (4.6). (6,5}, {3.6], (6.6)}; logo, (B = 6.

o= {1510 (5,20, (5.6); logo, ®[C) = &

Existern seis pares bendo 5 como primeiro elemento ¢ seis pares com 3 come wpundo elementn, Entretantn, (5.5)
aparecs em ambas a8 sinesgdes. Poramo,

A =6+6—-1=1]
Coma ouira altemativa de resolugho. conte os pares da Figura 74 que estio em £ para obler a3y = 11,

Seja nis) o ndmero de pares em 8 cuja soma é 5. A soma 7 aparece na diagonal do arney na Figura 7-4; porianto,
M7= 6. A soma b aparece imedistamente shaixo da diagonal logo, (6 = 5. De maxdo semelhante, o(5) = 4,
i) =3 ni3 =2 eni2)= 1. Lagar,

RS =h+54+44+34+24+1=21

Como outra opgio para a resolugho, m(7) = 6, ¢ exisiem 36 - & = 30} pares remanescentes, Metade deles wem somas
excedendo o T, @ metade tem somd menes do gue 7. Loga, ais) = 6+ 15 = 21,

Espagas Equiprovdvers Finifas
7.5 Determine a probabilidade p de cada evento,

jax)
(&)
()

U nikmern impar aparece no langamento de um dado eonfidvel.
Lima ou mais caras aparccem no langamento de trés moedas confidveis.

Uma bola de gude vermelha ¢ retirada aleatorinmente de uma caixa contendo quatro bolas brancas, trés ver-
melhas e cineo amis.
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T

L)

T.8

Cada espago amostral 5 ¢ om espago equiprovivel, Portaneo, para cada evero B use

namern de elementos em £ w(E)

PLE) = mimero de elemenos em 5 a5

Ged O events pode ocorrer de trds mameiras (2.4 o 6) dentre seis possibilbdades: logn, p= ; = -'r

(B Assumindo que as moedos sejam distinas, existem ollo casos)
HHH, HHT, HTH, HTT, THH. THT, TTH, TTT
Apenas o dluma case nido ¢ favorivel, ponante, p = T/§
i} Existemn 4+ 3+ 35 = 12 bolas de gude das quais wés sdo vermelhas; pormanto, p=&=14.
Urnea carta & retirada de um baralho comum & de 52 camas. Ache a probabilidade p de:
(ard A cama ser um rei.
0y Accorts ser uma figuns (valete, dama ou reil,
() A cana serde copas.
(e} A cama seruma figura de copas.
(el A cama ser uma figura ou ser de copas,
Aqui, m (5) = 52,
i)  Existem quatro reis; portanto, p = & = 5.
(b Existern 4(3) = 12 figuras; poranio, f = i-l = TIS
1
K

I

(ch  Existem |3 carns de copas; portamn, @ = g =
il Existem trés figuras de copas; portamio, p = 4.
(eh  Tomamdo F = {fiparas] ¢ C = [copas], temos
mMFUCI =nlFl+nC) =rFNACI=12+13=-3=1
wo

Pomanao, g =f=4

1
g

167

Considere 0 espago amostral § do Problema 7.2, Assema que uma moeda ¢ um dado sio confidvers; logo, ¥ ¢ um

cspagn cquiprovdivel, Ache: (a) PLAL PUBL PICE I PA U EL PIBENCLPIBNA MO

Covmi X € mwm BEPAET eguiprovivel, use M E} = w E) 0l 5). Agui, (5 = 12, Logo, precismos Apenns contar o ritl-

meroe de elementos no conjunie dada,
(@] PlA) =& P(E) =& PICI=4.
(%) PlAUB =% PIBNC)=§ PIBNATNCT) = &,

Dwias cartas s&o retirsdns aleatoriaments de um baradbao comum de 52 caras. Ache a probabilsdade pde ques (al am-

bias sejam de espadas; () uma seja de espada e a outra, de copas.

Existem ( 5.,',' jl = 1.326 maneiras de retirar duas dentre 52 canas,

4

=

1] E::ixll.lm( Il} = TH maneiras de retirar doas coarfss de espadas e 13 espadas: portanto,

_ mimeTs de maneiras com que duas espadas podem ser retirdas T8
" pimero de maneitas com que duas canas podem ser relimdas 1.326

3
! ]

(h)  Existem |3 espaclas e 13 copas; portanto, existem 13 - 13 = 169 maneiras de retirar uma cara de espacdas @ uma die

copas. Logo, = ﬁ;; =.J-.1_=
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79 Uma caixa comtém duas meias brancas ¢ duss meisgs azuis. Duas meias sio retirsdas alemoniamente, Ache a proba-
bilidade p de que elas combinem (sejam da mesma cork
Existem (; ) e & maneiras de retirar duas das mesas. Apenas dois pares bevario a uma combinagiio. Poranto,
Il1 T E = i
TA0 Cinco cavalos estio em um pires. Adriana escolbe sleastoriamente dods dos cavales e aposia neles. Ache a probali-
hidade p de que Adriana tenha escolhido o vencedor.
q
Existem ( i} = |} manziras de escolber dois dos cavalos. Cuatro dos pares iria conter o vencedor, Poranto,
pP=%=t.
Espagos de Probabilidade Finita
711 Um espago amostral § consiste em quatro clementos; isto £, 8 = {a), a5, a5, a5} Munido de quais das seguintes
fungiies § s torma um espaco de probabilidade?
{ad Play) =3  Plag) =£ Plas) —} Plag) =}
) Moml=3 Paol=3 Plm)=- Plag) =§
(¢) Pla)=1 Plaa)=}  Pla) —é Plag) =
@) Pla)=1 Pla)=1  Play)=] Plag) =10
()  Como a soma dos valores nas amosirs ¢ maior do que 1, o fungdo niio define § como am espago de probabilidade,
(bl Como May) € eegative, o fungdo niio define § como wm espago de probabilidade.
(e} Como cada valor € ndo negative e & soma dos valores & 1, a funglo define § como um espago de probabilidade.
(d) 0% valores s3o nho negativos ¢ somam 15 logo, a fungio define § como um espago de probabilidade,
712 Uma moeda tem uma distriboicio de peso tal gue & duas vezes mais provivel aparecer cara do que coroa, Ache
FiT) e P(H).
Sazja ATy = p.entiio, PN = Tp. Agor iguale a soma das probahilidades o 1, isto &, g+ 2p =1, Entio, p = ! Par-
tanto, P(H}) = | e P(T) =1.
T3 Um dado & balanceado de al maneira que o8 resuliados produzem a seguinte dastribingiio de probabalidades;

Besultado | 2 i 4 5 B

Frobabilidade al &3 02 ol 0l 02

Consubere 08 evenlos:

A= {nimeropar), B={234 5} C={vx<i}, D= x>7]
Ache as sepuintes probabilidades:

(@ (i) PA), (i) P(B)., Giil) P(C), (iv) PID).

(B P{A"), P(B*), PIC"), P(D*).
(e) () PANE), i) MAUC), i) P(BENC).

() [Para quabgucr evenin, ache PE) somando as probabalidades dos elementos em E. Logo:
01 4 ={24,68 000, P[4) =03 +0.1 +0,2 =06

{ii) PR =03 +02+0,0 +0,1 =0,7.
(i) = (1,2} logn, MOy =0, + 0,3 = (4.
iivi =@, o conjunto vazio, Logo, PD) =0,
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7.4

7.15

T.16

by Use P{E") =1 = P[E) para obier:
PlA)=1-06=04, P[CI=1-04=0%
MBI =1-07=03, PD)=1-0=1

{€) @) AN B={24% loge, PlAN B} = 0.3+ 0,1 = 0,4,
{ii] AUC={1,2,3.4,5) = {6} logo. PlALUC) =1 -02 =08
{ii} BnC={2) logo. PLBNC) =03,

Suponha que A ¢ B sio eventos com P{A) = 0.6, MEB) = 0.3 ¢ P{A M B)= 0,2, Ache a probabilidade de:
{@) A nfio ocoerer. {e1 A ou B ocomemem,

(B B nio ocofmer, (di  Mem A nem 8 ocomerem,

] .F'-[rﬁ&..-!] = .Fl:..-!"r] =]- F[.-'I:l = [14.

ity Pndo &)= P(B)=1~-P(B) =07
() Pelo principie do adigho.

FiA ou B) = P{Ad B = P{d] + P[B] = P[A"B)
=ls+03-02=07

(e} Relembre [Figura 7-3(0)] que “nem A nem 8 € o complementar de A L1 B, Portanio,
Pinem A nem B) = P{{AUB) ) =1 - PlAUB) =1 —0,7 =03
Prave o Teorema 7.2: P(A7) = 1 — Pl A}
5= AL A", onde A ¢ A 50 disjuntos. Portanto,
1 =P8 = PlAUAT) = P{A) + F(A)

de onde sepus o resuliado,

169

Prove o Teorema 7.3: (i} P{@) =0, (i) P(A" B) = P{A) — P(AN B), (iii) S¢ A C B, entho P(A) < P(B).

) =5 ePS)= I Logo, A = 1 =1 =10,
(i) Como indicado na Figura 7-5(a), (AW W (A 7 8D onde A0 e A 1 B slio disjuntos, Portanto,

Pld) = PlA\ B} + PiAN B)

de onde segoe o resuliadn,
{iii) SeA C B, entho, como indicado na Figura 7-5(b), 8= AL (8% 4), onde A ¢ B\A sdo disjumios. Poranoe,

P(B) = PlA) + P(B' A)

Como P{8\A) =0, temos PLA) = PIEL

| @

A B A

fa) A estd sombreado. (b B estd sombreado. {eh A U B esid sombreado.
Fig. 75
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TAT Prove o Teorema 7.4 (principio da adicho): Para quaisquer eventos A ¢ B,
P(AUB) = P(A) + PLB) — P(AN B)
Coemo indicado na Figura 7-3 (el A0 8= (A4 H) U 8, onde A\ 8 ¢ B sdo conjumtos disjumtos, Logo. wsando o
Teorema 7.2 11)
PFlAUE)=MA\ 8+ PB)= Pl4d)- PlANB) + P 8}
= MA)+ PB - PlANH)
FProbabilidade Condicional
TA8 Trés moedas confidveis s&o jopadas. Ache a probabilidade pde que todos os resuliados sejam cara se: (a) a primei-
ra mioeda der cara; (b) pelo menos uma das moedas der cara,
O espago amostral tem ofto clememos § = [HHH, HHT. HTH, HTT. THH, THT. TTH. TTT].
i@l Sea prirnl:irn & cara, 0 SEJHIE amostral restmtaé A = |HHH, HHT, HTH, HTT]., Comn todas s moedas prl;-.'lu[cm
cara em um dos quatro casos, p = §.
b Se uma od mans deéntre as moedas € cara, o 5Py arslral restnbo &
f#={HHH, HHT, HTH, HTT, THH. THT, TTH}.
Cowna powdioss o5 resullados 230 car e um de sete cases, p = 5,
7.19 U par de dedos confidveis & jogado, Ache a probabilidade p de se obter soma mabed ou igual a 1082 (a) o primet-
ror by caie com 5 () pelo menos um dos dados cair com 5.
(@) Se 5 aparece mo primeine dado, o espago amostral reduzsdo é
A= {{5 1), (52 {53} (5.4], (5.5). (56}
A soma € maior ou igual o 10 em dois dos seis resubtados, (3. 5) e (5, 60 Portante p= £ = 4§,
(1 S % aparece eon pelo mesos um dos dados, emdo o espago amostral restrie em 1 elementos,
B = {(5 1), (5,2} (53]}, (5.4), (5 5), (5,8}, (1,5}, {1,5), (3,5), (4,5}, (635]]
A somia ¢ maior ou jzual a 10 em s dos 11 resuliados: (3, 5), (5, 8) (86, 5). Pomamo, p = T‘
T.20 Em uma certa universidade, 23% dos estudanies foram reprovados em materndtica, 153% em quimicae 10% em am-

has & disciplinas. Um esadante & selecionado alesoniamente.

la) Lo ele fom r:pnl\.'.m,l-l:l B |..|u|'1'r'|i.¢:|., ql.l.a| £ a |'r|'|:|t'ru.|1-:||.i|:|.:||:l: de ter s Tl&pn:n'mjl:l enm malemdtaca !

(b1 Seele fod reprovado em matemdtica, qual € o probabilsdade de ter sido reprovado em guimica?

(ch  Cal & a probabilidade de que ele tenha sido reprovado em matemdtica ou guimica?

(e} Qual € a probabilidade de que ele ndo tenha sido reprovade nem em matemdtica nem em quimica?

(@) A probabrledade de que o estudante tenha sido r:Trm'.-udu am mglemdinca, consderando e foi r:p'n}'mdl;l Em {'u'-
mica, &

FlMog) olo 2

i | = — i —— = =

PM 12 P 15 3

(fh A probabilidade de que o estsdante tenha sado reprovado em quimaca, considerando que foi reprovado em mabemia-
Lica, &

, O EaO My o 2

HM=— = = _

PiCIM) PIM] 25§

{c)  Pelo principio da adigho (Teorems 7.4),
PIMUGi=PM)+ PO - PIMOG = 0254015 =010 = 0,30
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721

7.22

T.23

{dh Estudamntes gue nido foram reprivvslos nem em malensifica nem em 1|u|'l1|i|.:u lowmmam o compleme nilar do Conguntie
ML o £, Formam o conjueto | A Q) Poraneo,

PUMU@ 1 =1 = PIM UG =1 =030 = 0,70

Uim par de dados confidgveis ¢ jogado. Se oo dods dmeros gue aparecem sio diferentes, ache a probabilidade p de
gque; {ar) o sowm seqa B (b aparega um 1 do) @ soma seja menor ou igoal o 4.
Existem 36 mameirs e las gquaris wem par e dados pode coir, eoseis delas, CF, T 02, 2oL 60 G 1800 O miesimios ni-
mieros, Portanbo, o espag amestrol reserito consistivd em M - 6 = 30 clomentos,
el A s pode apareos de guatto maneiras: (150,02 40, 04, 2008, ) iNGo podenos incluir 03, 35 50 que o mime-
b 3 0% Imesmos] ) Poramo, o = -ﬁ = T"
it Um 1 pode aparecer de 10 maneiras: (1, 2,00 3, (L 6re (2 i3 Dh (6, 1 Portanto, p = & = {
ic) A soma menor ou igual a4 pode ocomrer de quatro maneiras: (3, 1Ll 3002 DL 20, Porano, p = & = 7.

Ll termma fem 12 menamees @ quatro meninas, Seponha gee tris estudantes sio aleatonamente selecionicdos ni iur.
nut. Ache o probabilidade g de gue sejam iodos memnos,

A probabalidasde de gue o primerro estudante welecionado eejo am memire & 12006, (4 gue exisiem 12 menmmos ¢iin:
s 1 estudanies. Seo [u'irrru:im estudanie & um menino, &nido o |1|'-ul1||hi|:i|].;-:|-|:-|;|.1 t.n:-;uruhr:u:r meniné 1S, ji que exis-
tem B meninos renwnescenies entre 13 esiadames, Finalmenie, s os primeines dois estudamies selecionados. forem mae-
i, & probabdbidede de gue o wroein sejo um mendno ¢ 1T, §a gue exestem D0 menipoes nestanies eaire 14 esoudan-
les. Portanto, pelo leorema da maltiplicagiio, o probabilidsde de os iiés serem menanos &

12 0 1l
6 B3 14 28

Crupre ek Exisgem OO 16, 3) = 560 maneiras de selecksnar trés estudanees entre 16 estudantes, e O 120 3 =220 ma-
neiras de selecionar inds menimm entre 12 menimos: kg,
2 1l
M=% " =

Crutree andiode; Se os estadamtes forem selecionados umapds o outre, eio existem 16 - 15 - 14 maneiras de selecionar
irds estudanves ¢ 12 11 - Db mesneings de selecenar ods meninos, hogo,

12001 10
T AR-15. 14 3R

Ache PUB | A)se: (ab A ¢ um subconjunto de B; (5) A ¢ B sho mutuamente excludentes, { Assuma P (A} > 0.)

lah B A & um suboonjunio de # [coma indicalo na Figara 7-6da)], enthe sempre que A oooime, B procisa ocomer, por-
tanter, PH [ A) = 1, De outra fooms, se A for om subcenjustio de 8, entdio A 18 = A: portanto,

Plan By PlA)
PIBA) = ——— = —— =
' A PiA)
i Se A e B o mutuamente gxcludentes, ie., disjuntos Joomo representado na Figura T-6 (5], entio, sempre guse A
wwcorre, 8 niio pode ccomen; loga, # 8| A =0, Resolvende di outre modis, s2 A ¢ 8 sio disjumos, entda A4 7R =
& logn,

PMANE) M= g) 0

PLE|A) = - _ S
T TR FAL LA
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indS & () A 7B =2

Fig. 76

Independéncia
T.24 A probabilidade de que A atinja o alvo é %,n a prohabilidade de que B atinja o alvo £ % Ambos atiram no alvo, Ache

a probabilidade de que: (@) A nilo atinja o alva; (&) ambos atinjom o alva; (o) um deles atnga o alvo: (@) nenhum
atinja o alvo,

Sabemos que P(A) = | e P(B) = | (e assumimos que o3 eventos s50 independentes).
@) Pindod)=PA=1-PlA)=1-1=1.
(b1 Como os evenios so independenies,
Pid ¢ B =PlANB)=Pid)-PB)=1i=1
(cd  Pelo principso da adgiio (Teorema T4,
PiAdouw By=PAUB) = P{A)+ P(B) - PIAN Bl m 4§ == f

(d)]  Temos

1

P (nem A nem B) = P{A VB ) w1 = PIAUS] = 1 = 5= §

7.25 Considers os seguinies eventos em uma familia com criangas:
A = |criangas de ambos 08 sexes], B = |no midximoe um mening]

(@) Mostre que A ¢ B sio eventos independentes se uma famidlia tem trés criangas.
(b1 Mostre que A e # siio eventos dependentes se uma familia tem apenas duas criangas.

{a)  Temos o espape equipronaivel § = [Bhb, Bhg, beh, Bee. gbb, ghe, geb, gge) " A,

A = [bivg, bph, bgi, phb, gbe. pab) e, logo, PAy=f=13
B = {bgg, gbg. gob, geg} e lngo, P(By=%=1
AN B = {beg, ghe, geb) e lags,  PlANE =

Como PlAIPB) =i | =3= P4 B)AeB o independentes.

il Temos o espage aquiprovivel § = (bl be, ob, ge], Aqui,

A = {bg, gh) e, Ingo, P{d) =}
B={bg b, gg} o logo, P8} =}
AN B = [bg, gh) e, logn, PlANB) =§

Com AP & PADR)Ae B slo dependentes,

M.deT. Agui b representa menand (hovle g & usado para menana (gird).
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T.26 A coixa A comém cinco bolas de gude vermelhas e wés azois, e a caixa B contém irés vermelhas ¢ duas azois, Uma

0

boln de gude & alestoriamente refirads de cada caixa.
{a)  Ache a probabilidade p de que ambas as bolas sejam vermielhas,
(k) Ache a probabilidade p de que uma bola seja vermelha e a outra, azul.

{#} A probabilidade de escolher uma boln vermelha de A € | e de B ¢ | Como os eventos sio independentes,
p=i-1=1
L] ]
i) A probabilidade py de escolher uma bola vermelha de A ¢ uma azul de B¢ § - § = L. A probabilidade p, de escolber
uma bola azul de A & uma bola vermelha de 8 € 3§ = § Portante, P =Py + P2 =+ 35 = §i

Prove: se A ¢ B sio eventos independentes, entdio A" e B sio eventos independentes.
Sejam PlA) = xe ) = v Emio, M4 =1—x¢ MB") = | = y. Coma A ¢ B sllo independentes, P[40 8] =
PLAVPB] = xy Além disso,

PlAUR) = MA)+ P8 - PIANE) » x4 = xy
Pela lei de DeMoargan, (40U 8)° = 4" N 8% logo,
AR = MAUE ) =1-PAUBE =1 —-x— v+ xy
Foar austra Lado,
AR BE )=l =x){l =yl =l =x=p+xy

Logo, HANA) = PA)JPB"), e, poriania, A" e B s independenbes.
D modo semizlhante, podemsos mostrar gue A & 8°, bem como 47 ¢ B, slo independentes,

Tentativas Repetidas @ Distribuigdo Binominal

1048

Sempre que os cavalos @, B, ¢ ¢ d cormem juntes, suas respectivas probabilidades de vitdnia sho 0.2, 0.5, 0,1 e 001,
Isto &, 5 = {a, b, c.d}, onde Pla) = 0.2, Pilb)y = 0.5, Pic) = 0] ¢ Pid) = 0.2, Eles competem irés vezes,

(@) Descreva e ache o nimeno de elementos o espago produto de probabilidade 5,

(4}  Ache a probabilidade de que o mesmo cavalo ganhe os trés pirecs.

() Ache a probabilidede de que a, e ¢ ganhem, cada um, vm pirso,

(@) Pordefinigdio, 5, =S xS« 8= {(xp 2l nyz2€ 8}e
Pix, w2 = PxIPOOMz)

Portanto, em particular, §, contém 4° = 64 elementos,
b1 Escrevemdo xyz para (x, v, o), procuramos a probabilidade do evento
A = {mma, bbb, coc, did)
Poe definiglio,

Plama) = (025 = 0,008, Pleee) = I:{I'.'l]" = 0,04k
Pibbb) = (0,57 = 0,125,  Plddd) = (0,2 = 0,008

Ponan, P{A) = 00008 + 0,125 + 0001 + 0008 = 0,142,
(el Procuransos a probabilidade do evento

[ -[u.ﬁ.'.'. ack, bac, bea, caly, r!h::l}

Todo elemento em B lem a mesma probabilidade. Poranto,

(0.23(0,5)(0.1} = 0,01, Logo, P&) = 6(0.01) = 0.06.
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T.20

T.30

g |

T.22

T.33

Urmna moeda confifvel & langada trés vezes. Ache a probabilidade de ocoméncia de; (ad trés coras; (&) exatamente
duas caras: (c) exatamente uma cara; {d) nenhuma cara

Suponha que H denote wma cara ¢ T, wma coroa em quakpoer um dos lances, Os trés lances podem ser modelados
Clmy U capago equiprovive]l onde existem ol resaliados possivess:

§ = {HHH. HHT. HTH, HTT. THH, THT. TTH. TTT}

Entretanto, coma o resulindo em qualquer lance nio depende do resultado em nenbwm outro lance, as inés pgndas podem
ser modeladas como trés tentativas independentes nas quais P(H) = % e P[T) = § em qualquer uma delas, Entiio:

() Plivds carss) = PIHHH} = L 4=}

(b1 Plessaments duas caras) = PIHHT ou HTH ou THH]
=bdd+bddedbd=g

(e} Comoem (b), Plexatamente uma cara) = Plexatamente uma coroa) = .

i) Comoem (g}, P (nenhuma cara) = P (i5és coroas) = |

A probabilidade de que Jofio atinja o alvo é p = §. Ele atiranr = 6 vezes, Ache a probabilidade de que ele atinja o
alvo: (q) exatamente duas vezes) (B) mais de quatro veres) (c) pelo menos uma vez.

Este ¢ um experimeno binomial com m =6, pe b e g | = pe i jswoé 806, }). Por conseguine, usamos o
Teorema 7.7.

@ P2l = ( 5 PG = 150/ = B ~ 0207
() PS5} + PI6) = G)ill"iil' #WP =44 = = i ~ 00046,

e P =(3" =2 loge. FX > 0)=1- 2% =18 =081

Suponha que 2098 dos iens produzidos em uma fibrica sejam defeinsesos, Suponha que quatro lens sejam esio-
Ihidos aleatoriamente. Ache a probabilidade de que: (o) dois sejam defeituosos; () trés sejom defeituosos; () ne-
nhum seja defeituoso.

Este € um experimenta binomial come =4, p = 02 ey = | - p = 08, isto &, M4, 0.2, Logo, wsando o Teomema 7.7,

(@) P2)= (:)r_{ufm_nf = 0,153,

() P(3) = (‘;)m.zn‘[n.al' - 01,0256,

i€l P = (08)" = 04005,

O time A term a probabilidade % de ganhar sempre que joga. Suponha gue A jogwe quatro partidas. Ache a probabi-
lidade pr de que A ganhe mais do metade destas partidas,
Agqui, m =4, p= i tgm| = p = _1'1-. A g.nnhp mais da metade das Tru.rtidux s panhar trés das qustro F.arlida::.

: vy syt o2 e e
e erg = (5)(3) () +(3)(5) ~Sivai=m= 09

Uma Familia tem seis crizngas. Ache a probabilidade p de que elas sejam: (@) trés meninos e trés meninas; (B) me-
nus menines do gue menings, Assuma que a probabilidade de qualguer crianga ser menino & J;

Aqui,n =fig p=gq=1,
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T3

T.36

137

B . AVANR AN -
() = P3 menings) = (3)(5) (j] =~

(k) Existem menos meninos 3o ques eiinas s¢ existinem zero, um ou dois mesines. Pomamto,

b 5 2 4
= M0 menined +P{] menino) + P2 meninos) = G) --(?) G} + (g) G) [,—t:] = % =04

Um certo tipo de missil atinge seu alvo com probabilidade p = 0,3, Ache o ndmero de misscis que devem ser lan-
gadaos parn que exista vma probabalidade de pelo menos 0% de o alvo ser atingado,

A probahilidade de o mizsil ndo atingir o abvo é g = | - p = (L7, Portanto, 2 probabilidnde de que 0 misseis ndo atin-
gem o alvi € (0,71, Postanlo, procurmeas o menor g para o gaal

I — {07 =08 o, dé modo equvaleste, (0,71 < 0,2

Compube:
o7 =07,  07F =049, (07 =0343, (07 =02401. (07" = 0,16807

Portsnbo, '|1¢'||:| miends cinco misseis devemn ser langados.

Channtos dados devem ser langados de tal maneira que exista uma chance maior do que metade de se obler um 67
A probabilidade de ndo se obler um & em o dados ¢ (#]”. Porianto, procuramos o mesor a para o gqual (7] seja me-

i iy i % Calcule eoio a seguis

-5 @O-2 @2 - (-2
i 6’ f ' i 216’ [ 1296 2

Largo, quatro dades precisam ser jogados,

Um centa time de futebol vence (V) com probabilidade 00,6, perde (P) com probabilidads 0.3 ¢ empata (E) com pro-
bobilidade 0,1, 0 ime joga trés vezes no final de semana. (o) Determing os elementos do evento 4 em gue o time
ganha pelo menos duas vezes ¢ nllo perde ¢ ache P (A) (b)) Determine os elementos do evento B em gue o time ga-
fahi., p-trdr_ £ eimpala ¢m ultphnu. ardin & ache PO

() A consiste nas iplas ordenadas com pelo menos dods Vs ¢ nenhum P Logo.,
A= [VVY,VVE VEY, EVY]

Além disso,
Py = BWVVVI+PIVVE) + PIVEY) + PIEVY)

= (0,6)(0,6)(0,6] + (0,6)(0,6)(0,1) + (0,6){0,1)(0,6] + (0,1){0.6}{0,6)
=206 + 0036 + 0,034 + 0,036 = 0,524

(b Agui B = |VPE.VEP PVE. FEV, EVFE EPY|. Todo elementa em 8 wem a probabilidade (006 (0.3 (0.1) = 001 8;
logo, PLE ) = & (LA} = O, 1S,

Ui homem atira em um alvo i = 6 vezes ¢ o atinge & = 2 vezes. () Lisie as diferentes maneiras pelas quais isso
posdde aoomecer.

() Lisbe todas a8 segiidnelas com dois 84 (swceseos) e quatno Fa (fracassos):

S5FFFF, SFSFFF, SFFSFF, SFFFSF, SFFFFS, F55FFF, FSFS5FF, F5FF5F.
FSFFF5%, FFS55FF, FFS5F5F, FFSFFS5 FFFSSF, FFFSFS, FFFFSS

ity Existem 15 maneiras diferenies, como indicado na lista, Observe que isto & igual (g ) Ji que estamos distribuin-
dis k = 2 lerras 5 entre as n = & posigdes da seqiiéncio
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T.38 Prove o Teorema 7.7: a probabilidade de exatamente k sucessos em um expermento binomial Bir, p) ¢ dada por
Pk} = Pl sucesos) = (: )p'q""

A probabilidade de um ow mais sucessos € 1 g,

O espapo amostral de @ tentativas repetiddas consiste em todas as m-uplas (e, seqiléncias com b elementos) cujos
compansntes sio 5 (sucessael ou F (fracasso), Seja A o evento ocomincia de exatamente & sucessos, Entdo, A consiste em
todlas &5 p-wuplas nas quais & componentes 330 S ¢ 4 — & componenies 530 F O admeno de tais r-uplas no evento A £ igual
oo némero de mansiras gue k leras § podem ser distribuddas entre o3 @ componentes de uma reupla; portanto, A consiste

em O k- (:J amastrus, A probabilidade de cada ponto em A ¢ g 5" logo,

piay= ()t
Em partscular, a probabilidade de nenhum sucesso é

PIO) = ( E]p"q'" =g
Entio, a probabilidade de um ou mais sucessos é 1 - g7

Varidvels Aleatdnas e Expecldnclas

739 Urn jopador langa duas moedas confidveis. Ele ganha § 2 se duas caras ocorrerem, ¢ § | se uma cara ocorrer. Por
outre lodo, ele perde & 3 se nenhuma cara ocorrer. Ache o valor esperado E do joge. O jogo € honesto? (O jogo €
honesio, favordvel ou desfavordvel ao jogador de acordo com E = 0, £= (ou £ <))

0 espago amostral é § = [HH, HT. TH, TT| & cada amostra tem probabilidade | Para o ganho do jogador, temos
¥HH) =482, XYHT)=X(TH) =%1. X{TT)l=%-3

e, poriania, a distribaigdo de X ¢

)

(]
-
|
ot

L B

e E=EX)=2{+13 -3 =3%025
Coma £ (X)) =0, 0 jogo & favordvel ao jozador.
740 Dwis nidmeros de 1 a 3 s escolhidos aleatonamente, & sio permitidas repetigtes. Sejo X o soma dos mimeros. {a)
Ache a disnbuigio de X, (5) Ache g expectincia E(X).
fah  Existem rirve paes equipraviveis compondo o espago amisiral 5. X assume os valores 2, 3, 4, 5 ¢ 6 com as seguin-
tes prohabilidades:
P2 = P L) = F3)= P 2LI2, 10} =
Pl = P, 30.02,2),(3, 1)) = §
P3) = P{(2.3),(3,2)}) =4, Fig) = P33 =1

Pomapio, a dissribuigio ¢

i
¥

% 2134/ 5|8

Pix}ls 8|3

1
i

e

&y O valor esperado E(X) ¢ obiido mubtiplicando cada valor de x pela sun probabilidode e efeivondo o soma. Poramio,
E(X)=2§) + 3} +4G) + 5() + 6(§) = F =4
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741

TA2

743

Uma moeda tem seq peso distribuido de tal maneira que P{H ) =§ epP(T)= g A moeda ¢ jogada trés vezes. Se-
ja & o nimero de ecoméncia de caras. (a) Ache o distribuigho de X, (b) Ache a expectincia E(X],
fal O espago amostral &

&= {HHH, HHT, HTH, HTT, THH, THT, TTH, TTT}

X asaume o5 valores O, 1, 2 e 3 com as seguintes probabilidades:
PO =PFTTTI =}-}-1=4
P(l)= P(HTT, THT, TTH) =§-§- 1 +4.3. 141 1.3 =
P(2) = PIHHT.HTH, THH) =} -{-}+}-}-1+}-1 i=8§
P(3) = PHHH) =§-{-{=§

—

Porasio, & distnbuicio ¢ @ seguinte:

IR ERE
P) [ & B8

(i O vabor esperade E(X) € obtido mulaplicando cada valor de © pela waa [.'n'l]hﬂl:l:il'iliﬂl!e efetuando a wima. Forianbao,

X

EiX)=0{%) + L) +2() +3H) =¥ =225

Wocd gonhou uma disputa. Sew prémio ¢ selecionar um dentre trés envelopes ¢ ficar com que houver nele, Dois en-
velopes contém um cheque de % 30, mas o terceire envelope comtém um cheque de $ 3,000, Gual € a expectiincia £
dos seus ganhos (como disirbuigio de probabilidades)?

Suponha que X denote 0 seus ganhos. Entho, X = 30 ou 3000, ¢ P{30) =§ & P{3.000) = |, Logo,
E = E(X)=30:§+3.000} =20+ 1000 = 1.020

Uma moeda confidvel € jogada até que uma cara ou cinco coras aparegam. Ache o nimero esperado E de langa
menios da moeda.

O resultadios possiveis sio
H. TH, TTH, TTTH, TITTH, TTTTT
coam sins respectivas probabilidades (lemtativas independentes)
N A A L T

A varidvel aleadria X que interessa ¢ o mimeno de lancamemos eni cada resubiade. Logo.

Y(H =1, X(TTH) =3,  X{TTTTH)=3
¥(TH) =2, X(TTTH)=4, X(TTTTT)} =3

¢ ¢sses valores de X tem probabilidades

Pi1) = P{H] =4, P{3) = PITTH} =}, Pi5) = P[TTTTH} + MTTTTT)
P2} = PITH} =},  P(4) = PTTTH) =, =f+h=1
Conseqbentemerls,

E=EX)=1-4+2-1+3-t+4-4+5-&k=19
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T4 Um arsay lingar EMPREGADO tem a clementos. Suponha que NOME aparega aleatoriamente no array, & que
existin uma bisca linear para achar a posigio K de NOWME, 1500 &, para determinar K al que EMPREGADO[K] =
MOME. Sepa e} o ndmero de comparagtes na busca linear.

()
(]
(@}

(hj

Ache o valor esperado de flad,

Ache o valor maxime (pior caso) de fn).

Seja X o nimero de comparagdes, Como NOME pode aparecer em qualdueer posigio no araay com o mesma praba-
bilicdade de [fn, lemos X = 1,2, 3, », caxda um oom probabildade 1/r. Logo,

| I I 1
flw)= E(X}= - =42:=F 3=t tn =
R " " n

I nmim+1d 1 m+1l

=124 ) B e BT

B NOME apirecers no fimal & array, entd3a fin) = n

Média, Vanancia & Desvio-Fadrdo
745 Ache a média gr = E(X), a varifincia o° = Var [ X) ¢ o desvio-padrdo @ = e de cada distribuigio:

la)

e}

(b

1 3| s | s

3 [
o4 | o | 02 | 03

. 1 i) X E
i |

Lk

X

M 3

rll=

Use as formulas,

p=EXY=x10 + X3P 4+ - F Xl = B, o = Var[(X) = E[X?) = o
E(X%) = xipy + ¥ips + - + X = Exip. 0 =0y = /Var(X)

=Ty = -.r."r"h"'ﬂ?u"_ll

po= B = EH:I - 3-{1'!} + ]l.l'._{l =4.

E(X*) = Exp, = 2(}) + 3 (§) + 11°(}) = 26.
e =Var[(X)=EX ) -  =26-4 =10

e = varix) =10 =32,

=gy = A+ 30,00 + 4(0,2) + 5(0.3) = 3

E[X") = Exip, = 1{0,4) +900,1) + 16{0,2) + 25(0,3) = 12,
o oeVar(X) = EX) - =12-9=1.

= -..."-"I-Tl'f:l =3 =17

T4 Cincocartas s3o numeradas de 1 a 5. Duas cartas so retiradas aleatoriamenic. Seja X a soma dos ndmeros retirados.
Ache (o) a distribuicio de X ¢ () a média o, 3 vadiincia o = Var (X') e o desvio-padeio o = oy de X,

ri]

Existern C (5, 20 = 10 mongirzs de retiror duons cartas aleatoriamente, As 10 amastrus eguiproviiveds, com seu valo-
res de X comespondentes, sho mosimados abaixo

1,2} — 3 {13} — 4 {1,4} — % {1.53} — 4 {23} —1%

14)—n {2.3} =7 {3,4} =1 {33} — 48 (4,5} — 0

Ohserve gue os valones de X sdo os sste nidmeres 3, 405, 6, 7, 8 e W enbre eles, 3, 4, 8 e ¥ o, cada um, assumidos
em um ponio do espago amostral, enguanio 5, 6e 7 sio assumidos, cada um, em dois ponios. Pomanio, a distribuai-
ol de X &

A4 {36 T|8E)9
o 00 |0n 02 |02 |02 o b
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()]

= E[X) = Exgp; = 30,00 + 4(0,1] + 5(0.2) + 6{0,2) + 7(0,2) + B{0,1) + 9(0,1] = 6.
E(XY) — Bxlpy = 901 + 16(0.1] + 25(0,2) + 36(0,2) + 490.2) + 64{0.1) + 811} = 39.
Var(X)=EX) -yl =« W6 =3,

o= -,.-"?ar-:Jl‘ =+3=11

TA47 Um par de dados confidveis ¢ langade, Seja X o mdximo dos doks nimeros que aparecem.
Ache (a} a distribuigio de X ¢ (5) 0 média . a varidncia o = Var (X} ¢ o desvio-padric o = oy de X,

{u)

)

O espago amostral 5 & o espage equiprovivel consistindo nos 36 pares de inteiros (g, &) omde a e b ovoriom de | o 6;
1510

S={{l1}(L2),.... (6.6}
{Weju o Problema 7.3.) Camo X associa a cada par em 5 0 mabor des dods imeiros, os valones de X <o o inteinos de
| & 6. Observe:
(y  Apemas um par, (1,00, wem mdximoe igual a 1; logo, P1) = ,!;
(i) Trds pares, (1, 2042, 25e (2, 1), t2m um méxime igual a 2; logo, P(2) = &.
{ili) Cinco pares, (1, 33, (2, 30 (3, 30, (3, 2 e (3, 1), t2m um miximo igaal a 3; lego, P(3) = £.
De modo semelhame, P4} =, P(5) = &, PI6) =

Pomanio, a distribuigdo de X € a seguinte:

lrl2)3]4]s
i '}

&
BOaRRnar

X,

Achamos a expectincia (meédia) de X multiplicando cada x, pela sua probabilidade p, ¢, eotdo, somando:

p=EX)=lh+2 f+3-E+4-F+5-F+6-U=t=ds

Achamos E(XY ) multiplicando X por oy e entlio somando;
Ex =1 §+a- §+9 £+16.4+25 4+ 3 -U=Tl=120

VarlX} = E(XT) - =20-(45F =175 ¢ o =+v9L75=13

T48 Um dado confidvel € jogado, Seja X o dobro do ndmero gue oparece, ¢ seja Yigwal a | ow 3, dependendo de o mi-
e ser inpar ou par. Ache a distriboigio ¢ a expectincia (e) de X, (&) de Y.

{erh

ih

O espago amoseral & 5 = {1, 2, 3,4, 3, 6], onde cada pono tem probabilidade 1.
A imagens dos ponios no cspago amosiral sk

Xily=2, XNi2)=4, Xi3) = b, Xid) =8, X15) =10, Xif) = 12

Comie &5 imagens sio distinias, o dissribueigio ¢

x |24 a33||u 12
Pixd a4 |dldtd]d

Loge.
EX)=Txllx)=f+ivi+f+f+¥=7

As imagens dos pomlos no espago amostral s3o:
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¥il)=1, T2 =3 Yizj=1, Yid) =3, ¥ii} =1, Fif} =13

Cada um dios dois valores de ¥, 1 & 3, & assumido em trts amostras, Portanso, temos a distribuigho

7] I 3

Pyl| &

E{Y)m L yiP(y)mj+}=2

TAY Sejam X e Vs vandvels aleardrias definidas no espago amostral 5, Emdo, Z = X + Ve W = X¥ umbém sio varid-
veis aleatdrins em 5 definidas por

(aj

i

()

(e ]

Z(5) = (X + ¥liz) = X(5) + ¥is) e Wis) = [XY)s) = X{s}¥(s)

Sejam X e ¥ s voridveds aleatdrias definidas no Problema 748,

Ache a distribuicio e a expectiingta de £ = X + ¥

Verifique que E(X + ¥) = E(X) + E(1).

Ache a disiribuigiio e o expectincia de W = XV,

0 espago amostral ainda € § = |1, 2, 3, 4, 5, 6), e cadn amostra ainda tem a probabilidade .

Usando (X + ¥y dsh = Xiz2) = Fi5) e os valores de X ¢ ¥ do Problema 7.48, obtemos:

X+ ¥)i{li=2+1=3, X+ ¥} =b+1=17, (A )5 e 4] =]
X+ Fii=4+3=1, X+ Flid)=8+3=11, X+ rie)=12+3=15

O conjunto imagem € |3, 7, 11, 5. Coda um dos valores 3 e 15 & assuemido em wims amosira @ e, portanto, probs-
bilidade §; cada um dos valores Te 11 ¢ assumido em duas amostras e bem, paranto, probabilidacde 3. Logo, n dis-

tribbigdode £ = X+ Fié:

| F | T8
Pz} 106 | 26 | 206 | 16
L 1

Pomario,
EX+Vi=EZ)=5P)=3+8+8+U=0

AkEm disso,
EY+¥Vi=9=1T4+2=E(X1+EY]

Llsandn X¥is) = Xis)¥iz), obtemos:

(XYY = 2(1) =2, (XFII] = 6{1) = 6, (X¥)5) = 10{1) = 10
(XY)2) =4{3) =12, (X¥)(4) = K(3) = 24, [XTHGE) = 12(3) = 36

Cada um dios valores de XV ¢ assumido em exatamente uma amostra) porants, 2 dsnbaiclo de W= XY &

iy 2|6 | 10]12) 24|36
Flw) |1 1a | 106 16 16|16

Partanii,
EXY)=EW) =Y wPw)=i+3+B+0+8: 85

[Bdioie e E{XY = 15 & (TW2h = E(XWE(¥)]
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T.50 A probabilidade de gue um homem atinja o alve & p = 0,1, Ele atira a = 100 vezes, Ache o ndmero ssperado o de
veres que ele atinge o alvo ¢ o desvio-padriio .
Eate & um experimento binombal Bir, p)onde = 100, p = 01 eg = | - p= 09, Conseqbentemente, aplicamos o
Tecrema 7.9 para obler

p=mp=100000)=10 e o= Jipg=/T0000,1)0.9) =3

751 Um estudante faz um teste de miltipla escolha de |8 questdes com quatro opgdes por questio. Soponha que uma
das opgdes seja obviamente incormeta, & gue o estudante tente adivinhar entre uma dos opgdes restantes. Ache o mi-
mien esperado de reapostas corretas LX) ¢ o desvio-padrio .

Este ¢ um experimenio binomial Bir, pjonde 5= 18, p= e g = | = p = i. Porianto,

1
EIi.l"]:.n_r:l:IH-i:El o o= Jipg=y/18.

752 Pode-se mostrar gue o fungio expectincia EUX) no espago das varidveis aleatdrias em um espago amostral 8 € Ji-
meqr, isio f,

E(X) +X; + -+ X,) = E(X)) + E(X;) + -+ E(X,)

Use esta propriedade para mostrar (g = e para um experimento binomaial S, p).

N espape amostral de o tentativas de Bermoulli, seja X, (parad = 1,2,..., 1) a varidvel aleatomia que tem valor 1
ou 0, dependendo de a -dsima tentstiva ser wm sucesso ou um fracasso. Emtlo, cada X, tem a distribaicio

x |0
Fixp | ¢ | p

Poranto, E(X) = 0(g) + 1ip} = p O mimero folal de sucessod em o tentalivis &

A'.=.|tr| +I.i+"'+.|tr_.|

Usando a lmeandade de E, wemos
EXI=EXi+ X =+ X,
= E(X,) + E(Xa) +---+ ELX,)
=p+p+o-+p=ap

Problemas Complementares

T.53 Sejam A ¢ Beventos, Beescreva cada um dos seguintes eventos wsando a motagho de conjuntos: (a) A oo nde B ocome; ()
apenas A ocorme.

754 Sejam A, B e O eventos, Reescreva cada um dos seguintes eventos usando a nolagio de comjuntos: (@) A ¢ &, mas nio O
ocorre; (B A ou O, mas ndo 8 ocome; {c) nenbum dos eventos ocome; () pelo menos um dos eventos ooome,

755 Um dado ¢ duns mosdas she jopados,
{ap  Descrevs um espago amostral convenieme S ¢ ache alf),
iy Expresse explicicamente os seguinies evenos:

A = [duas carss ¢ um nimero par], 8 = |2 ocome]
C = {exslamente wina cara ¢ um nkmere impar |

() Expresse cxplicitamente os eventos (1) A ¢ B (i) apenas 8; (i) Be C.
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Espagos Finitos Equiprovdvels

756

157

.58

750

T.al

61

T4l

T.H3

T

Determame a probabilidade de cada wm dos eventos:

()}  U'm mibmere impar aparece no angamento de am dado conlidvel.

by Uma ou mais caras aparecem o langameto de quatne moedas confidveis.

i) Um ouambos os nbkmeros excedem o 4 no langamenio de diois dados confidiveis,

Um estadanis € aleatoriaments escolhido par representar wm gropae que conbém ancd sstudantes de pnmemra séne, oiko
de segunda sdrie, trés de lerceira ¢ dois de quarta sére, Ache a probabilidade de que o estudante esteja (o) na pimeira sé
rie; () na bercerra SEne: (o) na IEreeri ou na quarcs wlFie.

Uma carea ¢ sebecionada aleatorinomenie de 50 canas numeradas de | a 3L Ache o probabilidade de que o ndmerno da
cama sejac (ah maior doogue 10 (8 divisivel por 5; {c) maior do que 10 e divisivel por 5; (@) maior do gquee 10 ow divi-
sfwe] par 5.

Drentre 10 garoias de wiss wrma, s m olhos arais. Daas delas sdo escolhidas abeatoriamente. Ache a probabilidade de
quie {er) ambas ieaham olbos azais: (b nenlbuma tenbs ellsos azuis: (c) pelo menos uma teaha olhos azuis; () exatamen-
le uma lenha olbos aFuns.

Dz estudantes, A, B..._, estfio em uma fwrma. Um comitd & aleatoriamenie escolhido para representar a classe. Ache a
probabilidade de que (o) A pentenga oo comitds (B) 8 perenga ao comités (c) A ¢ 8 perencam ao comivk: (d) A ou B per-
LETIGA A0 SOTTine,

Trds parafusos ¢ thés porcas es1fio em uma caixa. Duas pegas sio alestoriamente escolhidas. Ache o probsbilidsde de que
wmia seja um parafuso ¢ o owirn, wma poren,

Ui caixa comtéem duas mebas brancsd, Juas aziais ¢ duas vermelhas, Duas melas s3o alesoriamente retiradas, Acle a pro-
babilidade de que elas combinem (ssjam da mesma corh.

Digntre | 20 estudantes, 60 estdo estudando frincgs, 5 est@o estudando espanhaol e 20 estudam ambas as linguas, Um es-
tuclamle € escalhilo aleatomamente, Ache o probahbiladade de que e edtepa estodande: o) francés ou :h‘Pﬂﬂhﬂl: {50 me=mi
francis nem espanbol; () apenas francés; (o) exatamente um dos dois sdsoema.

Teks meninos & rds meninas sentam abentoriamente em fila Ache a probabilidsde de que: (a) &5 s menines senbem jus-
tas; (M) 08 MEniBos ¢ &5 menings sesem em logares alemsdos.

Espacos de Probabilidade Finitos

105

T

.67

T4

Munido de quais das seguinte funghes, § ={a. 0. o, ] £ um espago de probabilidads?

[a P:d;:—}I-.Fl_uzfl—_-l..i"[u'_n:l—!. [k .Pl:ﬂ'.:l=;.f|_|:l‘_|:l—':j.f|:ﬂ'_|:l'—
(& Plag) =5, Pl =4, Plm)=f. () Pla)= Play) =], Pla)=

il i

Uima mcesla tem siea massa distribaida de tal maneia gque € trés veres mais provivel aparecer cara do que coroa, Ache
PiHye PT).

Trls estudames. A, & ¢ O, estho participando de uma competice de malagio. A ¢ O bm a mesma probabilidade de vi-
téria. e coda um deles tem o dabro da probabilidade de C de ganhar, Ache a probabilidade de qoe: (@) 8 ganbe: (h) ©
ganhe; () B ou O ganhe.

Considers a seguints distibuigho de probabilidade:

-
Resultndo 1 2 X 4 i 6
Probabalidsde 0,1 o4 ol ol 2 !

I

Ache ns seguintss probabilidades, onde: A = |nbmeropar], B={2,3,4,5), C=[1.2].
(g} P{A), PE. MO (B PANE), PMAUCH, PENC
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T4 Suponbaqoe A ¢ 5 sejam eventos com PLA) = (L7, P = 05 ¢ P LA N B = 04, Ache a probabilidade de gue: (@) A nio
oo (A o i 0o (o] eem A i 8 oo,

7.7 Suponha que A e B sejam eventos com Fa) = 0.6, PIE )= 0,3 e P (A U #) = 0,8 Ache: (a) P[4 N B);
I RANE Y @ PANEY (@) A UBR).

Frobabilidade Condicional e Independéncia

T.71 Um dade conlidvel € langado. Considere os eventns A = [2, 4. 6], 8= {1, 2}, C= |1, 2, 3, 4]. Ache:
fal Pid e Be PiAdoud), B PA| e PE|AL
fed BA | Che PIC| AR, @y FE|[Cye PC| A,
(¢} AefsioindependentesT A e OT Be O7

.72 Um par de dades confidvel & jogada, Sabendo que aparecem nimeres distintos, ache a probabalidade de gue: (o) a soma
st e, | B2 soma enceda o 9,

173 Sejam A ¢ Beventos com P4 = 06 MR = 03 PFA N E =02 Ache: (a) MAUE) (B PIATEL () MEB|A)L

T.74 Sejom A e B eventos com M A} = Jj Pl =3 e PALUR) =4 {a) Ache P{A|B)e PIB|A) (h) A e B sio indepen-
denies?
T35 Segam A e B eventos com FiA) = L3, FlAd L B = 0,5 e ) = p. Ache p se;
() A e B forem mulaamente disjuntos; (B A @ B forem independentes; {0 A for soboonjumn de B,

T.76 Scjam A ¢ B eventos independentes com MA) = 0,3 ¢ MB) = 0.4, Ache: (8) PANE) ¢ FLAUE): (b PIA]E)
e PB|A).

177 Em um clube, 0% dos membrss jogam 18nis, 40F% jogam golfe ¢ 205 jogam ambos, inis e golfe, Um membro ¢ esco-
Thadksr aleatomamente.
(@) Ache a probabilidade de que le niio jogue nem golfe nem 12nis,
(h) S ele jozatdnis, ache o probabilidade de que jogue polfe,
() Seebe joga golfe, ache a probabilsdade de gue jogue ténis,
T8 A caixa A comtdm seis bolas de pade vermelhas ¢ duas azuis, € a caixa B contém duas vermelhas e quatro azuis. Umea bo-
la & alentorinmente retimda de coda caixa,
ia) Ache a probabilidade p de que ambas as bolas sejam vermelhas,
(b Ache a probabilidade p de goe uma boda seja vermelha @ o o, azul.

7.79 A probabilidade de que A atinja o alvo € §, ¢ a probabilidade de que & stinja o alvo é §.
() Secuda wm ativar dess vezes, qual & a probabilidsde de gue o alvo seja stingido pelo menos ama vez?
() Secada um atirar uma vez e o alvo for atingide apenas uma vez, qual € a probabilidade de que A tenha acertado

o alvoT

T80 Trts moedas confidves sho langadas. Consadere o8 eventos:
A = [adcaras ou sdcoroas |, B = [pelo mepos duas caras . © = |no miximo duas caras |

Dientre os pares (A, B), (A O e (B, O, guats 4o mdependemtes? Quais sio dependentes?

Tentativas Repetidas e Disirbuicdo Bimormial

7.81 Sempre que os cavalos a, b e ¢ correm juntos, suas respectivas probabilidades de visdria sbo 0.3, 0.5 ¢ 0.2, Eles comem
jamics s vees.
lad  Ache a probatalidsde de que o mesmo cavale gun’h: % Irds pﬁrﬁ:ﬁ.
i) Ache a probabilidade de qus cada wm dos cavalos a, b e ¢ fenha uma vibdria,

T8I A media do mimeno de scenos oom o 1200 de um jogador de baseball & 0,3, Ele s2 coloca para jogar com o 200 gquatro ve-
zee. Ache a probabilidade de que ele acene: (o) exsamente wina vez; (b) pelo mess uma vez,



184 Teams E PRopLEMes BE Maresdncs DECRED,

7R3

784

TAS

A probabilidade com que Antdnio acerta um lance de irés pontes no basquete € p = 0.4, Ele temta = 5 vezes. Ache a
probabilidade de que acerte; (a) exatamente duss vezes; (b) pelo menos uma vez.

Lim time vence (V) com probabilidede 0.5, perde () com probabilidade 0.3 ¢ empata (E) com probabalidade 0,2, O time
Joga duas vezes, {a) Determine o espago amosiral 5 ¢ a probabilidade de cada evento elementar. (b) Ache a probabilidade
de g O time venga pelo menos ama vee,

Um certo tipo dz missil atinge o alvo com probabilidade o= f {ar} 5e trds misseis siio langnidos, ache n prohabilidade de
guen alvo seja alingido pelo menos uma vez, (H) Ache o mimenn de misseis qoe devem ser langadios para gue se tenha pe-
b meenos 90% de probabildade de avingir o alvo,

Varidvels Aleatdrias

TR
TAT
THE

TH9

.90

M

T.92

Um par de dados & langade. Seja X o minimo dis des ndmemns quee ocomem. Ache o distnbusgiio e a expectinoia de X,
Uma moeda confidvel ¢ pogada qoatre vezes. Seja X o maior soriag de carns. Ache a distribuiglio ¢ a expectineia de X
Uma moeda com wma distribuiglo de massa tl que AH) = | ¢ P[T) = é langada a1 que uma cara ou cineo coross
ooomam, Ache o nimenn esperado de lancamentos da moeda,

A probabilidade de que um time A ganbe algum jogo € & Suponha que A jogue com & em um tormeio. O primeiro -
me que ganhar dois joges seguides ou trés jogos ganha o torneio, Ache o mimer esperado de jopos e tomeie.

Uma caixa comtém 10 trunsistones dos quais dois 18m defeitos, E selecionado e testado um transisior até que seja escolhi-
o o seen defeivos, Ache o ndmere esperndo de transistores a serem escolhidos.

Um jogo de loteria com 5080 copons di wm prémio de 5 100, trés prémios de 5 50 ¢ cinco primics de % 25, (a) Ache 0 va-
lor esperad para a vitdria de um capom. () Se um cupom custa § |, qual ¢ valor esperado do jogo?

U pogador langa inls moedas confifiveis. Ebe ganba $ 5 se irids carns ocorrerem, $ 3 se ocormerem duas caras e $ 1 se ape-
nas wimea cara ocorrer. For outro lado, ele perde 5 15 se opomerem s coroas. Ache o valor do joeo para o jogador.

Wédia, Vandncia e Desvig-Padrio

T.93

7.0

795

7.9%

197

7498

Ache 0 média ji. 0 varidncia o ¢ o desvio-padriio ofde cada distribuigiio:

{7 . (&) X

I
1
o
]
e

= | i} I
i i i 1 moloa | an | o |

Ache o médaa g, a varidncia o e o desvio-padrio orda seguinte distribuicso de dois pontos, com p+ g = |:

X; it i3

fixd | P | @

Dusas cartas sho selecronadas de uma caixa que contém cinon cartdes namerados 1, 1, 2, 2 ¢ 3, Sejam X o soma ¢ F o mi-
ximr dos dos niameros retirados. Ache a distmbuigde, a média, a vand@ncia :{rd.:ﬂ'rin-pndrﬂn das varidvel aleasdrias: (a)
B FRioL=X+1Fid W= XF (Veja o Problema 7.49 parn o definigiode £ = X+ Fe W = XT.)

O tiene A rern probabilidade p = 08 de ganhar o cada vez que joga, Sejno X o namero de vezes que A ganhari em s = 100
jopos. Ache o média i a varidncia #° e o desvio-padriio o de X.

U esiudante mal preparade faz um tesee de cinoo questies do tipa “verdadeino ou false” tzntando adivinhar todas as res-
postas. Ache a probabilidsde de o estudante passar se o crivério de aprovagho for o de que s¢ obtenha pelo menes quatrs

resposlas comekas.

Seja X uma varidvel sleatdria com distribuigio binomial Bm, p) com EQX) = 2 Var(V) = 4 Ache ne p.
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Respostas dos Problemas Complementares

185

753

754

.55

T.56

T.57

T.58

T.50

7.6l

T.61

T.61

T.63

T.6d

T

Thiy

T6T

T.68

.69

7.7

1.71

T.72

T.73

7.74

T.78

fap AUE" () ANB.

iy ANENCT &) [AUCIng o) (AUBUR =A4"NE ' nCT;

@) (ANHUANCIU(BNC).

lg) n(§)=24; §={HT}={HT}={12..., 6}

i) A= {[HH2, HH4, HHS); B = {HH2, HT2, TH2, TT2}
€ = {HTI, HT3, HT3, THI, TH3, TH3}.

ded (i HH2: (i) HT2. TH2, TT2:  dhid) 21,

w B B @ 4

W F oW & © 4

@ g B g o g @ g

@) o & & W) 4

la) s (B @ ) 4 @) &

3

-

4

fal 34 (k) {'. i€l 1}: ('} 715

(o) (A3 6 =4 (W (23N 6=

el e {dh

Piiy=§ PT)=|.

@ §: ) & (o) i

far)
(a)
(al
(a]
()
(a)
fe]

)

06, 0.8 05 & 0507, 04

0.3 (8) 08 () 02 () 02

0.5 (8 0L (& 0 (d) 05

Ld B Ly @ L @ L de)  sim, sim. ndo,
B: b 4.

0% B § (0 |

bod () sim

0.2 (¥ ¥ [c) 0S5
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776 (@) 012, 058 () £, L.

737 (@) 200 (M L&) L

T @) 3 M G

779 (a) 3 (B L

TR Apenas (A H).

TEL (ab 008 (& 0L1E

THRL (@) B(0,150,7)F = 02646, (A 1~ (0,7) =0,7599.
TEI (@) 10(0AV(06) = 02646 () 1 — (06)" = 0,7509.
784 (5) P{VV, VE, EV)= 0,55,

T85 (@) 1 =(f)' =k (b cincovezes.

7.8k |

X, | 2 3 4 ] fi
HMEEENEENEEERE"
E(X)={=25.

787 X o | 2 3 4
SRR R NN
E(X)=8=1T.

TR L= 26

THRY V=29

790 Y12

791 (g} 0.7% (B) — 025
792 025,
793 (@) pu=4 e =550=23% (B p=1o0 =24 0=15

T u=ap+bg o =pgla—b, o=a— b5
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0z 0z

ElV] =36 Yaril =08 mp=04%

(8) w | 1] 213
Plggh| 1 05 | 04
ElY]=d5 Varl¥) =041 my =064,
Le) 2 3 5 6 7 3
Pizy | on | oa [ o | ooz | ooz
E(Z} =539 VYar{Zi=21} ez=15%
1}
Wy 2 & 4 12 15
Piwg) | 01 | 04 | oo | 02 | 02

EIW) =88 VYar(W)=176 ay =42
T p=80 o =l =4

797 H=4.

=

T ne=f _,-:I—].



Capitulo 8

Teoria dos Grafos

8.1 INTRODUGCAOD, ESTRUTURAS DE DADOS

Grafos, grafos onentados, drvores ¢ drvores bindrias estio presentes em muilas dreas da matemifica e da ciéncia d
computacio. Esfe ¢ os proximos dois capitulos cobrirdo esses wpicos, Entretanto, a fim de entender comao esses ok
Jetos podem ser armazenados na memdaria ¢ para entender os algoritmos que o5 manipulam, necessitamos saber ur
pouco 4 respeito de ceras estruturas, Assumimos que o leitor entenda arrays lineares e bidimensionais; portant
discutiremos abaixo apenas listas ligadas e ponteiros’ e pilhas e filas.

Listas Ligadas e Ponteiros

Listas ligadas ¢ ponteiros serdo apresentados por meio de um exemplo. Suponha que uma firma de corretagenm mar
tém um arquive em que cada registeo contém o nome do cliente ¢ wm correlor; digamos que o arquive contém a
:-H,!#1Ii:|L|:.."'H :lill.h::--.:

Cliente | Abréu | Babsta | Cenha Elu..ulu Erxcobar |[Fonwaca| Gomes | Horz [[plesins
. . | } | ST LEACRns)
Corretor | Silva | Rocha | Rocha | Jobim | Silva | Jobim | Rocha | Silva | Rocha

Existem duas operaghes bdsicas que algeém podenia realizar nos dados;

Operacdo A: dado o neme do cliente, achar seu cormetor.
Operagdo B: dado o nome do cometor, achar seus clienies,

Discutimos diferenies maneiras pelas quais 0s dados podem ser armazenados no computador ¢ a facilidade com qu
coda uma delas permite a execugio das operagies A ¢ B sobre os dados.

Claramente o arguive pode ser armazenado em um computador em vm grray com duas linhas (ou colunas) d
nove nomes, Como os clientes estdo listados em ordem alfabética. pode-se facilmente executar a operagio A, Er
tretanto, para exccutar & operagio 8, € preciso realizar uma busca em 1odo o array

Pode-se facilmente armazenar o5 dados na memdsia usando vm grray bidimensional onde, por exemplo, as |;
nhas cormespondam 3 lista alfabética de clientes, e as colunas commespondam & lista alfabética de corratores, & colc
cando | na matriz para indicar o corretor de um cliente ¢ 0 nas demais posighes. O maior problema desta represer
lagdio & que pode ocormer desperdicio de drea de memdria, porque podem aparecer muilos Percs An Malnz.

" M.deT. Mo original, pofmierss, por vezes iambdm chamados d2 apoatadeses, Alpuns exios usam o nome “panleire” quanda o valor € fixa,
“aponindor”, quanda £ varigvel
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Por exemplo, em uma firma com 1000 clientes ¢ 20 cormetores, seriam necessinias 200000 posigies de memd-
ria para of dados, mas apenas 1000 dentre elas seriam significativas,

Discutimos abaxo uma forma de armazenar os dados ma memdna que usa hstas ligadas e ponleros, Por fistar
tigadas, designamos uma colegldo lincar de elementos de dados, chamados nds, onde a ordem ¢ dada por meio de
urm camps com um ponteiro. & Figuma 8-1 € um diggrama esquemidtico de uma lista hgada com seis nos. 510 &, ca-
da nd ¢ dividido em duas pares; a primeira contém a informacio daquele elemento (por exemplo, NOME, ENDE-
RECO.,...), e a segunda parte, chamadi campo com o enderego ou apontador para o priximoe’, contém o enderego
do préximo nd da lista. Esse apontador € indicado por uma seta desenhada de um nd para o proximo né da lista.
Também existe um ponteiro varidvel, chamado de START na Figura 8-1, que tem o endereco do prirneiro nd da lis-

ta. Além disso, o apontador do dltimo nd da lista, chamado aponiador nulo, contém um enderego invalido gue in-
dica o final da lisia.

START

.‘_

‘ k_--_ Campa com apontsdor para o prisime do tercerms nd
Pane contends informacio do tercein nd

Fig. 8-1 Lista ligacda com seis nés.

Uma maneira importante de armazenar o dado original, indicada na Figura 8-2, usa listas ligadas. Observe gque
existem arrayvs separados (ordenados alfabeticamenie) para os clientes ¢ os corretores, Também, existe um array
de ponteiros CORR paralelo o CLIENTE que indica a localizagdo do cometor de um cliente; portanto, & operagio
A pode ser executada de forma ficil ¢ rdpida. Ademais, a lisa de clientes de cada corretor & uma lista ligada, como
diseutide acima, Especificamente, exizte um array de ponteires, START, paralelo a CORRETOR, que aponta para
o primeire clienie de um cometor, ¢ existe um array PROX que aponta para a locolizagio do procimo cliente na lis-
ta de cosretones (ou contém um 1 para indicar o final da lista). Esse processo estd indicado pelas setas na Figura 8-
2 para o corretor Rocha,

Chiemic
Ahrew

=

PROX Correlce | START |
Mobirn |1
s T T |2

JLESEIEY

Sliva [} 4

Dugarie
Esgobar
Fonséca

Leamies

un.-r-.l--l..---uh.'-l..-%

OB el N LA e L b e
sl efa|s| w] o] ) ]

Ighesias

Fig. 8-2
A operacio B pode agora ser executada ficil & rapidamente; 1510 & niio & preciso procurar em toda a lista de

clientes pura obter o lista de clientes de um determinodo corretor. A seguir, temaos a desericioe do algoritmo para es-
1z processo {escritn em pseudocddigo).

TN deT. Mo origingl, fimk faid ou mevpoincer faeld.
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8.2

Alporitmo B.1 L& o nome do corretor ¢ imprime a lista de seus clientes,
FPasse 1 Leia XXX,
Passo 2 Ache Kl que CORRETOR[K] = XXX [Use busca binirio. |
Passo 3 Faga PTR:= START[K] [Inicializa o ponteiro PTR.]
Passo 4 Bepits enguants PTRE = NULL.

() Imprima CLIENTE[FTE].

i) Faga PTR := PROX[FTR]. [Atwaliza PTE.]

[ Firm dix foop. |

Passo 5 Saia,

Pilhas, Filas e Filas de Prioridades

Existem estruturas de dados diferentes de arravs e listas ligadas que aparecem nos nossos algoritmos sobre grafos.
Essas esiruturas, filas, pilhas e filas de prioridades estiio descritas superficialmenie abaixo.

{a) Pilha: uma pitha. também conhecida como um sistema last-in first-ont (LIFO) & uma lista linear onde inser-
goes ¢ delegdes 56 podem ocormer em uma dnica extremidade, chamada “1opo™ da laa, Est estrutuns € seme-
Thanite, no que diz respeilo a suds operagses, a uma pilha de pratos. como representado na Figura &-3a). Nowe
gu umy novo prato € inserido apenas no opo da pilha e pratos s6 podem ser retirados do opo da pilha.

Parsda de

{1} Pilha de praios {) Fila esperando pelo dnibus
Fig. 8-3

{b) Fila: uma filz, também conhecida como um sistema firsr-in first-our (FIFO), ¢ uma lista linear em que che-
legdes s0 podem ocorrer em uma extremidade (a “frente™ da lista) e insergdes s6 podem ocorrer na owtrs xing-
midade da lista ( o “parte de s da lista), como representado na Figura 8-38). [sto €, a primeira pessoa na fi-
I é o primeira pessos o embarcar no dnibus, ¢ uma pesson recém-chegada vl para o final da fila.

() Filas de prioridades:  scja § um conjunto de elementos onde novos elemenios podem ser periodicamente in-
serddos, mas, a cada mamento, o elemente gue for maior (elemento com “maior prioridade™) serd deletado. En-
130, 5 é dito uma Ola de prondades. As regras “mulheres @ criangas primeiro” e “idade antes de beleza™ sio
exemplos de filas de prioridades, Pilhas e filas comuns sio npos especiais de filas de priordades. Especifica-
mente, o clemenio com a maior prioridade noma pilha & o dlimo elemento inserido, mas o elemento com maior
prioridade em uma fila € o primeiro elemento inserido.

GRAFOS E MULTIGRAFOS
Um grafo & consisie em duas coisas:

(i} Um conjunta ¥ = W) cujos clementos sdo chamados vefetices, portos ou ads de 0.
(i) Um conjunto E = E() de pares nio ordenados de vértices distintos, chamados arestas de G

" N.deT. Em peral ndo é tradurido; iem o sentido de “ltimo o chegar, primeino o sair”,

U M.de T Empgenl o é tradarido; iem o seniido de “primeine o chegar, primeine o s,
" N.odeT. Alketra Evem de edger. Texios em pamuguds ussm, por vezes, o simbole ol em vez de B0,
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Dencaamos um tal grafo por GOV, E) quando queremos enfarizar as duas partes de .

Veértices n ¢ v 550 ditos adjacentes sc existe uma aresta ¢ = [u, v}. Neste caso, o ¢ v s3o ditos os exiremas de g,
e diz-se que ¢ conecna i a 1. Além disso, diz-se que wma aresta ¢ & imcidenne 3 SEus eXmenmos i & i,

Grafios sio representados por disgromas no plano de modo natural. Especificamente, cada vértice v em V é ne-
presentado por um ponto (ou pequena circulo), e cada aresta ¢ = [v, &, ] € representada por uma curva que conec-
(4 seus exiremos v, ¢ v Por exemiplo, a Figura §-4ia) representa o grafo G{V, E) onde:

(i) Veonsiste mos vértices A, B, C, [,
(i1} Econsiste nos arestos ¢ = (A4, 8}, &2 = {8, Ch e = {C. D}, ey = (A, C}, 25 = [ B. D).

Na priftica, usaremos mais fregleniemente o desenho do diagrama de um grafo para representéi-lo do que uma lis-
ta cxplicita de seos vémioes.

A i
£y
£ iy
B - C
{ar} Girafio (i) Multigrafo

Fig. 8-4

Multigrafos

Considere o dingrama da Figura 8-30b). As arestas ¢, ¢ ¢, 550 ditas arestas multiplas, j4 que conectam os mesmos
exiremos, ¢ 4 aresta ¢ € dita um fago, uma vez gue seus extremos sio o mesmo vérice. Um diagrama deste tipo €
divo wi sudngrafo. A definicio formal de grafo ndo permite nem arestas midltiplas nem lagos, Poranto, um grafo
pode ser definide como sendo um multugrafo sem arestas miliplas ou lagos,

Observagio:  Alguns textos usam o termo grafo incluindo multigrafo, e o termo grafo simples para um gra-
for sem arestas miltiplas ou lagos.

Grau de um Vértice

O graw de um vérice v em um grafo G (escreve-se degiv)' | € igual ao nimero de arestas em & que contém v, isto &,
que sdo incidentes o v, Como cada arestn & contada duss veres na contagem dos grows dos vértices de &, temos o
seguinte resultado simples, mas imporante.

Teorama 8-1; usoma dos graus dos vémices de um garfo & € igual a duas vezes o ndmero de arestas em G
Considere, por exemplo, o grafio da Figura B-4{a}). Temos

deg [(d) = 2, deg (8) = 3, deg () = 3, deg (D) =12

A soma dos graus £ igual a [0, gue, como esperado, € igual a duas vezes o ndmero de arestas, Um wértice € dito par
ou impar dependendo de o seu grau er um ndmero par ou impar. Portanto, A ¢ £ £io wértices pares, enquanto & ¢
L 800 VETICEs fmpares,

0 Teorema 8.1 também vale para multigrafos onde um lago € contado doas vezes para efeito do célculo do gran
de seus extremos, Por exemplo, na Figura B-4(b}, temos deg(D} = 4, jd que a aresia ¢; € coniada duas veres; por-
tantoy, € um vénice impar,

Um vértice de graw zero & dito um vértice isolado.

Mode T Do englits degree; & pomuguis, lambeém se usa g v,
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8.3

Grafos Finitos e Grafo Trivial

Um multigrafo &€ dito finito se tem um ndmers finito de vértices ¢ um nomero finito de arestas. Observe que um gra-
fo com um nimero finito de vértices deve ter. automaticamente, um mimero finito de arestas e, portanto, € finito. O
grafo finito com um vémice ¢ nenhuma aresta, i.e., um dnico ponto, € dito o grafe rivial. A menos que afirmagio
em contraro seja feita, o5 multigrafos neste liveo serfo finitos,

SUBGRAFOS, GRAFOS ISOMORFOS E HOMEOMORFOS
Esta segio discutird relagies importantes enire grafos.

Subgrafos
Considere um grafo I = GV, E}. Um grafo & = H{V", E') é dito um subgrafo de (G se os vérices e as arestas de H
estio contidos nos vértices ¢ arestas de & astoé, V'O Ve E'C E. Em particular:
(i) Um subgrafo BV, E7 de GiV, E) € dito um subgrafo induzido pelos seus vérices V' se 0 seu conjunio de
arestas E' comém 1odas as arestas em (7 cujos extremos pertencem a vértices em H,

(i) Sewdum wértice em G, entio (G — v & o subgrafo de G obtido deletando v de G ¢ delerando 1odas ae arestas
em ¢ que contém V.

(1) Se e é uma aresta em &, G — ¢ € o subgrafo de & obtido deletando a aresta ¢ de G,

Grafos Isomorfos
Os grafos GOV, Eje &7 V7, E7) slo ditos isssmorfos se exisic uma correspondéncia bijetora 7 F — F* al que {w,
v} € uma aresta de O se e somente se [Nk, M)} F uma aresta de (. Normalmente nfo distinguimos grafos iso-

morfos (ainda que seus chagramas paregam distintos ), A Figura 8-3 mostra 10 grafos desenhados como letras. MNo-
tamos que A ¢ R sio grafos isomorfos. Fe T, Ke X, e M, §, Ve Z sdo grafos isomorfos,

AF KMR
STV K

Grafos Homeomorfos

Dado um grafo qualguer G, pademos obter um novo grafo dividindo uma aresta de G com vértices adicionais. Dois
grafos G e 67 s3o ditos hemeomorfos s¢ puderem ser obtidos a partir de um mesmo grafo ou de grafos somorfos
por este método, Os grafos (a) e (b) na Figura 8-6 nio sdo isomorfos, mas slo homeomaorfos, j4 que podem ser ob-
tidos do grafo () pela adigio dos wértices apropriados.

'
—-{——- —{—4 -——a
L]
ia ibi

el

Fig. 8-6
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8.4 CAMINHOS E CONECTIVIDADE
Um caminhoem um multigrafo O consiste em uma seqiitncia aliemada de vénices ¢ arestas da forma

s s Mo &%, I's, veaw Bpoia Po_je g Py
onde cada aresta £, conlém os vémices ¢, , ¢ v, {que aparecem dos dois lados de £ na seqléncia). O ndmero n de
arestas € dito o comprimenio do caminho. Quando ndo houver possibilidade de ambigilidades, denotamaos um ca-
minho por sua seqgiéneia de vértices, O caminho € dito fechado se vy = ¢, Caso contrinio, dizemos que o caminho
¢ di vy para vy, 00 ERiFe Ly & Uy, Ol QUE comecia Uy 80,

U caminho simples & um caminho em que todos os vértices sao distimos”, (Um caminho em que todas as ares-
s sibo distintas & chamado frifha.) Um ciclo € um caminho fechado de comprimento 3 ou mas onde todos os vér-
tices sdo distintos, exceto vy = oy, Umn ciclo de comprimento & & chamado de k-ciclo.

Exemplo 8.1 Considere o grafo & da Figara 8-Ta) Considens a8 seguimles seqBsne as:

i = l.le P|.F:.P_'\...P|. .P;.F].Pﬁ:'. -J = [P.-.Pth. P:.Fﬁ:'l
Y = |P4. P|_| F:.P:...P'L. P:hFI.:I. &' = |:F|.P|...P:|.. P].P].].

A weqBincin (€ um caminho de P, pura P2 porém, ndo & uma tnlha, 38 gue a aresta [P, F, | € uada duas veres, A
seqiéncia fndo & um caminho, ji que niio exisie aresta [Py, P} A seqiéncio 4 € uma trilha, uma vez que nenhuma
aresty ¢ wsada duas veres; mas ko ¢ um caminboe skmples, pods o vérice P, ¢ usado duas vezes, A seqbéneia & ¢ um
caminho simples de F, para P mas niio € o mener caminbio (no gue diz respeido ao comprimenta) de P, para P 0
menor caminbe de P, o P, & o caminba simples (P Po P, que tem comprimento 2.

E—%¢
{a) ]

Fig. 8-7

Eliminando arestas desnecessarias, ndo & dificil ver gque qualquer caminho de um vértice & para um vértice ¢
poxde ser substitwido por um caminho simples de w para v, Afirmanyos formalmente esse resultado,

Teorema 8-2:  existe umn caminho de om vermice o para urm vEMice i 52 @ somenie s¢ existe um caminho sim-
ples de w para .

Conectividade @ Componentes Conexas

Um grafo (G ¢ comero se existe um caminbo entre quaisquer dois dos seus vértices, O grafo da Figura 8-T(a) ¢ conexo,
mas o grafo da Figura B-7(5) ndio € conexo, uma vez que, por exemplo, nio existe caminho entre o5 vértices De E.

Suponha que G € um grafo, Um subgrafo conexo & de & € chamado compenente conexa de G se B ndo esd
contido em nenhum outro subgrafo conexo de G, Intuitivamente € claro que qualquer garfo & pode ser particiona-
do nas suas componenies conexas. Por exemplo, o grafo F da Figura 3-T(5) tem trés componenies conexas: o5 sub-
grafos induzidos pelos conjuntos de vémices (A, C, D} E Fl e (B].

O viirtice 8 da Pigura 8-T(b) £ chamado de vérnice isalade, jd que B ndo pertence o nenhuma aresli, oo, en ou-
tras palavras, deg (8) = (1. Portanto, como observado, o proprio 8 forma uma componente conexa do grafo.

M.de T Adgess iexsos usam o palavrs “passeio” para caminhas, reservanda o e “caminhoe” par o caso de vénices distimes.
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8.3

Observacio:  De um ponto de vista formal, assurmindo que wodo vémice w € conectado a si mesmo, a relagio
“aoestd conectado a o™ ¢ uma relagio de equivaléncia no conjunto de vértices de um grafio (7 ¢ as classes de equiva-
léncia induzidas pela relagio sfio as componentes conexas de O,

Distancia e Didmetro

Considere um grafo conexo (7. A distdrcia entre os vértices u e v em G (denota-se o, 1)) € 0 comprimento do menor
caminho entre o @ v, O didemerro de G (denota-se diam (G)) € o mdximo da distincia entre quaisquer dois pontos de G.
Por exemiplo, na Figura 3-Blal, o (A, F) = 2 ediam(&) = 3, enguanto na Figura 8-805), aiA, £ = 3 e diamils) = 4.

a £

fa}

Cortes @ Conexdes

Seja & um grafo conexo. Um vémice rem O € divd um corre s¢ (7 — ¢ & desconexo. (Lembre que I — v € o grafo ob-
tido de & pela delegdo de v e das arestas que contém ) Uma aresta e de & € dita uma conendio se O - ¢ € desoone-
%o, {Lembre que & - ¢ & o grafo obiido de & pela simples delego da aresta . Ko Figura 8-3(a), o vértice IV é um
core & o exisiem conexdes. Na Figura B-8(b), a aresta e = [I, F] & uma conexdo, (Seus exiremos, e F, s30 ne-
CessAriumente cortes. )

AS PONTES DE KONISBERG E MULTIGRAFOS ATRAVESSAVEIS

A cidade de Kinisberg, no leste da Prissia, no século 18 incluia duas ilhas ¢ sete pontes, como mostrado na Figu-
ra B-9a). Pergunta: saindo de gqualquer logar ¢ chegando o qualguer logar, umi pessoq pode andar pela cidade cru-
zando a5 sete pontes sem atravessar nenhuma delas duas vezes? O pove de Kinisherg escreven ao famoso matemi-
tico suige L. Euler o este respeito, Euler provou, em 1736, gue al percurso era impossivel, Ele trocou as ilhas ¢ os
dois lados do rio por pontos, & a5 pontes, por curvas, obtendo o Figura 3-9(5),

Y
S -

() Bonisherg em 1736 (i) Bepresentagio grahca de Exler
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Ohserve que a Figura 8-9(b) ¢ um multigrafo. Um multigrafo ¢ dito arravessivel se “pode ser desenhado sem
quebras nas curvas ¢ sem repetigho de arestas”, isto €, se existe um caminho gue inclua tndos o5 vErtices e use ca-
da aresta exatamente uma vez. Lim tal caminbo deve ser uma trilha ( jd que nenhuma aresta ¢ usada duas vezes) ¢
serd chamado uma irilha atravessdvel, Claramente, um mulugrafo airavessivel precisa ser finito e conexo. A Figu-
ri B- 100 k) mostra a trilha atravessivel do multigrafo na Figura 8- 10(a). (Para indicar a diregiio da trilha, o diagra-
ma interrompe o irago nos vérmices que s&o realmente visitados,) Mo & dificil ver que a caminhada em Kinisberg é
possivel se e somente se o multigrafo da Figura 8-905) ¢ atravessivel.

X %

Fig. 8-10

Mostrames agora como Euler provou que o multugrafo da Figura B-9(5) ndo & atrovessivel e, portanio, a comi-
nhada cm Kinisherg & impossivel. Lembre primeiramente que am véntice € par ou impar dependendo de o seu gran
SET Urm mimero par ou impar. Suponha gque um multgrafo € aravessivel e que em om dado vémice P nio comece
nem termine uma trilha atravessdvel. Afirmames que P & um vérice impar. De fato, sempre que uma trilha atraves-
sdvel chega em P por uma aresta, deve existir uma aresta ainda ndo usada pela qual a rilha pode sair de P. Poran-
to. as arestas no tritha incidentes o P devem aparecer &os pares, ¢, portanto, P € um vértice par. Logo, s¢ wm vénti-
ce ¢ impar, a rilha arravessivel precisa comegar ou terminar em Q. Conseqilentemente, om multigrafo com mais
de dois vértices impares ndo pode ser atravessivel., Observe que o multigrafo correspondente oo problema das pon-
tes de Konisberg tem quatre vértices impares. Logo, ndo se pode caminhar por Konisberg de forma gue cada pon-
e seja percorrids exatamente uma vez.

Euler de futo provow o converss du afirmagiio acima, que estd contida no weorema ¢ coroldno seguintes, (O 1eo-
rema estd provado no Problema 8.9.) Um grafo 7 € dito um grafo ewleriane se existe uma trilha atravessivel fecha-

du, chamada trilha enlerionag,

Teorema 8-3; (Euler) wm grafo conexo finito € culerano se ¢ somente se cada vértice tem grau par.

Coroldrio 8-4:  qualguer grafo conexo finito com dois vértices impares ¢ atravessivel. Uma trilha atravessdvel
pode comegar em qualguer vértice impar @ Ierminar ng oulro wWeetice impar.

Grafos Hamiltonianos

A discussio acima sobre grafos culerianos enfatiza o modo de percorrer arestas; nesie ponto, 05 CONCENITAMOS
na visita de wértices. Um efrcuwire fupmdtomiane em um grafioe G, assim denominado por cansa do matemdtion ir-
landdiés do século 19 Williarm Hamilon (1805 1865), ¢ um caminho fechado que visita todo vémice em & exala-
mente uma vez. (Um caminho fechado com tais caracteristicas deve ser um ciclo.) Se & admite um circuito ha-
miltoniano, entfic G € dite um grafo kamilioweiane, Note que om circuito euleriano percorre cada aresta exata-
mente wna ve, podendo, entretanto. repetic vértices, enguanto um circuite hamiltoniano visite cada vértice exa-
lamente uma vez, e podendo repetir arestas. A Figura 8-11 mostra um exemplo de grafo que ¢ hamilioniano mas
ndo eulenano, e vice-varsa.

Tar) HasmaMonaane {H) Mo eulersano

Fig. 8-11

" M.deT. MNooriginad, imanreersaiie.
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8.7

Embora seja claro gque apenos grafos conexos podem ser hamiltonianos, n&o existe um critério simples gque nos di-
£a se um grafo € ou ndo hamiltoniane, como no caso dos grafos eulerianos, Temos a seguinte condichio suficiente,
e G, A, Dirac,

Teoremsa 8-5:  =eja & um grafo conexo com o vértices. Entio & € hamiltoniano sz # = 3 e p < deg (v) para ca-
da wértioe v em O

GRAFOS ROTULADOS E PONDERADOS

Lrm grafo & ¢ dito wm grafo romdado se estio associados dados de algum tipo is suas arestas cfou vértices. Em par-
ticular, & & um grafe ponderads se a cada aresta e de G estd associado um nimers nio regativo wig) dite o peso oo
comgrrisrento de v, A Figura 8«12 mostra um grafo ponderado onde o comprimento de cada anesta es1d descrito da
maneira dbvia. O peso ou comprimento de uma caminho em um grafo ponderado G & definido como sendo a soma
dos pesos das arestas no caminho. Uim problema importanie na teoria dos grafos @ achar o menor caminha, isto &,
um caminho de peso (comprimento) minimo entre quaisguer dois vértices dados. O comprimento do caminho mi-
mma entre F e na Figura 8-12 ¢ 14; um tal caminho &

o Y R O C P

() leitor pode tentar determinar um oatro caminho minimo,

GRAFOS COMPLETOS REGULARES E BIPARTICIONADOS

Existern muitos tipos diferentes de grafos, Esta seciio considera inés deles: completos, regulares ¢ biparticionados,

Grafos Completos

U grafo & € dito completo se todo vértice em G estd conectado a qualguer oulro vénice em G. Portanto, um gra-
fo completo precisa ser conexo. O grafo completo com r vétices € denotado por K. A Figura 8-13 mostra os gra-
fos K, até K.

Grafos Regulares

Um grafo 5 & regular de grai k ou k-regular se odo vértice tem grau &, Em outras palavras, um grafo € regular se
todo WEFLICE [ O Mesmd 2.

Os grafos conexos regulares de grau 0, | ou 2 podem ser facilmente descritos. O grafo conexo O-regular é o gra-
fo trivial com um vértice e nenhuma aresta, O grafo conexo 1-regular € o grafo com dois vérices ¢ uma aresta que
os conecta. O grafo conexo 2-regular com o vértices € o grafo que consiste em um idnico n-ciclo.

Veja a Figura 8-14,
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L] —
K, Hy Ky
Fig. 813
(1) O-regular {il) 1-repular {1id) 2-regubares

Fig. 814 Grafos regulares

s grafos 3-regulures precisam ler um ndmero par de vérmoes, Jique o somi dos groos dos seos vértices & um
nimers impar (Tecrema B, 1), A Figura B-15 mostra dois grafos conexos 3-regulares com seis vénices, Em geral,
grafos regulares podem ser bem complicados, Por exemplo, existem |9 grafos 3-regulares com 10 wértices. Nota-
mos que o grafo completo com r vénices K ¢ regular de graun - 1.

XX

I-regulares s . .

Fig. 8-15 Fig. 8-16
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Grafos Biparticionados

Lim grafo G ¢ dite biparicionade se seu conjunto de vértices V pode ser particionado em dois subconjuntos M e N
tais que cada aresta de O conecta um véice de M a um vémice de N, Chamaremos de completo biparticionado o
grafo em que cada vémice de M ¢ conectado a cada vémice de N esse tipo de grafio & denodado por K, onde srd o
nimens de vérmces em M, @ r ¢ o nimero de vérices em N, e, para padronizar, vamos assamir or = o, A Figora 8-
16 mostra os grafos K, ,, K, ¢ K ,. Claramenie o grafio K| tem mn arestas,

ARVORES

LUm grafo T ¢ dito uma drvore se T 6 conexo e nio tem ciclos. A Figura 8-17 mostra exemplos de drvores. Uma flo-
resta G € um grafo sem ciclos; logo, as componentes conexas de uma floresta sio drvores. (Lim grafo sem ciclos ¢
diter um grafo aefclive.) A drvore gue consi=ie em um Gnico vértice ¢ nenhuma aresta € dita a drvore degenerade.

¥i

L ¥y
i v z
1
¥y Py L o .
L w
L b ¥
s ] L] ¥y E ] f H
1kl

dirl

Fig. 8-17

Considere uma drvore T, Claramente, existe apenas wm caminho simples entre dois wérices de T caso contri-
i, 08 dods caminhos formariam um ciclo, Além disso:

(@) Suponha que ndio existe uma aresta {w, ¢ em T e adicionamos a aresta ¢ = [, ¢} a T, Entio, o caminho sim-
ples de i para v em T ¢ ¢ formard am ciclo; neste caso, T deixard de ser wma drvore.

(B Por outro Lo, suponha que existe uma aresia ¢ = {i, ¢] em T e nos deletemos ¢ de T. Enido, T ndo & mais oo-
nexo (ji que ndo existe caminho entre g e p): neste caso, T deixa de ser uma drvore,
O seguinte teorema (provado no Problema B, 16) & aplicavel quandoe o grafo € finin
Teorema 8-6:  seja & um gralo com n > 1 wériices. Ent@o, as seauintes afirmagdes sio equivalenies:
(i} i & uma drvore.
(i} F ¢ um grafio aciclico ¢ tem n — | arestas.
(iiiy 4 ¢ conexo e wem - | arestas,

Este teorema também nos diz que um drvore finita T com o vértices precisa ter 7 — 1 anestas. Por exemplo, a dr-
vore da Figura B-170a) tem nove wertices ¢ oito aresias, ¢ a drvore da Figura 3-1700) 1em 13 véruces ¢ 12 arestas,

Arvores Geradoras

Urn subgrafo T de um grafo conexo ¢ dito uma drvore geradora de G se T ¢ uma drvore e T inclul iodos os vértices
ie & A Figura 8- 18 mostra um grafo conexo & ¢ as drvoses geradoras T, Toe T, de G,

— N

G T,

Fig. 8-18
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Arvores Geradoras Minimas

Suponha que & & um grafo conexo ponderado. 1sto €, cada aresta de €F estd associada a um nimero ndo negativo
chumado pese da aresta. Entio, qualquer drvore geradora T de O estd associada a wm peso total obtido pela soma
dos pesos das arestas em T, Uma drvore minimal geradora de G & uma Srvore geradora cujo peso iotal € o menaor
passivel.

O Algoritmos 8.8A ¢ 8,88, a seguir, nos permiten achar a drvore minimal geradora T de um grafio conexo
ponderade G, onde F tem r vértices, (Meste caso, T deve ter n — | anestas.)

Algoritmo 8.8A: A entrada & um grafo conexo ponderado G com n vérices,

Pazzo | Ordene as arestas de & em ordem decrescente de peso,

Passe 2 Segilencialmente, delete cada aresta que ndo desconecta o grafo até que restem n — | arestas.
Paszo 3 Saia.

Algoritmo 8.8B:  (Kruskal) A entrada € um grafo conexo ponderado & com n vértices.
Passo | Ordene oz arestas de & em ordem crescente de peso.

Pagze 2 Comegando apenas com vértices de 7 ¢ procedendo segliencialmente, adicione cada aresta que no
gere um ciclo até que x - | arestas sejam adicionadas.

Passo 3 Smia.

0 peso de uma drvore minimal geradora & dnico, mas a drvore, propriamente dita, ndo &, Arvores geradoras mi-
nimais distinias podem ocorrer quando duas ou mas aresias Bm o mesmo peso. Neste caso, a ordenagio dus ares-
tus no Passo | dos Algoritmos 8.EA ¢ B.EB nio € dnica ¢ pode, portanto, resultar em diferentes drvores geradoras
minimais como lusirado no exemplo seguinte.

Exemple 8.2 Ache uma arvore minimal gersdora do grafo ponderado O da Figura 8- 19%a), Mote gque  lem szis
virtices; logo, uma drvore minimal peradors terd cinco aresias,

(a)  Aplicamos squi o Algorimo B.8A,
Primeiramente ordemamos ox arcstas em ordem decrescente de peso, emio scessvamente deletaimns aredas
wem dedcnneclar (Fabd que restem cinco areslas, Desbo resultam oz dodos seguintes:

Arestas BC AF AC aE CE RF AE nF BD
Pesn ] 7 7 7 f 5 ] ] i
Deletar?  Sim sim Sm Nilo MNE&r  Sim

Paortanin, o drvose minimal gerndorn de () obtida condém as arestas
BE, CE, AE, DF, BD

Adirvore geradora lem peso 24 ¢ € mostrada na Figura 8- 19(6),
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ity Aplicamos agui o Algontmes 8,80,
Primeiraments ordenamos &5 arestas em ordem crescents de peso; adicionamos entde arestas sucessivaments
sem formar ciclos, até gue cinon aresias sejam inclaidas,
Disto resuliam o5 dados seguintes;

Arsias BD AE DF 8F CF AC AF RE B
P 3 i 4 5 [ 7 7 7 i
Somar?  Sim Sim Sim  Mio Sim Wi Sim

Ponanto, & drvore minimal geradora de £ obda contdm s arestans

8B, AE, DF. CE, AF

A dfirvore gerndora aparece na Figura B-1%(c). Observe que esta firvore geradora ndo & a mesma gque a obtida
usande o Algorimo 884,

DObservagio: Ok algoritmos acima sio executados facilmentz quando o grafo & € relativamente peque-
no, coma ns Figura 3-1%a). Suponha que G lem dazias de vérices e centenas de arestas gque, digamos, sdo da-
dos por uma lista de pares de vértices. Meste caso, nio ¢ dbvio nem mesmo decidir se & € conexo. Pode ser ne-
cessdrio algum tipo de algoritmo de busca em profundidade (DFS - depth-first search) ou em largura’ (BFS -
Breath-first search) em grafos. As seces subsegiientes ¢ o proximo capitule discutirSo maneiras de represen-
tar grafos O na memdria ¢ viries algoritmos para grafos.

GRAFOS PLANARES

Um grafo on multigrafo que pode ser desenhodo no plano de tal modo que suas arestas nio se cortam € dito pla-
mar. Embora o grafo completo com quatro vértices K, seja normalmente representado com cruzamento de ares-
tas como na Figura 3-200a), ele também pode ser desenhado sem cruzamento de arestas como na Figura 8-2005);
portanto K, € planar. Arvores formam uma classe imporiante de grafos planares. Esta secio apresenta a nosso lej-
1or esles importanies grafios,

RN

{a} 3] ]

Fig. &-20 Fig. 8-21

Mapas e Regices

LUima representacdo particular planar de um muliigrafo planar finito & dita um maps. Dizemos que um mapa € oo
sexo e o multigrafo subjacemie € conexo. Um determinado mapa divide o plano em varias regides. Por exemplo,
o mapa na Figura 8-21 com seis vértices ¢ nove arestas divide o plano em cinco regides. Observe que quatro das
regides sio limitadas, mas a quinta regido, fora do dizgrama, ndo ¢ limitsda, Portanto, ndo hi perda de generali-
dadle em contar-o nimero de regides, admitindo que o nosso mapa estd contido em algum retingulo maior, ¢ ndo
no planc inteine,

" M.deT. Tambdm chamada de busca 2mn amiplinsde.
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Dbserve que o bordo de cada regifio de um mapa consisie em aresias, As vezes, as arestas formam um ciclo, mas
iis veres nio. Por exemplo, na Figura 8-21, os bordos de todas as regides sdo ciclos, i exceglo de r,. Entretanto, se
oS movermos no sentido hordrio ao longo de r, saindo, por exemplo, do vémice C, obtemos o caminho fechado

(C,D.E,F.E,C)

onde a aresta | E, F} aparcce duas vezes. Designamos por gread de uma regidio r, escrevendo deglr), o comprimen-
10 i ciclo ou do caminho fechado que forma o bordo de r. Notamos que cada aresta € bordo de duas regidies, ou
estd contida em uma regiio, ¢ aparece duas veres em qualquer caminko ao longo do bordoe da regido, Por conse-
guinte, iemos o lcorema para regides que & andlogo ao Teorema 3.1 para vértices.

Teorema 8-7: a soma dos graus das regides de um mapa € igual a duas vezes o nimero de anestas.
O graus das regides da Figura 8-21 s40:

deg irg) =3, degir)=3  degir)=35  deginl=4 degir)=3

A soma dos graus & §8, gue &, como espersdo, duas vezes o nimero de arestas,
Por conveniéncia de notagio, vamos desenhar 0s vértices de um mapa como ponios ou peguenos circulos, ou
VAMOS A55UMIr que quaisquer intersegbes de linhas ou curvas no plano sio vértices.

Farmula de Euler
Euler apresemtown a fdrmula que associa o ndmero de vémices V, o ndmero de arestas E e o ndmero de regides & de
gualquer mapa conexo, Especificamente:

Teorema 8-8: (Euler) V-E+R =2
A demonstragiio do Teorema 3.8 aparece no Problema 8.20.)
Ohserve gue, na Figura 8-21, V= 6, E = ¢ R = 5, ¢, como esperado, pela fdrmula de Euler,
V-E+R=6-9+5=1

Enfatizamos que o grafo subjacente a um mapa deve ser conexo para que a fdrmala de Euler seja vilida.

Seja G um multigrafo conexo planar com trés ou mais vértices, de tal forma que G nfio € K, ou K,. Seja M uma
representagio planar de G, Nio € dificil ver que (1) uma regiio de M 56 pode ter grau | se 0 sew bordo & um lago, ¢
(2) uma regiio de M pode ter grau 2 apenas se seu bordo consiste em duas arestas miltiplos. Consegientemente, se
G for um grafo, ¢ ndio wm multigrafo, emdio woda regido de M precisa ter grau maior ou igoal a 3. Esse comentirio,
juntamente com a fdrmula de Euler, € usado para provar o resultado seguinte sobre grafos planares.

Teorema 8-2:  seja 7 um grafo planar conexo com g vértices e p arestas, onde p 2 3, Entdo, g 2 3p - 6.
Note que o teorema nko € verdade para K, onde p = | ¢ ¢ = 0, ¢ niio € verdade para K, onde p =2 e g = 1.
Demonstragdo:  Seja r o nomero de regides em uma representagio planar de G, Pela fdrmula de Euler,

pgrr=1

Mote que a soma dos graus das regides ¢ igual a 2g pelo Teorema 8.7, Mas cada regidio tem gran maior ow igual @ 3.
Poranto,
2q = dr

Logo, rz 2g /3, Substitvindo na fdrmula de Euler, obtém-se

2g q
I=p-girEp-q+5 ou I=p-3

A multiplicagio da desigualdade por 2 di & < 3p — 9. que € o resultado procurado.
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Grafos ndo Planares e Teorema de Kuratowski

Exibimos dois exemplos de grafos ndo planares, Considers primeiro o whility graph'; isto €, rés casas A, A, e A,
devem ser conectadas a saldas para dgua, gis e eletricidade B, B, ¢ B, como na Figura 8-22{g). (Bserve que este &
o grafo &, , que tem p = 6 vértices ¢ g = % arestas. Suponha que o grafo € planar, Pela fdrmula de Euler, uma re-
presents;Fo planar em r = 3 regides, Observe que nenhiuma tripla de vnices estd conectada entre 515 pofanto, o
grau de cada regidio deve ser maior ou igual a 4 e, portanto, a soma dos graus das regides deve ser maior ou igual a
20, Pelo Teorema 8.9, o grafo deve ter 10 on mais arestas. Isio contradiz o fato de que o grafo tem g = 9 arestas,
Portanto, o wiiliny prapl € ndo planar.

i‘.t[ %‘41 ]"'I 5
B H 2y
(o) Ha g (b} Kg

Fig. 8-22

Considere a seguir o grafo estrela da Figura 822050, Este € o grafo complew K, com p = 5 vénlices que em
g = 10 arestas. S¢ o grafo é planar, pelo Teorema 8.9,

D=g<ip—6=15-6=9

o que € impossivel, Portanto, K, ndo ¢ planar.

Por muitos anos, o8 maemdlicos weniaram caracienizar grafos planares ¢ ndo planares. Esse problermna foi final-
mente resolvido em 1930 pelo matemdtico polonés K. Kuratowski, A demonstragio deste resultado, enunciado
abaixe, estd além do objetivo deste texi.

Teorema 8-10; (Kuratowski) um grafo & ndo planar se ¢ somente se contém um subgrafe homeomorfo a
Ky you K,

COLORACAO DE GRAFOS

Considere um grafo . Uma coloragde de vértices o, simplesmente, uma celaragdo de (¢ ¢ uma atribuicio de co-
res 308 vértices de 7 de wal forma que vénices adjacentes wém cores distintas. Dizemes que ¢ & s-colordvel s exis-
te umas coloragio de G gue usa o cores. O ndmens minimo de cores necessdnas para pintar & € dito o pdmens cro-
mdrico de O ¢ ¢ denotado por § (00,

Apresentamos um algoritmo de Welch ¢ Powell para a coloragho de um grafo G, Enfatizamos que o algoniims
nem sempre fomece a coloracio minimal de G.

Algoritmo 8.10:  (Welch-Powell) A entrada & um grafo &,

Passo ' Ordene os vértices de & em ordem decrescente de grau.

Passa 2 Atribua a primeira cor, O, ao primeiro vérice e, entho, seqilercialmente, alribua O, a cada vémice
quee 030 ¢ adjacente a algum vérice que o anteceden ¢ 3o qual fol atnbuida a cor O,

FPasse ¥ Repita o Pusso 2 com a segunda cor O, e o5 vértices subsegibenies ndo coloridos.

Passo 4 Repita o Passo 3 com a ferceira cor O, depois com a quarta cor O, ¢ assim por diante, até que iodos
o vErtices estejam colonidos,

Passe 5 Sala.

C ML de T Dpamos por maser a & pressdio e inglés por ndo ler tradugk consaprada
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Exemplo 8.3
(al  Cemsidere o grafe & da Figara £-23, Usamas o algoritmo de Welch-Powell para obber wma coloragio de &, Or-
denande em ordem decrescense de prau. obidm-se & seqBEncia sepuinte:

A5, Ay A, Ay, Aw As Ay A

4,

A,

Fig. 8-23

A primeira cor & atribobda aos vémices A, ¢ AL A sepanda cor € aribuida aos vinbees A, A, e Ay A Ercein cor
¢ airvhuida ans vériices A, .-’-_, £ A, Tedos os vérmices receheram uma cor, e, Ini;n, 0 & J-colorivel, Ohserve gue
G ndn £ J-colonivel, j0 que os wimices A, A, e A, que estle coneciados enire si, precisam receber cores difie-
refites. Conseqibentemente, ¥ (0) = 3.

() Considers o grafo complere & com o vértices, Como iodo vénice ¢ adjacente a qualguer oulro vérice, K re-
quer i cores em qualguer colomgio, Logo, ¥ (K = a.

Mo exize yma maneira simples de determinar realmente quando um grafo arbitririo ¢ n-colorivel, Entretan-
to, o teorema seguinte (provade no Problema 8.22 ) apresenta uma caracterizagdo simples de grafos 2-colordveis.
Teorema 8-11: as scguintes afirmaghes sho equivalentes para um grafo G;

(iy O & 2-coloravel,
(i) & ¢ biparticionado,
(iii} Todo ciclo de O fem gray (mpar.

NEo existe limie no ndmero de cores gue podem ser necessdrias para a coloragdo de um grafo arbitririo,
uma vez que, por exemplo, o grafo completo K, requer o cores. Entrelanio, s¢ nos restringirmos aos grafos pla-

nares, ndo importa qual seja o ndmero de vértices, cinco cores sdo suficientes. Especificamente, no Problema
B.24, provamos:

Teorema 8-12: qualquer grafo planar & S-cologdivel,

e fato, desde 1950 ox matemdticos Bm conjecturade que grafos planares sio 4-coloriveis j que wodo o gra-
for plunar conhecido € 4-colordvel, Kenneth Appel ¢ Wolgang Haken mostraram finalmenie, em 1976, que esta con-
jectura era verdadeira, 1sio é:

Teorema das Quatro Cores (Appel e Haken):  Todo grafo planar € 4-colordvel.

Discutimos esse teorema na praxima subsegio,

Mapas Duais e o Teorema das Quatro Cores

Considere um mapa M, digamos o mapa M da Figura 8-2400), Em outras palavras, M € uma represeniagio planar
de wm multigrafo planar. Duas regides de M sBo ditas adfacentes se elas t2m uma aresta em comum. Portanio, as
regibes r, ¢ r, da Figura 8-24(a) 530 adjacentes, mas as regides r, ¢ r, 020 3o, Uma coloragds de M & uma associa-
¢ao de uma cor a cada regido de M tal que regides adjacentes tém cores distintas, Um mapa M ¢ n<colorivel se exis-
te wma coloragio de M que tem r cores, Portanto, o mapa M da Figura 8-24(a) € 3-colordvel, jd que as regides po-
dem ser associndas ds seguintes cores:

ryvermelho, s branco,  f vermelho,  # branco,  F vermelho,  F azul
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8.1

Observe a semelhanga entre a presente discussio sobre coloragio de mapas ¢ a discuss®o anterior sobre colorag®o
de grafips. De faio, usando o conceito de mapa dual, definido abaivo, pode-se mostrar que a coloragdo de um mapa
& equivalente i coloragio de vémice de um grafo planar.

Considere um mapa M. Em cada regido de M escolhemos wm ponto ¢, se duas regides tém uma aresia em co-
FIUM, CONSCLAMDS 08 POAL0S correspomdentes com uma curva gue intercepta a aresta comum, Essas curvas podem
ser desenhadas de maneira que ndo se interceptem. Entio, obtemos um nove mapa M*, chamado disel de M, tal que
cada vértice de M* corresponde a exatamente uma regido de M. A Figora 8-24(5) mostra o mapa dual da Figura B-
24(a). Pode-se mostrar que cada regilio de M™ conterd exatamente um vértice de M, e que cada aresta de M* vai in-
erceptar exatamente ums aresta de M e vice-versa, Assim, M serd o mapa dual de M*,

Observe que qualquer coloragio das regibes de um mapa M corresponderd a uma coloragdo dos vértices do ma-
pa dual M*, Logo, M € r-colordvel ¢ ¢ somente se o grafo planar do mapa dual M* & n-colorivel nos vérices. As-
Sim, O [EOTemd anterior pode ser reescritd como a Seguir:

Teorema das Quatro Cores |Appel e Haken):  se as regides de qualquer mapa M sio coloridas de forma que re-
pries adjacentes @m cores distinlas, entfio nio mus o que quiatne cores sio necessiras.

A demonstragio do teoremu acima utiliza computadores, essencialmente. Especificamente, Appel e Haken
mosiraram primeiraments que, s o tearemi das quatro cones fosse falso, devena existir um contra-exemplo em
um conjunto de aproximadamente 2000 grafos planares. Mostraram depois. usando o compuatador, que nenhum
destes tipos de grafos planares era um contra-exemplo. A andlise de cada tipo diferente de grafo parece estar
além do aleance de seres hemanos sem o uso do computador. Assim, a demonstragio, diferentemente da maio-
ria dus demonstrugdes em matemdtice, depende de tecnologia; isto &, dependeu do desenvolvimento de compi-
tadores de alw desempenho,

(=}

REPRESENTACAO DE GRAFOS NA MEMORIA DE COMPUTADORES

Existem duas maneiras-padréo de manter um grafo na memana de wm computador, Uma mancira, chamada repre-
sentapde seqilencial de G, € feita pravés de sua matriz de adjacéncias A. A outra forma, dita representagdo leada
ou extritung de odjocéncias de G, usa listas ligadas de vizinhangas. Usualmente, &0 usadas matrizes quando o gra-
to 7 € denso; listas ligadas sio mais usadas quando ¢ esparso. (Um gralo G com m vértices e a arestas & dito den-
sooquando m o= O0), ¢ esparso quando mo= Cr) ou aimda e log 7))

Independentemente da forma como um grafo G € armazenado na memdria. normalmente sua entrada no com-
putador ¢ feita através da definigio formal, isto &, como uma colegio de vértices ¢ uma colegiio de pares de vérti-
ces (aresiash,

Matriz de Adjacéncias

Suponha que G € um grafo com m vértices, e suponha que os vénices sio ordenados como, digamos, ), 1. ..., Py
A matnz de adjacéncias A = o | do grafo & ¢ a matriz m  m definida por

a ={] Se v € adjacente a &,
Y L0 caso contririo
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A Figura 8-2508) contém a matriz de adjscéncias do grafo F da Figura 8-25(a), onde os vértices 580 ordenados co-
mo A, B, C. D, E. Observe que cada vértice {v,, v/} de G & representado duas vezes, sendo a, = 1 & g, = 1. Por-
tanto, em paricelar, & matriz de adjocineias & simétrca

4 B C D E

A E P Afoo1 o0 o100

» P T | |

e o1 0 0

ol oo o0 oo 1

n E Elo o1 o0 1 0
) i)

Fig. 8-25

A marriz de adjacéncias A de um grafo G depende da ordenagio dos vémices de (., isto €, uma ordem dife-
rente dos vértices gern uma matriz de adjacéncias diferente. Entretanto, quaisquer duas matrizes de adjacéncios
eatdo intimamente relacionadas, podendo wma ser obtida a partir da outra pela simples roca de posigdo de linhas
¢ colunas, Por outrs lado, a matriz de adjacéneias nio depende da ordem na qual as arestas (pares de vértices)
sido dadas ao compuiador.

Existem variagdes da representagio acima. Se (7 € um multigrafo, normalmente atribuimos a a, o nimero de
arestas {1, ;. Ademais, s¢ G € um grafo ponderado, podemos deixar a, denotar o peso de {2, 1]

Representacgao Ligada de um Grafo G
Seja & um grafo com m vértices, A representag®o de & na memdria pela sua matriz de adjacéneias em wn ndme-
ro considerdve] de dificuldades. Primeiramente, pode ser dificil msenr ou deletar wértices em (7. A razdio disso €
gue pode haver modificagbes no tamanho de A, e o3 vérlices talvez tenham que ser reordenados, de tal maneira
gque podem acontecer muitas mudangas na matriz A. Além disto, suponha gque 0 nimero de arcstas € Cm) ou
mesmo Om log o), 1508, suponha que & € esparso, Entio, a mairiz A conterd muites zeros; assim, wna grande
quantidade de memdria serd desperdigada. Conseqiientemente, quando & € esparso, normalmente & € represen-
tado na memdnia por algum tpo de represertagdo Ngada, 1ambém chamada esrrirura de adjacércias, que esid
descrita abaixo por um exemplo.

Considere o grafo O da Figura 8-26(a). Observe gue G pode ser definido de modo equivalente pela abela da F1-
gura 8- 26(b), que mostra cada vérice de O seguido por sua Nsta de adjacdncias, ie., a lista de vérices adjacenics (w-
zirhos). Aqui, o simbobo & denota a lista vazia, Essa tabela tambem pode ser representada em forma compacta

G = [A:BD, BACD CB DiAB E: @
onde dois-pontos™:” separ um vértce de sua lhista de vizinhos, ¢ o ponto-e-virgula )" separa listas diferentes.

Observagho:  Dbserve que cada aresta do grafe & & representada duas vezes na estrutura de adjacéncias; isto
&, qualguer aresta, por exemplo {A, B, é representada por B na lista de adjacncias de A e também por A na lista de
wdjacencias de 8. O grafo F da Figura 8-26(x) 1em quatro aresias e, portanto, devem existir oito vérices nas lisias
de adjacéncias. Por outro lado, cada vértice da lista de adjacéncias corresponde a uma tnica aresta no grafo G,

Virtice | Lista de adpolncias
& D

AC D

&

A B

&

i
-

el ]
= T

Fig. 8-26
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8.12

A represenragdo [gada de um grafo O, gque mantém O na memdria usando suas lisias de adjacéncias, normal-
mente conterd dols arquivos (ou conjuntos de registnos), wm chamado de arquivo de véruces @ outro chamado de ar-
quivo de aresias, como a seguir.

(a} Arquivo de vértices: (0 arquivo de vértices contém a lista de vérices do grafo O normalmente mantida por
um array ou por uma lista ligada. Cada registro do arquive de vérices terd a forma

[ VERTICE | PROX.V | PTR | |

Aqui, VERTICE seri o nome do vérice, PROX-V aponta para o prdxime vértice na lisia de véntices no arqui-
vo die viémices, quando os vémices sio mantidos por umi lista ligada, ¢ PTR apontard para o primeine elemento na
lista de adjacéncios dos vértices que apurecem no arguive de arestas. A drea sombreada indica gue pode haver ou-
tras informaghes no regisiro que corresponde ao vénice.

i#) Arquivede arestas: () arquive de arestas contém as aresias do grafo . Especificamenie, o arquivo de ares-
tas conterd indas as listas de adjacineias de &, onde cada lista & mantida na memdana pos uma lista ligada. Ca-
da registro do arquivo de arestas corresponderd a um vértice na lista de adjacneias e, portanto, indiretamente,
a uma aresta de O, O regisiro, normalmente, terd a forma

| arESTA | ADI | PROX | ]

Agui
(13 ARESTA serd o nome da aresta {se houver),
(23 ADJ aponia para a posicio do wénice o arquivo de vémices.
(3 PROX aponta para a localizacdo do vértice seguinie na lista de adjacéncias.

Enfatizamos que cada aresta ¢ repesentada duas vezes no arquivo de arestas, mas cada registro do arquivo cor-
responde @ uma dnica aresta. A drea sombreada indica que pode haver outras informagies mo Fegisiro que cormes-
ponde & aresta,

A Figura B-27 mostra como o grafo o ne Figora 8-260a) pode aparecer na memdria, Aqui, os vérices de G o
mantidos na memdria por uma lisca ligada vsando a varidvel START para apontar para o primeinoe vérice. (Oulra
alternativa seria usar um array linear para a lista de vértices: neste caso, PROX-V nilo seria necessdrio.) Note que
o campo ARESTA nio & necessino aqui, jd que as aresias ndo wm nome. A Figura 8-27 também mostea, por se1as,
a lista de adjac@ncias [I}, T, A] do vértice B.

Arguive de vértices

12 31 4 5 6 7 8
VERTICE | € A E| & L
START[3] PRON.V | 8 6) Jojr, IS
PTR 4 | S Q|7 4

Arquivo de anesas }

1 . 3 4 5 i T & @ 14

AL _i_lﬂj_l_{lw_ 300 [ 248 [ 4000 [ 104} | 410 ] 2(8)
FROX 0 0 2 | 0 1 Ll 1 fi |

LR J

Fig. B-27

ALGORITMOS PARA GRAFOS

Esta seio discute dods importantes algonitmos para grafos que examinam sistematicamente os vértices ¢ arestas de
um grafio 7. Um deles & chamado de busoa em profundidade (DFS), e o outro & chamado busea em largura IBFS). Ou-
tros algoritmos para grafos serfio discutidos no proximo capitulo, em conexfo com grafos orientados. Qualguer algo-
ritmo para grafos pode depender da maneim como 7 ¢ armazenado na memdria. Aqui, assumimos que G ¢ mantido
ma memonia pela sua estrutura de adjacéncias. Nosso grafo de wese G ¢ sua estrutura de adjecéncias aparecem na Fi-
ey B-28,
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]

Liszs de ndjacéncias

&8 O 0
A EF
A, F
A

B, FG
BCE
E,
&

Il -
ol T T

fa) L]

Fig. 8-28

Durante a execugdo dos nossos algoritmos, cada vértice (nd) N de & terd um dos seguintes estados, chamados
de starus de N, como a seguir

STATUS = |: ({estado de prontidio) o estado inkcial de um vértice N,
STATUS = 2:  {estado de espera) o vértice ¥ estd numa lista de espera, aguardando para ser processado.
STATUS = 3 (estado processade) o véntice foi processado.

A lista de espera para busea em profundidade serd uma PILHA (modificada), enquanto a lista de espera para a bus-
citem largura serd uma FILA.

Busca em Profundidade

A idéia geral de uma busca em profundidade comegando pelo vémice A & descrita a seguir. Primeiramente pro-
cessamos o vémice A, Depois, processamos cada vérice & ao longo de um cominho P que inicia no vértioe A; 1s-
to &, processamos wm vizinho de A, depois wm vizinho de um vizinho de A, € assim por diante. Entdo, chegamos
a um “ponto mone”, isio &, wm vérice que ndo tem vizinhos que ndo estgjam processados. Retrocedemos entio
no caminho P alé que possamas continuar so longo de outro caminho P, e pssim por diante. O retrocesso & fiei-
to wsando uma PILHA contendo os vértices inicias de novos possiveis caminhos, Tambdm precisamos de um
campa, STATUS, que nos diz o estado corrente de qualquer vértice, de tal forma que nenhum vértice seja pro-
cessado mais de uma vez, O algonimo & o seguinie,

Algoritmo B.12A:  (Busca em profundidade) Este algoritmo executa uma busca em profundidade em wm
grafe & comegando de um vériice de partida A

Fasse 1 Inicialize todos os vérices para o estado prontidio (STATUS = 1).
Passe 2 Insira o vértice de partida A ¢ mude sew sfarus para estado de espera (STATUS = 2).
Passe 3 Repita os Passos 4 e 5 a1é que a PILHA esteja vazia,
Passo 4 Retire o vértice N do topo da PILHA, Processe N, faga STATUS (M) = 3, o estado processado.
Passo 5 Examine coda vizinhanga J de N,
() Se STATUS () = 1 (estado de prontid®o), msira S na PILHA e faga STATUS () = 2 (estado de
CHEPETIL),
(bl Se STATUS (J) = I {estado de espera), delete o J anenor da PILHA ¢ insira o f comente na pilha,
(£} Se STATUS () = 3 (estode processado), ignore o vérice J.
[Fim do ooy no Passo 3]
Pazzo i Saia.

O algoritmo acima ird processar apenas os vértices que estio conectados a0 vénice de partida 4, isto £, as compo-
nentes conexis incluindo A, Suponha que se queira processar todos os wértices no grafo . Entdo, o algorimmo pre-
cisa ser modificado de tal forma que recomece de um nove vértice (que chomaremos de B) gue aminda esteja no es-
tado de prootidio (STATUS = [ Esse vénice B pode ser obtido percomrendo a lista de vértices.
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Dbservacio: A estrufura PILHA no algoritmo anterior ndo € tecnicamente wma pilha, uma vez gue, no Pas-
&0 5B, permitirmos que am vémce J seja deletado e posteriormente inserido no topo da pilhi. (Embora ele seja o
mesmo vértice J, representa normalmente wma aresta diferente na estrutura de adjacéncias. ) Se nlbo movermdaos J no
Passo 3(k), obteremoes uma forma aliernada para o algoriimo de busca em profundidade.

Examplo 8.4 Suponha que o Algoritmo B-124 € aplicado ao grafo da Figura 8-28. Os vétices sdo processados na
sepuinte ordem:

A, H O EOF, O L. HOD

Especificamente, a Figura B-2% ) mostra a seqiléncia de listas de espera em PILHA ¢ os vémices em processamento,
Ulsazmeos o barra § para indicar que um vértice € deletado da fila de espera. Cada vérice, exclumdo A, vem de uma lis-
ta = adjucéncias e corresponds, pomanic, 2 uma aresta do grale, Esss arestas formam wma drvore geradora de O,

que estd representada na Figura 8-2918), Os ndmeros indicam a onden das arestas a serem adicionsdas b drvose, ¢ as

linhas tracejaifas indicam a reversiio do sentido em gue o caminha € percamsdo,

Vértice PILHAS

BCD
EF.CD .,

F,G.F.CD al
€660
G, 0
H D F

DEOQO e D

(=)
Fig. 8-29

Busca em Largura

A wdéia geral por s de uma busca em largura que comega com um vértice de partida A € descrita a seguir. Primei-
ramente processamos o vértice de partida A, Depois, processamos odos os vizinhos de A, & assim secessivamente,
Naralmente précisamos wer o controle dos vizinhos de um vértice, ¢ precisamos garantic também que nenhum vér-
tice seja processado duas vezes. Isto € feito usando FILA para conhecer s wértices que aguardam processamento,
e pelo campo STATUS que nos indica o states corrente de um vértice, O algontmo vem a seguir.

Alporitmo B.12B:  (Buosca em largural:  Este algoritmo executa a busca em largura em um Grafo &
comegando com um vérice de partida A.

Pasze I Inicialize todos os vérices para o estado de prontidio (STATUS = 1),

Passo 2 Coloque o vértice de partida A em FILA e mude seu status para estado de espera (STATUS = 2).
Parso 3 Repita os Passos 4 ¢ 5 ald que FILA esteja vazia,

Passo 4 Femova o vémice M na frente da FILA, Processe N, faga STATUS (V) = 3, 0 estado processado.
Passo 5 Examine cada vizinhanga J de N,

ia) Se STATUS () = l{estado de prontiddo). cologue J no final de FILA e faga STATUS (/) = 2
festado de espera).

(b} Se STATUS (/) = 2 {estado de espera), ou STATUS (Jy = 3 {processado), ipnore o vénice J.
IFim do lovg no Passo 3.]
Passe & Sazia.

Movamente, o algoritmo acima ird processar apenas os vértices que estio conectados ao véntice de partida A. isto €,
s componentes conexas incluindo A. Suponha que se quein processar todos os vémices no grafo 6. Entdo, o algoe-
ritmo precisa ser modificado de 1al forma que recomece de um novo vénice (que chamaremos de B) que ainda es-
teja no estado de prontidio (STATUS = 1). Este vértice B pode ser obtido percomendo a lista de vérices.
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Exemplo 8.5 Suponha que o algoritmo 8,128 € aplicado oo grafo da Figur 8-28, Os vértices sho processados no
seguinbe ordem:

8 F E L M

Especificaments, n Figum 8- MK a) mostra o seqgliéncia de listos de espera em FILA e o5 virtices em processamenio,
Movamende, cnda wimice, excluindo A, vem de uma lista de adjacéncias e, portanio, comesponde a ums aresia do gra-
fo. Essas adjacéncias formam uma drvore gersdor de &, gue et representada na Figura $-3KE). De nova, o atme-
ra indica a ordem em que as arestas shio asdicionadas i drvone, Observe que essa drvore peradorn € diferents dagquela
da Figuara 8-29ib), provenieme do algositme de busca em profundidade,

£
i

FILA

ac D
8,C
F 8,
EF

L e - e -
]

A=)

5)

Fig. 8-30

Problemas Resolvidos

Terminologia de Grafos

8.1 Considere a Figura 8-31. (a) Descreva formalmente o grafo (7 do diagrama, isto €. ache o conjunto V(G) de vér-

tices de & & o conjumto E(G) das arestas de (7. (8) Ache o graw de cada vértice @ verifigue o Teorema .| para es-
Le grafo.

]

&)

Existem cimos vértices ¢ VG = [4, 8, C, [, E]. Existem sete pares de vértices [x, v], omde o vértice x € conecta-
do com o vértice v portango

E(G) = |{4, B} {A,C}.{4. D}, B C), (B E}, {C.D},{C.E}l

0 grow die um vérbice @ igual @0 mimero de arestas aos guais ele perience;, por exemplo, deglA) = 3, jd que A peren:
ce @ irés arestas (A, 8] [A, C] [A, DY}, Aralogamenie,

deg (B =3 deg (Ch =4, deg (D)= 2, deg (E) =2
A soma dos graes dos vErbices €
Taledqle2=4

gue & jgual a duas vezes o nlimenn de anestas,

B P a c
d o
E o [ E F
Fig. 8-31 Fig. 8-32
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#.2 Considere o grafo (F da Figura 8-32. Ache: {a) todos os caminbos simples de A para F; (b) todas as tnlhas de A pa-

ra &5 e ) abAF ) a distinea de A para F; (d) daamiG ) o diimerro de G (o) iodos o ciclos que inclsem o vértice A;
i1 odins o5 ciclns em .

(@) Um caminhse :implzx de A para £ ¢ um caminho onde nenhum vértice, e logo nenhuma aresta, € repetida. Existem
sebe destes caminbos, quatro comegando com a5 arestas (A, 8] e irls comegando com a anesta [A, [
(A BCF) (ABCEF, (4 8EF), (A 8ECF
(A EF), (AE BCF), (A DE CF)

(1 Uma inlha de A para Fé um caminho tal gue nenhuma aresta € repetida, Existem nove destas mihas: os sete cama-
nheas simples de (a) junbe oom

(A, DEBCEF e (ADECBEF

ir}  Existe um caminbe, por exemplo, (4, B, C, F), de A para F de comprimento 3, ¢ ndo bi nenbum caminho mais cur-
b portante, o (4, Fy =3,

i@y A disidncia entre U T doixs vértices nio & maior do gue 3, e a distancia de A pirn FET: pnrt.;mh_ diami ) = 3,
(eb  Um ciclo ¢ um caminho fechadoe em gue nenham vértice f repetido (exceto o primeiro ¢ o dltimo). Exiseem més ¢i-

clos gue mcloeem o wirtee A

A8 E D), [AB8CEDA), (ABCFEDA

(1 Existem seis caclos em & os résem (o)

(B.C,E.B). (C.F.EC). (B.CF.EBH

Considere os multigrafos ¢ da Figura 8-33. {a) Quais denire eles s&o conexos? (0) 5¢ um grafo nlo & conexo, ache

SIS CoMmponentes conexas, (1 Quans 330 aciclicos (sem ciclos)? (o) Qrims nio contém lagos? (d) Quais sio prafos?

(a) Apemaiille {3} sfio comexos. (21 € dewroneno: suas omponenies conexas slo [ A, D £ e |8, O] (4) € dewconexn;
suns companentes sdo [A. 8, E] e [, [,

i) Apenas | 1) e (4 530 acfelicos, (20 tem o ciclo (A, D, E,A), e (3)tem o cicke (A, K, £ AL

(eh  Apenas dd) emoam lago, que & |8, 5].

() Apenas (1) ed2)sdo grafos. O mualtigrafo {3) tem as arestas mabtiplas (AL £] e (AL E] e (4) lem tanto as anesias mudl-
tiplas |, O] & | O, 2] quanio o laga |5, 8.

i LK) K] (4}

Fig. 8-33

Seja & o grafo da Figura 8-340a), Ache: (o) todos o caminhos simples de A para O (8) wedos os ciclos; (c) o sub-

grafo B de ¢ gerado por V' = [B, C X, ¥l () G = ¥; () toddos 05 pontes de conte; () todas as conexdes.

() Existem dois caminbos simgles de A para O (AL X, ¥, Cle A XL 8 ¥ O,

By Existe umocicle: (8, X, F 8.

il Como representado na Figura 8-34(h), H consiste nos vérices Ve no conjunts £ de 1odas ag anesias oujod extremaod
pertencem a ¥ isn

E' = [{B X} {X.V](8 ¥).1C ¥}

fefp  Delete o vértice ¥de O ¢ todos as arestas que contém ¥ pam obter o grafo & - ¥ da Figora 8-340c). (Noe que ¥ ¢ am
pomia de corte, ama vez que G - § & desconexo,)
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(ed On vimices A, X ¢ Vsldo poaios de core,
(1 Uma arestn @ & uma conexlo g2 O — ¢ &£ desconexo, Ponanio, existem irés conexdes: [A. 21 [A. X1 e [T Y]

A i [ B [ A i [
X r K X ¥ X i
i) iB) ich
Fig. B-34

B.5 Considere o grafo O da Figura 8-32, Ache os subgrafios obtidos quando cada vémice é deletado. & tem pontos de
corte?

Cuando debetamos um vérice de G, temos que deletar tambdm todas &5 arestas que contém o wéries, Os seis grafos
obides quande se deloia cada um dos vértice de & estio na Figura 8-33. Todos os sets grafos sdo conexos. Pomanto, ne-
nhum vérice & um corte,

IR

Fig. 8-35

B Mostre que os seis grafos obtidos no Problema 8.5 sio distingos, 1910 & nenhum par ¢ isomorfo, Mosire também que
(8} ¢ (C) 530 isomorfos,

O graus dos cinee vértices de qualguer um dos grafos ndo podem ser igualados com os graus de outre grafo, exce-
i (8] e {C). Partante, nenbum dos grafos € ispmarfo o outro, excelo possivelmente (B e (O

Entretamto, se deletarmis os vimees de graw 3 em (8} ¢ (), obseimos subgrafos distivos. Portanco, (8) ¢ (C) niio
sl ispmorfos; logo, os seis grafos sdo distimos, Pordm. (8) e (C) 530 homeomorfos ji que podem ser oblidos, respecti-
vamenes, dos grafos isomorfos da Figura §8-36 pdicsonomdo os vértices apraprindos,

Fig. 6-36

Gralos Alravessdvels, Circuilos Eularianos @ Hamilionianos
BT Consicere cada grafo & da Figura 8-37. Quais deles sio arravessiveis, isto & tém caminhos de Euler? Quais sio ¢u-
lerianos, iske &, ©m um circuito de Buler? Para agqueles que ndo wém, explique por gué,

{5 ¢ atravessdve] (tem am caminho de Eules) apenas sz 0o 2 vértices tém prag fmpar, @ O € ealeriaed (lem um ar-
cuite de Euler) se podos o vértices 12m grau par ( Teorema 8.3),
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(rd Adravessivel, ji que exislem dois vértices fmpares, Cls caminbos atravessiveis precisam comegar em um dos vértis
cen (Mmpanes ¢ [erminar no oulro,
(B Adravessivel, j4 que odos o3 vértices sio pares. Pomanio, & tem um circuato de Euler

(e} Jigue seis wértices tEm grow par, O nilo € mrvessdvel,

{ ol icl

Fig. 8-37

B.Y Qumis dos grofes O do Figura 8-37 tém am circuito hamiltonianoT Se niio, por qué?

O grafos (a)h e (o) 1Em circuitos hamilionianos, (0 lenor deverd ser cipaz e, Factlmente, determimar a.'lg'um.:l Entre-
tanio, @ grafo (4 ndo fem circuito hamilioniane, pods, s¢ o € um circwito hamilioniano, entko o deve conectar o vWalice
iermedidrio com o vértice superior dirgiio ¢ |:||.-.|1r.rix n:]uir aiy lomgo da linha inferior para o wvériice inferior dirsitn, de-
pais ir venmicalments para o intermedidinie direibo — mas entdo send forgado a visiar o vémice central ames de visitar os wér-
Lices PesLantes.,

89 Prove o Teorema 3.3 (Euler): um grafo conexo finito O € euleriann se e somente se cada vértice tem graw par,

Suponba gue G ¢ eulerano ¢ T & uma rlha eulenana fechada. Para cada vértice o de G, a1rtha T chega em v e di-
i o mesmo mlmens die vezes semorepelir arestas. Posanio, o l2m grau par.

Suponha, conversamente, que cada vértice de & tem grau par. Costrufmos wma trilke enleriang. Comeganmsos com
wumi trilha T @ uma aresta e guakpuer, BEstendemos T, adicionands um vérice depins do outre. Se T, niio & Fachada em ne-
nhum passo, digamos, T, comeea em u mas lermina ém ¢ # r; enldo, apenas um niimero impar de orestas incidendes em
v nparece em T,: porando, podensos estender T, por outrn aresta incidenge em 1. Logo, pedemos continuar a estender T,
ard que T, retome para o seu vértice inicial w. iste &, atd qoe T, seja fechada. Se T, inclui iodas as arestas de G emtio T, &
niwsa trilha euleriana.

Suponha que T, ndo inclui 1odas as aresias de &, Considere o grafo & obdido pela delegho de vedas as arestas em T,
de 6. H pode ndo ser conexo, mas coda vénies de H lem graa par, 38 gue T, conlém unm ndmero par de arestas incidenies
em qualguer vértice, Como 0 ¢ conexo, existe uma aresta ¢ de M gue tem um extremo k' em T, Construimos ama trilka
T, em H comegando em i’ ¢ usando ¢, Como todos os vénices de M tém grau par, podemos continuar & estender T, em M
Al gue T, reforme para o, como representade na Figura B-38, Claramente, podemas colocar T, e T, juntos parn formar
uma trilha fechada maior em . Continuamsas o processo o que todas s arestas de & sejam wsadas. Finalmente obilemos
uma trilhn esiberiann e, portanie, G & euleriane,
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Grafos Especiais
.10 Desenhe o grafo K.,

K, , consiste em sefe virhices particionados em om conjunio M de dois vértices, digamos, i, ¢ . & um conjunio &
di cipeo vértices, digamos, oy o, ... vy, € Wdas s possivels ansstas de um wWnkce i, para um vértice o Poranto, exis-
tem |0 prestas, O grafo pparece na Figura B39,

ity Uy

"'::'5

Fig. 8-29

11 Queais prafos conexos podem ser regulares @ b particionados?

3 grafo biparticionado K_ | € regular de graw me, j4 que cada vénice € conectado a m outros veriices ¢, porianto, lem
grau m, Subgrafos de K_ | podem também ser regulares se forem deletadas m arestas disjunias. Por exemplo, o subprafo
de K, , mostiado na Figara 8-40 ¢ 3-regular. Podemos continuar 3 deletss s srestas digjuntas ¢ obter. a cada vez, um gra-

fis regular com um grau & menos. Esses grafos podem ser desconexos, mas em qualquer caso suas componenles conexas
t&m as propriedades dessjadas.

Fig. 8-40

Arvores @ Arvores Geradoras
B.12 Desenhe todas as firvores com exslaments ses vémices,

Exislem seis destas drvores que ediio exibadas ng Figara 8-41. A primeira drvore tem diimetno 5, as doas seguinies,
dillmetro 4, a5 duas seguintes, difimetro 3, ¢ adltima. difimetro 2. Qualguer ostra drvore com seis nids & isomor(a o uma

mw}%ﬁk

Fig. 8-81
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813 Ache todas as drvores peradoras do grafo G mosirado na Figura 8-420a).

.14

815

Existem seis destas drvores geradorus como mostrade na Figura 8-4200). Cada drvore geradora deve ber d = | = 3
arestas, uma vez gue & tem quatro vénices, Logo, cada drvore pode ser obtida debsiando-se duas das cineo aresins de G
la1o pods ser feiio de 10 maneiras, exceio pelo fabe de que deas dos maneiras levam a prafos desconexos. Portanio, as od-
i drvores geradoras sdo todas as Srvares geradoras de O

T Y
AR VAN N

wal

Fig. 8-42

Ache todas a5 drvores geradoras T para o gralo porderado 7 da Figura 8-43(a).

Como G tem = % vérices, T precisa er o - | = B arestas. Aplique o Algormeo B.8A, 120 &, delete segilencaalmen-
te arestas de compriments mdsimo sem descomectar o grafo, alé gue restem apenas n = | = 8 arestas, Como outra u];ui;'l.g-._
apligue o Algoritms 8.8, isto & iniciando com o8 nove véntiees, adicione SUucesaivamete AresLas com Com prmenlo fmi-
mimar 2 sem farmar cickes, alé gue sejam adicsonadas m = | = 5 grestas. Ambes os mébodes farmam uma &rvore g«r.rud-u-
ra mifmimea comwe a exibida nn Figura 8-4308),

{al L]

Fig. 8-43

Seja O wm grafo com mais & um vémice. Prove que as seguintes afirmagies sio equivalentes: (i) & & uma drvore,
(1) Coda par de vértices esti conectado por exatamente um caminho simples, (5l € € conexo; mas G - ¢ & desto-
rexo para qualguer aresta e de O, (iv) G 8 acichion, mas se qualquer aresta & adicionada a G, o grafo resultante tem
exptnmente wm cicls,

() émpilica (i), Segam aoe wdms vértices em O, Oomeo G # drvore, O € conexn, de F
mixlo que existe pelo menos um caminho entre 4 ¢ &, Pelo Problema 8.37, s pode exis-
tir um caminhe simples entre i e & Caso contrirne, & conteria um clcko

i imiplica (), Suponha qoe deletemos uma anestn ¢ = o, v) de G Note que ¢
& um cantimho de o para e Suponha que o grafo resulianks 7 = ¢ tem om caminha P de * ¥
pra e Enlde, e e sdo dois caminhos distintos de o para 1, contradizendo a hipdaese.
Entfie nio existe camivho enire o ¢ @ cm G - 22 logo, 5 — & & desconexn,

(i) implicn (vl Suponbha que & contém um cicle O que contém uma aresta &

= {u, w}. Por hipdtese, 0 & conexa, mus G = G — ¢ ¢ desconeso oo i ¢ v penencen- P
dir a diferentes compomsentes de G (Problema 8-41). lsso contradiz o falo de que o e v
sdo comeciados pelo caminho P = © — & que estd em O, Pomante, © € aciclen, Agora, Fig. 8-43

sejam x e v védmices de 46, ¢ sepa B o grafo obtido pelo acnéscimo da anestn ¢ = [x, v] 8

. Comis (7 comexd, existe um caminho de 1 parn ¥ em ; poriania, © = Pe forma um ciclo em &, Suponba gue & con-
Térn um sl cicke O, Como (€ aciclico, O deve conter o aresta ¢, digamios, C° = P ¢, Entiio, P e P sio dois caminhos
simpl:!: emGdey |para v. I:\"Ejsl Figura -4 1 Pelo Problema 8-37, € contém um ciclo, o que commiradiz o faio de q‘u:ﬂ ¢
scfclico. Portante. M contém apends um caelo,
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B.16

v impdica (i Comd o adigiode r.||.n||qu.:r arestae = {rylals p:rlldl.n: um ceclo, a% vErhices r.l'ﬂcix:lm .Ij el co-
nectados em &, Partante, O ¢ conexo e, por hipdiese, & ¢ aclclion: isto & O & wma drvore.

Prove o Teorema §.6; seja & um grafo finilo com s 2 | vémices. As seguintes afirmativas 3o equivalenes, (1) & é
uma &rvore, (i) & & acfclico e tem n — | arestas. (i) 0 € copexo e dem i — | arestas.

A demonstragio & por indegho sobee o, O teorema ceramente & verdade para o grafe que possul apenss uen viice
¢, portanto, nenhuma aresca. =0 €, o teorema vale para s = | Assummimos 3205 que 7 > | & que o leorema vale para gra-
o ooam menos Go que n vérbices.

(i) tmplica (). Suponha que & & wma drvore, Entho & € aclclico, e precisamos mosirar apenas gue & vem s — |
afestas. Pebo Problenss 838, O wem uim vérece de gran 1. Deletapdo esse vertice @ sun aneats, obemos unia drvone T gue
tem m— | viértices, O weorenia vale para T portanto, T lem o - 2 arestas, Loge, G lemon = 1 areslas,

(i) fenpliea (it Suponha gue G ¢ aciclico ¢ tem @ — | arestas. Precisamos meosirar apenas gue & & conexo, Supo-
nha que O & desconexso ¢ em A componestes 17y, ., T, Que S50 &rvores, uma ves gue cada uma € conexa e aciclica. Di-
gamos que T em g, vériices, Note que o, < d. Portaneo, o teorema vale parn T, e logo T, tem s, arestas. Fonanco,

T S T SRR oY 1

n=l=m=1)+lm=1+Frr+im=ll=r+mtr == g=k

Assim, k= 1. Mas isso contradiz a hipitese de ges € € desconexo ¢ lem & > | componentes, Logo, (7 € conexo,

(dif} implica (i) Suponha que & ¢ conexo ¢ iem o — | aresias. Precisamos mosirar apenas que O ¢ acielico, Supo-
riha gue r bem um caclo conderdo uma aresta ¢, Deletando e, oblemos o grafo i = 7 = ¢, gque lambém ¢ conexo, Mas i/
tem f virices ¢ i - 2 arestas, ¢ isto contradiz o Problema 839, Logo, & € aciclico e, pomanta, & uma fdrvare.

Grafos Planares

BT

Diesenhe uma representagio planar de cada grafo da Figura 8-45, se possivel.

A
A
C B F A
¥, F [ E i) L F
{a} ] feh

Fig. 8-45

() Redesenhando o posiclo dos vénices 8 ¢ E, obtemos a represemagdo planar do grafo, como ma Figura S-48ia).
() Esse nhio o grafo esirela K., Este iem uma representagio planar como na Figura B-26{k.

ic) Ese grafo & ndo planar. O ity grapde & wm subgrafo como mostrado na Figurs B-460c), onde redesenhames as po-
sigies de Ce F,

(]
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B8 Conte ondmero ¥ de vémices, o nimero £ de arestas e o ndmero B de regides de cada mapa no Figura 8-47 e veri-
fique a fdrmula de Euler, Ache tambdm o graw da regido externa.

fa) (B} (e}

Fig. 8-47

(@ V=4 E=6K=4 Pomamio, V-E+ R =4-6+4 =2 Alm disse, o = 3,
() Ve=h £=8 R=75 Podanto, Ve E+ R = 6<9+5 = 1 Aguid = 6, ji gue duas aresias sho contadas dans vezes,
ic} V=35E=10,R=7 Porante, V-E+ 8 =5-10+7 =7 Também d = 3,

B19  Ache o mener nidmero de cores necessirias para pintar cada mapa da Figura 8-47.
(aim =4 (b w =¥ (chsho necessirias apenas duas cores, e, 0 = 2

B20 Prove o Teorema 8.8 (Buler): V-E+ R =1,

Swponha gue o mapa M consiste em um dnico vértice P como na Figura 8-48(q). Entdo, ¥ = |, E=0e & = |. Lagn,
V- E+R =2 Casd contrano, W pode sér montado a partic de um vérisos molado usando a5 ssguanies duss constrgies:

(10 Acresceite am nove vérice E_. & Conecte-0 o um vErbice existente EI P UM aresin gue nido corie nenhuma aresia
existent, como na Figura 480k,

{2} Conegte dois wrtices existentes £ ¢ (Y por wma aresta ¢ que ndo cruze nenhuma aresta existents, como na Figura
4500

Menhuma das operaghes muda o valor de V- E+ 8. Logo, M tem o mesmo valor para V- E + B 4o que no mapa com um
anico vértice, islod, V- K+ 8 = 1, Logo, o teorema estd provada,

L &
[}

I
I
I

(@) ) i€)
Fig. 8-48

B.21 Use o algoritmo de Welch-Powell para pintar o grafo da Figura 8-49. e ache o nimero cromédtico n do grafo.
A Iy

Fig. 849
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823

8.24

Primeiramente ordene os vémices em ordem decrescente de grau para ober a seglidneia
H, 4, D F, B C, E &

Continuanids segliencizlmentes, usamos & primeita cor para pintar os vémices H, B e depois G, (NEo podemos pintar 4, £
ou Foom a primeira cor, pois cada wm deles estd conectado a i ou B.) Procedendo seqibencialmente com os vértices am-
dla nio pinudu:., usamas a segunda cor para pintar cs vértices A e . Os vémioss restantes, F, Ce E, T:nl;l:m e pimadl;rs.
com p terceir cor. Portanto, o mimero cromédrice o nio pode ser maior do gue 3. Entretanto. em gualgoer colorsgio, os
vititices K, [0 ¢ E devern ser pintsdos com eores diferenbes. pois estdo conectados emtre sl Logo, n = 3.

Prove o Teorema 8-11: as seguimies afirmativas 530 equivabentes para um grafo G: (1) & € 2-colorivel, () G € -
particionada, (11} Tedo ciclo de & tem comprimento par,

(i) impdica (if).  Suponha gue & é 2-colonive], Sejn M o conjumo de véirtices pintados com a primeir cor, ¢ seja N
o conjanio de wémices pintados com a segunda cor. Emdo M e N formam uma partigio biparticionada dos vénboes de 7,
Ji que wirtices de M e N podem ser sdjacenies um ao owtro, pois [Em a mesma cor,

(i) fmiplica (i), Suponha que G € biparticionado ¢ gue M & N Tormam uma partigio biparticionada dos vérioss de
£, 5e um ciclo comegar em um vértice u de, digamos, M, entdo ele ind para vm wintics de &, e depois para um vwinice de
M. e emtdo para N, € assim por diante. Pomanio, quando o ciclo volia pars i, deve ter comprimento par, [sto &, iodo cacle
de & perd comprimento par.

(iify implica (f).  Finalmente suponha que odo ciclo de O lem comprimento par. Escolhemas um vértice &m cada
CiMmpEERE CORSKE B ¢ PiRmas Com & primeina con, por exemplo, vermelho, Depois, pintamos sucessivamente fodos os
wértices como A sEpair: 58 um winics & pintado de vermelho, entdo todos os virtices adjacentes a ele serdo pimados com
& sepunda cor, por exemplo, azul. Se um véiee ¢ pintado de azul, entio odo viree a ele adjacente serd prntade de ver-
meglho. Coarer b Cicho iem comprimento par, dois vértices adjacentes niio terio o mesma cor. Pertanto, & € 2-colorivel,
& o eorema estd provado.

Seja & um grafo planar conexo com pelo menos trks vérices. Mostre que & tem pelo menos um vértice de grau 5
Ol HEnns,

Seja o mimero 82 vértices e g o nimens de arestas de O, @ suponha que degie)z b para cada vénce wde . Mas 29
&igual b soma dos graus dos vémices de & (Teorema 8,0 ); portanto, 2 = 6. Logo,

gz ip>Ip—6
laso contradiz o Teorema 8.9, Conseqientemente, algum vérice de & wm grau menor oo jgual a 5.

Prove o Teorema 8.12: um grafo planar & & S-colosfvel.

Fig. 8-50

A prova serl feita por imdogio sobre o rdmero p des winbices de G, Se p £ 5, o teorema obviemente vale. Suponhs
gue g5 5 e gue o learema vale para grafos com menos do gue p vérices, Pele problema anterior, & tem um vértice v tal
que degiy) = 5. Por indugio, o subgrfo & - v € S-colonive], Swponha que seja feite alguma coboragko deste tipo. S¢ os
vifmtices adpnoentes o4 wsam menos do que cineo cotes, entho simplesments pinte v com wina das cores festanles para ob-
ler wina 3-colorsgho de . Alnda temos de tralar do caso em g o5 anco vértices adjacentes a w eitho pintados com oo
res difiErenbes Suponha que of wirboes, movendosse no sentido ondi-hordnio em tomo de o, (U iy eskin |:|i|1La|:|nr., Tes-
pectivamenle, Com as oires, o, ..., oy (Weja a Figurm 8-50,)
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Considere agora o subgrafo H de G gerado pelos wénkces pintados por ¢, & o, Mote que H inclwi ¢, e 0. S8 e, 1
perencem a componentes distingas de /M, entilo podamaos trocar a5 cores ¢, e ¢, Ra comipanents gue contém @, sem destnir
a codoracks de (7 — 1. EntSo, v, ¢ &, <b0 pintados por o, ¢, pode ser escolhido pera pintr v, € emos ama S-coloragio de
Cr. Por pabre lada, suponhi que 2 & o, eslEe oo mesma camponeme M. Entiio existe um caminbe P de e paroe, cujos vér-
tices s&o pintados com o, o 0y, O caminho P, juntamente com as arestas o b (oo | Forma um cicle O gue envolve
¢, 04 #,. Comsidere agora o subgrafo K gerado pelos virtices pintados com ¢, ou ¢, Como C envodve «, o4 1, mas ndo am-
bos, o8 vértices v, e v, pertencem a difenentes componentes de K. Portanto, podemios [nocar 5 cotes ¢, @ ¢, fa Somponen-
te combendo v, sem destruir a coloragiio de & - v, Entfio, v, e v, sdo pintados por o, e podemos escolher o, para pintar e e
obter uma S-coloragio de G, Portanto, & & S-colordvel, e o teoremia estd provado.

Representacdo Sequencial de Grafos

825 Ache a mairiz de adjactncias 4 = [q;;] de cada grafo G da Figura 8-51.

Faga @y = n se existrem o anestas {v, v} @ a; = 0, caso comrdno, Porants,

(o] A= bl A=

—_— =
M
(P9 — =]

i
1
i
|

e .
—_—
s [ e U O
— T e e

i Como (@) nd hi arestas midltiplas nem Ingos. os elementos de A sliio 0 oo 1, e a dingonal apresema )

W v

{a) (b}

Fig. 8-51

826 Desenhe o grafo & que corresponde a cada uma das matrizes de adjacéncia seguintes:

] A= (b} A=

== =
_—— =
—_—— DD B
T == s omm
===
==
—— = R
13 b =
= kA=

(y ComoA ¢ uma matniz quadrada S-dimensional, G wem cmco waces, a saber, vy, 1, 0r, Desenbe ema aresta de
v, para v, quando g, = 1. 0¥ grafo aparece nn Figun 8-32ia),
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(b Como A ¢ wnsa mainz quadrada 4-dimensional, O tem qustro wirisces, a saber, ,.. ., yp. Desenhe o arestas de v,
para ¢, quando dy = #. Desenhe tobdm i lagos em o, quando d; = & O grafo aparece na Figura 8-53F)

Uy
la) (1]

Fig. 8-52

B.27 Considere o grafo ponderado (7 da Figura 8-33. Suponha que o8 vérices estejam armazenados no array DATA co-
LIRS Rl
DATA: 4, B.C.X, Y
Ache a matriz de pesos W = (v} do grafo G,

Os vimices sfio numerades de acordo com o forma em gue esido armazenados no array DATA, [0 &, ¢ = A,
=8, vy = Y. Entdo, faga wy = v, onde w & 0 peso da aresto de o para vy Portando,

DB oo o4 |l
G 5 0 &8
W= |0 % 0 0 2
4 0 0 0 3
I &8 2 3 0
A & g 3

Fig. 8-53

Reprasentagio Ligada de Grafos
B.2E Um profo &, com vértices A, B,. .., F € aimazenado no memdria usando uma representacdo ligada com wm anguivo
de virtices ¢ um arquive de arestas como na Figura 8-34,

Arguiva de vimices
I 3 4 5 & 7 ®

I

VERTICE | & FlbDl4 I C|E

sTART[4] FRoN-v | 3 2K (0|7
PTR 9 276 512

Arguive de anesing
03 4 5 & T R % o1 ko1 13 14

A | 4| 4 1| BRI L |4 55| B [4]7F
PROX | & |0 | ojal2 |3 0jmm|ajalfil

Fig. 8-58
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(@) Liste of virtices na ordem em que eles aparacem na memaoria.
(&) Ache alista de adjocEncias adj (1) de cada vérice v de G,

fat  Coamr START = 4, @ lisla comega com o vértice 0. PROX-V manda ir pars 1{B), entiio 3F), entdo S{A), depais
BE), & entiin T{C); isio &

o8 F oA F C
i) Agui, adj (0 = [5(4), 108, 8(E)). Especificamente, FTR[4(D)] = T e AL [T] = 5i4) nos diz que adjiD) comega
oo AL Dq;rnix. FROX (7] = 3 e ADI[3] = L{#) nos diz que § £ o proximo sénioe em adji ). 'I'.'I':lm'is. PROX [3] =

10 AR 10) = B(E) nos diz que £ £ o prdximo wémice em adj(), Entretanco, PROX [10] = 0 nos diz que nio exis-
temm maks vizinhangas de 0. Anabogamenie,

adj(B) = |4, D], adji(F}=[E|, adi{d)=[B D], adjiE)=[C,DF|, adj{C)=|E|

B dulras palaveas, a estraburn de adjscéncias de O & a segunte:

G:::.-'I:.E,.D: B:A 0 C:E A BE, ELC DF F:E

8.29 Desenhe o diagrama do grafo 7 cuja representagdo ligada aparece na Figura 8-54.

Use a lista de wérices obtida mo Problema 8- 38(a) & a Hsa de adjacéncias abtida no Problema 5. 28(0) para desenlsar
o grufo e 7 como na Figura 8-55,

A B e

o £

Fig. 8-55

8.3 Determine a estrutura de adjacéncias do grafo & em: (a} Figura 8-31; (&) Figura 8-32.
A gatrulora de adjacéncias de um grafe O constsie na lisia de adjacéncias dos vérmices em que usamos doas-pon-

tos *:" para separar um vértice @ sua lisia de adjscéncias & um ponto-e-virgula ;" para separar listas diferenies, [,l:lg{:;

(g} G=[4BCD BACE CABDE DAC EB.C
(b G=[4:80D BACE CHEEF DA E E&RCDEF FCE

Algoritrnos am Grafos
831 Considere o grafo & da Figura §_ 56,
() Ache aestrutura de adjacéncias de .

(b1 Ache a ordem em que os vérices de O siio processados usando um algoritmo de busca em profundidade ini-
ciando no wértice A.

{a) Lisbé ag 'ut'rnhark;a:. de cada vérice oo a SEgUIr
G=[4:80C0 BAE CA; DNAF EBFH: FDEG GFH HETG
(&) Dwrance o algorsms de busca em profosdsdade, o pamens vétice & em FILHA ¢ processado, e as vizinhangas de

& (e ndo foram previamente processxlas) sio inseridas em PILHA, Inicialmente, o vérice inicial A £ inserido na
PILHA. A tabela seguime mosira a seqibdncia da lista de espera em PILHA ¢ os vénices sendo processados;

Vértices A& E F n G H C
FILHA | 4 BCD  ECD FHCD  DGHCD GHC  HHC  ©
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Em puiras palavras, os véirtices sio processados nn ordem A, 8, E, F, D, G ), C.

A
B o
C
F
E o
M
Fig. 8-56

B.32  Ache o ordem em que os vértices do grafo G da Figum 8-56 s%0 processados usando o plgoritmo de busca em largura, co-
regando mo vérice A,

Durante o algoritmo BFS, o primeire vwiice & na FILA ¢ processado, & as vizinhangas de Y (que nlio apareceram
previaments) sdo emio adicsnades em FILA, Inicralmente, o vértice inacial A € atnbuido & FILA. A tabela seguinte maos-
tra = seqjibEncin da lisla de espera em PILHA ¢ 05 véntices sendo processmdos;

WVértices A Fil § L 1l & F ff ir
FILA A BCD COE DE EF FH Hi L

B uiras palavras, os vértices sao processados na ordem A, 8. C, B, E, F, /.G

Problemas Complementares

823 Considers o grafo da Figura 8-57. Ache: (a) o grau de cada véntice (venfique o Teorema 8, 1); () tndos os caminbos sim-
phes de A parn & (0) toddas as trilhas (aresins distingas) de B parn O (d) diA, ©), o distidncia entre A e C; (¢) diam{ (7}, o did-
metra de 7,

] c i

Fig. 8-57

B Consadere o prafo da Figura 8-57. Ache: (a) usdos o8 caclos, se houver; (&) todos os pontes de corte, se ouver; (¢) vodas
a5 conexites, se howver,

B35 Comssdere o grafo da Figura .37, Ache o subgrafo IV, E') gerado por: (@) V' = |B, C, 0, E Fl; (B V' = |A, O E G,
Histeh V' = (B 0 E H idy V' = | CLF, G, M.
Dusis deles o isomorfog e quais & homeomorfosT

B3 Considere os mubigrafos G da Figura 8-58. (a) Quais deles sho conexos? S¢ nbo forem, ache o ndmero de componenies
conexis, (b Cluais deles s3o aciclices (sem ciclos)? Se nlio forem, ache o ndmero de cicles, (c) Quais niio contém lagns?
(i) iz w0 grafos (simples)?
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¢ k&

£ELE

Bz

{il liEl [iil
Fig. 8-58

Supombia gue um gralo O comtém dois caminhos distinos de wm vémice o pam um véaioe G Mosiee que G em am ciclo,

Suponha que € um grafo finito sem ciclos com pelo mencs ama aresta, Mosire gue & tem pelo menes dois sénices de
grau 1,

Mostre que um grafo copexo G com n vémioss deve ter pebe menos & — 1 arestas,
Ache o ndmero de grafos conexos com guatr vémtices (desenhe-os),

Seja O um grafe conexo, Prove;

(izd  Sed contém wm ciclo O quee combém wma oresta ¢, entko G - & & conexo,

(b)) Bee= | ov]éumaaresiaial que & - e & desconexo, entiio w e ¢ periencam 4 componenies conexas distinizs de
fr—e

Considere os dols passos seguines em wm grafo & (1) Delere wma aresta, (20 Delee um vémice ¢ wodas as arestas conten-
do aquele vémice. Mostre que todo subgrafio 4 do grafo fisiwe O pode ser obibdo por uma segiifneia desses dols passos,

Grafos Atravessdveis & Circwitos Eweranos & Hamiltanisnos

BA} Considere o grafo & da Figura 8-59, Ache um caminho de Ealer {atravessivel) ou um cireaite euberiano, s¢ existirem, S¢
ndi exislin, por que ndo?
A g A
]
]
A C c o C
Fil
F E
E i) £
{al N1 1eh
Fig. 8-59
Had Conswdere cacda grafi {7 ma Figura B-39, Ache um caminho hamilioniono ou wm circuite hamilionione, se existirem, 5
b ¢ baLin, por gue ndo™
BAS  Ache o ndmero de circuitos hamilionionos e grafo da Figura 8-39(a),
BA6  Suponha que e & 550 grafos homeomorfos, Mostre que G & atravessive] (enleriono) se ¢ somenie se O € airavessivel
{culerinnm).
Gralos Especiais
847 Desenhe o prafo 3-regular com oito virices,
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.50

Desenhe dais grafos 3-regulbares com nove vériices.
Considere o grafo compleio K.

fard  Ache o nEmers o de aresias em K.

(B Ache o grow de coda vérice em K,

(el Ache os valores de n para os quais K € atrnvessdvel,
1} Ache os valores de o para os quads K, ¢ regular,

Comsidere o grafio bipanicionado &_

iy Ache odidmetro de K,

(B Acheos K_ que sdo atravessdveis,

fe) Quas dos grafos K| sdo isomorfos ¢ quals sio homeomorfos?

Arvores

#.51
E.51
B.53
854

8,55
B.56

Desenhe fodas as irvores com guatr o8 merdas vérices,

Ache o mimera de drvones com sele virtices,

Ache o mimerne de drvoses geradoras da Figara 8-60.
Ache o peso da irvore geradors minima da Figura 8-61,

Fig, 8-60 Fig. 8-61

Mostre gue qualquer drvore & am grafo bpanicionado,

Craals grafios completos biparticionados =50 drvones?

Grafos Planares, Mapas e Coloragao
B.5T Desenhe a representacio planar de cada prafio 7 da Figura 8-62, s possivel. Caso comtrino, mosine gue existe um sub-

grafo homeomorfo a K, ou K,

() (&)

Fig. 6-62

O
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8.58 Paraomapada Figura 8-63, ache o grau de cada regido e verifugue que & soma dos graus das regides € igaal a doas vezes
o ndmern de aresias,

Fig. 8-63
859 Conme o mimero V de véntices, o ndmero £ de aresias ¢ o nlmere B de regides de cada mapa da Figura 8-64 ¢ verifique a
farmula de Euler,
ia) ] (e} id)

Fig. 8-64
Bl Ache o menor nimern de cores necessirios para pintar a5 regides de cada mapa da Figera 864,
Bl Desenbe o mapa dual o cada mapa da Figura 8-64,

B2 Use o algoritma de Wekch-Powell para pintar coda grafo da Figura 8-65. Ache o ndimero cromidtico o do grafio,

Ll

Fig. 8-65
Represantacdo Sequancial de Grafos
BA2  Ache n matriz de odjocéncias A de cada grafo da Figura 8-66.
A ] A i R
& ¥ C‘ o C o
(4] (&) iek

Fig. 8-868
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864 Ache o muligrafo & comespondente & cada uma das mairizes de adjnct ncias:
o2 1 I 11 z
20001 I @ o o
@) A=1g | o 1 BF A=1, 9 0 2
T 1 1 0 o 2 2

B65 Suponha que o grafo G & biparicionado. Mosire que os vérices de G podem ser ordenados de tal forma que a sua matne
de adjacéncias A tem a forma:
/o &
e 4]

Reprasentagdo Ligada de Grafos
H.66 Suponha gue um grafo & ¢ armarenado na memdria como na Figura B-67,
{ah  Liste o8 wérboes na ondem cm que aparecem na memdria,

() Ache aestraur de adpcéncias de G, isto €, ache a lista de adjacdnckas adpe) de cada whmice » de G,

Arguing de vortices

12 1 4 5 6 T B
VERTICE | C Fl E|A| |&|D
START PROX-V | D K 3|4
FTR INE K

Arquive de aresing
12 % 4 5 & T B % 10 01 1T

All T|T | 4| § 711 Bl 3|1!7
PROX | O M| @| 7 [ T 0|0 0D
Fig. 8-867

BT Exiba o estrutura de adjacéncias de cada grafo & da Figuara 8-39,

B.68 A Frgura 8-68 mostra um grafo O epresentando seis cidades A, B, .. F, conectadas por sete rodovins nemeradas, 22, 33,
Hi, Mostre como O pode ser mamido na memdania gsando ama representogiio lipnda com arrays ordenadios par as cidades
& a5 rodovias numeradas, (Note que VERTICES ¢ um array ardenado e, loge, ¢ campo PROX-V niio & necessdrio,

Algoritrmes para Gralos

849 Considere o grafo G da Figum 8-57,
Ache (@) aestotura de adjacdncias de G e (h) & ordem em que os vérices de G sio processados usando um algoriimo 13-
i DFS (busea em profundidade ) comegando em: (1) vértice O (i vértice 8.

870 Ache o ordem em que os vémicss do grafo G da Figura 8-57 sio processados usando um algontmo do ipoe BFS (busca em
largura) comegando em: (i) vértice O (i) vérice 8.



226 TEama E PRCELEWAS DE MATEWATICA THSCAETA

Respostas dos Problemas Complementares

B33 (012,4,3,2,2.23.2 (k) ARG, ABFG, AERG, AEBFG: (b BGC, BRGE, BAERGE, BAEBFGL:
()3 ey d

B3 (a} ABEA, BFGE, CONC, (b 8.0 G0 (o spenns {0}
BIS (o) £' = [BE BF.CD): (b)) E' = [AE, FG.GC); o) E' = {BE,DH); 1d) E' = [FG,GC, CH).
Além disso, (a) e (h sio somorfos, e da), (B e (¢ 5io homeomorios.
B3 dabdiliy & conexn, (1) e (ib) ddm duns componentes comexas: (b nenbum, G0 0, (032, 4ibik 1 (e eive Gk Gal Gl
B Sugesido:  considers um caminh maximal simples &, e mosire gue sews extremos i2m grau l.

840 Existem cinco. como moestra a Figura 8-69.

LD T

Fig. 5-69

842 Primeiramenie delete iodas ns aresins de G que ndo estdo em H: depois delete todos os vénices de & gue nbo estlio em H.

843 (a) Buleriano, uma vez gue 1odos o5 venices s3o pares: ABCOEACEBDA, (b) Nenhum, pois quatre vértices s& impares,
i) Caminho de Ewler comegando em £ e rerminando em £ (on vice-versa): BADCRED.

544 (ap ARCDEA;  (BVABCDEFA; (o) nenhum, uma vez que B ou I precisam ser visitados duas vezes em qualquer cami-
nbus Fechado inclaimdo iodos o5 véErisces,

B4 (F-102=1L

B46 Supesido;  adicionar wm vénice pela divisiio de uma aresta nfio muda o graw do vértice original e apenas adicona um vér-
thec de grow par,

BAT Ok dods grafos regulares da Figarn B-T0 niio sio isomorfos joque & tem om 5-ciclo, mas (a) nfio tem.

1] D

Fig. 870

Nenhum. A soma dos graus de qualquer grafo r-regular com 5 vértices & igual a rs ¢ deve ser par.

b =Clm 2l =nlon—1)/2 (hir=1; (chn=2enéimpar; () q|.|.:|.'I|:|1.|:r.l|.

EEE

(a)  diamiK) ) = 12 wdos o8 outres 2m didmein 2,
() Ky Kpooetodo K, onde moe i sio pares.
icp  Milo existe isomorfismo; apenas Ky ¢ K, 3 5o homeomonios,
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B3] Existem otlo destas drvores, oo mostrado na Frgura §-7T 1, O grafo oom um vwértice ¢ nenhuma arestn & dito o dnverne

Frivial,
L - . L - . -— ] L I &
ial (13 (e} {dh ek
» " * * - - - - M
| igh LY
Fig. 8-71
BE52 10,
853 15

BS [ +1412l+14+242+3=11

g2 w=|

857 Apenas (@) é nilo planar, ¢ K, , € subgrafo,

BEH A regido cutemna tem grad B, ¢ as outras diess regpdes téin graw 5.
B9 e 50B,5 W12 T T e s T 13,7

2 T VI Vo R R R )

B.Al “epaa Figura 8-72

Fig. 8-72

HA2 [whn=3 ([Fwo=d
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4 1 0 o1 20 1 1 1 0
o1l 101 O
863 () gy 4 o0 By s v s ol @ oo o
1 1 1 0 a1 0 0 w100
B Vejaa Figar 8-T3.
{a) ib)
Fig. 8-73

BS Sejam M e N os dods conjuntos disjuntos de vénices que determinam o grafo bipanicionado &, Ordene primeiramente os
vértices em M e, deposs, o quee extiverem em &

Bab (o) BF A DEC
i G=48 BACDE OF, D E& FO

BAT {a)  Coda vérace ¢ adjacente aos owlros qualnd virtices,
by = [.-'!:ﬂ. DoF RACE, CRDF, DACE ERDF. FACE.
(el O=[4B D BACE CED A CE ERD|

B.68  Vejn o Figura B-74,

Arquive de vémices
1 X 3 4 5 6 T 8
VERTICE| A | B |C D|E | F
PR 1129|148 ,12

Argiva de aresins

1 2 3 4 &% & T & 9 10 11 12 13 14 1%
wUMERD |22 22733 [33 4 (aa (35 T35 (66 [6a | 77 [ 77 (un [ oa
AR 216|322 |8 26 |3 6|2 41
PR B(s[o o7 01,3 |0 & 0[]0 &

Fig. 8-74

Ba% (a) = A8 E BAEF G CRGH, DCH, EAE FBG GRCF HC.D.
(O MG R AEF () B A E F GO DI

BT (o) O DG H.BF. AL (MBAEFGCDH



Capitulo 9

Grafos Orientados

9.1

9.2

INTRODUGAO

Cirafos oricntados sio grafos nos quais as arestas siio direcionadas. Tais grafos @m utilidade freqlente em vinos
sistemnas dinfimicos tais como compuladores ou sistemas de fluxo. Entretanto, a adicio dessa caracieristica torma
migis dificil a determinagio de certas propriedades do grafo. 1sto &, processar tais grafos pode ser semelhante a di-
rigir em uma cidade com muitas ruas de mio onica

Grafos orentados ja foram tratados o Capitulo 3, na parte de relagBes. Pode-se encarar centos grafos orienta-
dos como relagbes bindrias. Por esta razio, alguns textos discutem grafos onentados no contexto de relagies. Na
verdade, apresentaremos aqui um algoriimo eficiente para determinar o fecho transitivo de uma relacho.

Este capilo apresenta as defimghes ¢ propriedades bisicas de grafos onemtados. Muitas das definigdes seriio
semelhante dguelas do capitulo precedente sobre grafos (nio onentados). Entretanto, por razbes pedagdgicas, este
capitulo & fundamentalmente independente do anterion.

GRAFOS ORIENTADODS
Um grafe orientado G, ou um digrafe’, consiste em:

{I} umeconjunto V' = WG cujos elementos sdo chamados de wWitices, mds ou porios,
(i) wmconjunto E de pares arderades de vémices (4, v, chamados de arcos ou grestas orferiadas ou simples-
mende aresfas.,

Escreveremos GV, E) quando quisermos enfutizar as duas partes de . Também escreveremoes WG ¢ E(G) para
denotar, respectvamente, o conjunto de vértices ¢ o conjunto de arestas de um grafo O, (Quands nio for explicita-
do. o contexlo normalmente determina se um grafo & € oneniado oo nflo.}

Suponha que £ = (i, o) € uma aresia orientada em um digrafo G, Usamos a seguinte ierminologia:

(ex] & IMICEA &M & & Lerring em .

(B wida I.'II:'i“E,EI:'I'I (il POnED inicial de &, & & o destim o panto final de e,
(c) 2 & um sucessor de w.
(al) w & pjpacente parn e, ¢ v & adjacente de o

me w o=, entido o € dite um fago,

‘\l daT. Em Iinglds, airecned grajih
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O} conjunte de todos os sucessores de um vémice u ¢ impontante; ele € formalmente denctado e definido por:

suc (v} = {v € V: existe (u,v) € E)

Ele & chamado de lisrg de sucessores ou lista de adiacéncias de u.

A represeniaede gredfien de um grafo onentado & & uma representagdo de & no plano. 1510 €, cada vértice o de
O & representado por um ponto (ou wm pegquenc circulo), ¢ coda aresta (onentada) & = (4, ©) € representada por wma
seta ou curva orientada do ponto inicial u de ¢ para 0 ponto terminal v. Em geral, um digrafo G ¢ mais comumente
representads por sua representogio do que pela listagem explicita de seus vértices ¢ aresias,

Se a5 arestas efou vérlices de um grafo orientado O s8o rotuladas com algum tipo de dado, entio (7 € dito um
grafo orteniadoe rofdado,

Um grafo orientado GEV, E) € dite finire se o seu conjunio de vértices Ve o seu conjunto de arestas E sio fi-
nitos,

Exempla 9.1
{a)  Considers -:rgr.l.l'n orientalo Or desenhado na Frgera %=1, Ele consiste em quatne vEriices e sele aresias como a
SERUIT;
V(G) = {A, B C,D}
E(G) = {ey,... . e:} = {{A. D), [B.A),(B.A). (D, B, (B.C),[B.C). B 5}

A5 arestas ¢, ¢ ¢, sho ditas pambslas, ji que ambas comegam em & e terminam em A, A aresta ¢ & um lago, jd
qubs Comegn & termina cm 8.

() Supanha gue rgs garolos, A, Be O edejam jogando boda um para o outro de tal modo que A sempre joga o bola
para &, mas & e C jogam a bola para A com a mesma probabilidads que o fazem um para o owro, A Figura -2
Hlusira egse sistema dinlimion &m gue a5 arestas estio mfuladas com as respectivas pnﬁuhiliduﬁ::.. = A jng:. 3

boln para 8 com probabilidade 1, B jogn a bola para A ¢ C com probabilidade 4, ¢ © joga a bola parn A ¢ B com
probabilidade 4.

Fig. 8-1 Fig. 8-2

Subgrafos

Seja O o= GOV, By um grafo osientado, ¢ seja V' um subconjumo de V de vémices de G, Suponha que E° & um sub=
comjunto de B al que os pomos inas das anrestas em E7 penencem a V', Entio, AV, E7 ¢ um grafo onemado ¢ é
dito um siebgrafo de O, Em particular, se £ contém todas a5 arestas em £ cujos pontos finos perencem a ¥, entio
H(V', E) € dito o subgrafo de & gerade ou determinado por V', Por exemplo, considere o grafo G = GV, E)da Fi-
gura 9-1. Seja

F'= {8 C D} e E' = {ey, e5,85.67} = {(D. B), (B, C),(D,C),(B B}

Entdo, V', E" € 0 subgrafo de & determinadeo pelo conjunto de vénices £

DEF]HlGﬁES BASICAS
Esta seq@o discute as questdes relativas a grau de vértices, caminhos @ conectividade em grafos omentados.
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Graus

Suponha que & € um grafo erentado. O grau de saida de um vértice v de & (escreve-se .:f[l.r}‘] & o pimero de ares-
tas comegando em v, € 0 grau de entrada {escreve-se o (11)" ) € 0 nilmero de arestas werminando em v, Como cada
aresia comega ¢ bermina em um vértice, obiemos imediatomente © teorema seguinte.

Teorema 9=1; a soma dos graus de saida dos vértices de um grafo erieniado & € igual b soma dos graus de entra-
da dos vértices, que € igual oo nimero de anestas em G,

Um wértice v com grau de entrada zero & dito wma fore, ¢ wm vértice v com grao de saide zero & dito um saomi-
dovro,

Exemplo 2.2 Considere o grafio (G da Figura 9-1. Temas

dHpl (4] =1L e (B) =4, dHe}C) =10, dHe) (D) =2
d{r) {d) =1, d=(v) (&) =1, d=(p}ic) =12, d=w) (I =1

Coma era de se esperar, o soma dos graus de soida ¢ igweal & soma dos graus de entrnda, que € igaal a0 nimero de
arestns, sete. O vidice © ¢ um sumidowro. uma vez que nenbuma aresta comega em O 0 grafio ndo tem fomles.

Caminhos

Seja O um grafo opentade, Ok conceitos de caminho, caminhe simples, imilha ¢ ciclo s§o 05 mesmos dos grafos ndo
orientados, exceto pelo fato de que a diregiio da aresta deve coincidir com a direglio do caminho, Especificamente,

(i) Um camindes (orienfads) P em O ¢ uma seguéncia aliemada de vérices ¢ arestas orentadas, por exemplo,
Po=pg, ¢, 0,80, 09, ..., 8, 1]

tal que cada aresta ¢, comega em v, @ termimad em v, Duando niio existern ambigiiidades, denotamos £ por
sua seqléncia de vértices ou por sua segléncia de aresias,
(i) O comprimenio do caminlo P ¢ r, seu nimero de anestas,
(i) Um caminfee simpdes & um caminho com vérices distintos, Uma reilha ¢ wm caminho com arestas distinias,
(v Um caminka fechado lem os vértices prmeiro e dliimo iguais,
(v Um easinfe gerador contém todos os vénices de G,
ivi) Um cicle (0w circnite) € um caminho fechado com vértices distinios [excelo o pameinn & o alimo).
{vii) Um semicaminhe € 0 mesmo que um caminho, a nio ser pelo fato de que a aresta ¢, pode iniciar em v, | ou v,
€ terminar no cutro vémice. Semitrifhias ¢ caminhos semi-simples 530 definidos de mancira andloga.
U wértice v ¢ aleanpdvel o partic de um vémice w s¢ existir um caminho de o para ¢, Se v & alcangivel o partir de
&, emido (eliminando as arestas redundantes) exisic um caminho simples de w para v,

Exermpio 8.3 Considere o grafio G da Figara 9-1.

(o) Asegiiéncia Py = (D, C. 8. A) € um semicaminb, mas nio € um caminho, pods (T, B) nfio € wma anesta; isio
€, adireghio de ¢y = [, 8] niio concorda com a direglio de P,

ik A seqiifncia Py = (0B, A ¢ um caminha de D para A, uma vez que (D, B e (B, A) sdo arestas, Poetanio, 4 &
aleangivel a partis de £,

Conectividade
Existem irés tipos de conectividade em um grafo orientads &

(i) (¢ foriemente conexo ou forte se, para qualquer par de vértices u e v em G, exisie um caminho de v para v e
um caminho de 1 para v, is1o €, se cada um deles € aleangivel a partir do oulre,
(i) 0 é wadlareralovente conexe ou wnilaleral, se para qualguer par de vériices o e v em O, existe um caminho de
& para v ou um caminho de ¢ para , isto €, se algem deles € alcangdvel a pamir do outro.
(iii) OF & fracamente conero ou frace se existe um semicaminho enire quaisquer dois vénices o e v em G

"Mode T, Mooriging, sudepin)
"M de T Mo original, indegivh.
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Seja ' um grafo nfio oricntado), obtido do grafo onenado G considerando todas as arestas de G como niio onen-
tackas. Claramente, 7 € fracamente conexo se e somente se o grafo ' ¢ conexo.

Ohserve que conectividade forte implica conectividade unilaeral, e que conectividade unilateral implica co-
nectividade fraca, Dizemos que O € gsrritamenre wnilateral se € unilateral mas nio forte, e & ssrriramente fraco se
¢ fraco mas ndo wnilateral,

Copnectividade pode ser carscterizada em termaos de caminhos geradores, comie o seguir.

Teorema 8-2:  scja (G um grafo orientado finito. Entdo,

(i) G € foremente conexo 2 & somente se tem um caminho gerador fechado,
(i) @ ¢ unilmeralmente conexo se e somente se tem um caminho gerador,
(iii} 7 & fracamente conexo s ¢ somenic se tem um semicaminho gerador.

Exemplo 8.4 Considere o grafo F da Figura 9-1. Ele ¢ fracameme copeso, ama vez gue o grafo e onemado
subjsceme € conexa, Mo existe caminba de © para nenhum outro vértice (ie., O & um sumidoura), logo, & niio &
foremente comexo. Emretanio, P = (8, A, D, Oy & um caminho gersdor ¢, logo, G & unilateralmente conexo.

Cirafos com fontes e sumidouros aparecem em muilas aplicaghes (por exemplo, diagramas de fluxos e redes).
A condigio seguinte € suficiente para a existéncia de tais vértices,

Teorema 8-3: suponha que um grafo orieniado finito & € aciclico, isto &, nio contém nenhum ciclo (orienta-
do), Entiio, & contém wma fonte oa um sumidouro,

Prova:  Seja & = (&g, 09,000 0 ) um caminhe simples de comprimento maximo, que existe por G ser finato,
Entio, o Gltime vértice ¢, & um sumidours; por outro lado, uma aresta (o, o) ird estender P ou formar om ciclo se

w =y, para algum i. De modo semelhante, o primeiro vértice 1, ¢ uma fonte.

9.4 ARVORES COM RAIZES

Lembre que uma drvore & um grafo conexo aciclico, isto &, um grafo conexo sem ciclos. Uma drvore com raiz (ou
evtraizada) T4 uma drvore que contém um wértice designado r, chamado de radz da drvore, Como exisie um dnico
caminho simples da raie r para qualguer outro vértice v em T, 1550 determina a direcio das arestas de T, Portanto, T
pode ser visto como um grafo orientado. Notamos que gualquer drvore pode ser ransformada em uma drvore com
raiz pela simples selegdo de um dos vémices como a raiz.

Considere wma drvore T com raz r. O comprimento do caminho da raiz » para gualquer vérice ¢ € dito o aivel
{ou profundidade) de v, ¢ o0 maior nivel de vémice & dito a profundidade da drvore. Os wértices com grau |, diferen-
tes da raiz r, sio ditos as felhas de T, e o caminho orientado de um vémice aié wma folha ¢ dito om rame,

Nommalmente desenha-se & figura de uma drvore com raiz T com a raiz no topo da drvore. A Figura 9-3 mostra
uma irvare T com raiz re 10 outros vémices. A drvore tem cinco folhas, 4, £ &, §e j. Ohserve que:

nivel (o) = 1, nivel { /] = 2, nivel (/1 =3

Além disso, a profundidade da drvore € 3,

Fig. 9-3

0 faro de uma drvore com raiz T indicar a diregiio das arestas significa que podemaos definir uma relagio de pre-
cedéncin entre o8 vértices. Especificomente, diremos que um vértice u precede um vértice i ou qué v segue it 4&
existe um caminho {orientado) de u para . Em particalar, dizemos que o segue imediatamente w se (i, v) € uma
aresta, isto &, se v segue & e ¢ adjacente a u.
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Notamos que todo vértice &, 8 menos da raiz, segoe imedinamente um dnico vértice, mas que ¢ pode ser segui-
do imediatamente por mais de om vértice. Por exemplo, na Figura 9-3, o vértice j segue ¢, mas segue imediatamen-
te g Além disso, §e f seguem imediatamente g.

Uma drvore com raiz T também € um dispositivo diil para enumerar todas as possibilidades logicas de uma se-
qifnein de eventos em que cada evento pode ocorrer de um ndmero finito de maneiras, Isso estd ilustrado no exem-
plo seguinte.

Exemplo 8.5  Suponha que Marcos e Erico estho disputando um tomeio de tbnis tal gue & primeira pessoa gue
ganhar dois jogos seguidos ou um total de trés jogos, ganha o tomeio, Ache o mimere de mansirss pelas quais o tor-

neis pode acombecer.
A dirvore enraizada na Figura 9-4 (cuja ralz es2d 3 esquenda) mostra as vanas possibilidades, Exigem 10 folhas
qus correspondern &s 10 maneiras pelas guaks o tormess pode ocarmer:

MM, MEMM, MEMEM, MEMEE, MEE, EMM, EMEMM. EMEME, EMEE, EE

Especificamente, o caminho da raiz para folla descreve quem ganha qaal jogo po lormeio,
M M
H< u-< M
E¢< E<
E E
M M
H< H<
E< E< E
E E

Fig. 9-4

Arvores Enraizadas Ordenadas

Considere uma drvore enraizada T na qual as arestas que deixam cada vértice sio ordenadas. Temos entiio o con-
ceito de drvore enraizada (ou com raiz) ordenada. E possivel rotular { ou afribulr enderegos) de forma sisfemdtica
a0s vértices de uma tal drvore como a seguir: primeiramente atribuimes 0 & raiz v, Depois, atribuimos 1, 2, 3., a0s
viértices que imediatamente seguem r de acordo com a ordenagdio das arestas. Entlio, rotulamos os vértices rema-
nescentes da maneira descrila a seguir. $¢ @ € o rdtulo de um vértice &, entdo a.1, a.2,... s&o atribuidos aos vénices
fque seguem ¢ imediatamente, de acordo com a ordenagio das anestas, Nusiramos este sistema de enderegamento na
Figura 9-3, onde as arestas estio representadas da esquerda para a direita de acordo com sua ordem, Observe que o
nimers de pontes em qualgquer rowlo € um a menos que o ndvel do vértice. Vamos nos referenciar a esie sistema de
rofulagiio como sistema de enderegamento universal para uma drvore enraizada ordenada,

az:z

Flg. -5
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0 sistema de enderecamento universal nos fornece uma maneira importanie de descrever lingarmente (ou ar-
merénar) uma arvore rodulada ordenada. Especificamente, dados os endereqos a e b, furemos a < b se o & um sep-
menta inicial de b, ie, 52 b= a0, o0 se exisiem ineiros positivos m e n com m < e Lis que

a=rms & Bb=rnl

Esza ordem & chamada ordem lexicogrdfica, j4 que € semelhante i maneira pela qual palavras 530 ordenadas em um
diciondrio, Por exemplo, 0s enderegos na Figura 9-5 estdio ordenados linearmente como a seguir

[} 1.2.1 2.1 3.2

1 1.22 b 3.2.1
1.1 1221 3.1 3.2.1.1
1.2 2 11 3.2.2

A ordem lexicogriafica € wéntica i ordem obtida movendo para baixoe o ramao mais & esquerda da drvore, depois o
primeire ramo & direita, depois o segundo ramo & direita,  assim por diante,

Expressoes Algébricas e Notagdo Polonesa
Tosda expressdo algébrica envolvendo operagies bindrias, por exemplo, adicio, subtragio, muluplicagio e divisdo,
pode ser representada por uma drvore ordenada enraizade. Por exemplo, a Figura 9-6(a) representa a expressio arit-
métici

[ = by file =) + @) (9.0
Olbserve que as vanidveis na expressdo a, b, o, d ¢ ¢ aparecem comda folhas, e as operagdes aparecem como 05 ou-

tros wértices. A drvone precisa ser ordenada, jd que 8 - e b - g geram a mesma Srvone mas 130 a mesma Arvong or-
denada.

OO OBRO

{a) L]
Fig. 9-5

O matemeitico polonds Lukasiewice ohaervou gue colocando o simbalo de operagio bindria antes dos argumen-
1o, por exemplo,

+abemverdea+ b e Jod emvez de ofd
néo & necessdrio usar parénteses, Essa notagiio ¢ chamada notapdo polonesa na forma prefiva (analogamente pode-
s¢ polocar o simbolo depois dos argumentos, e eremos a nodagdo conhecida como notagio polonesa na forma pos-
fixa). Rescrevendo (9.1} na forma prefixa, oblemos

= mh & ow pale

Observe que esta € precisamente a ordem lexicogrifica dos vértices, que pode ser oblida representando a drvore co-
mo na Figura 968,
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9.5 REPRESENTAGAOQ SEQUENCIAL DE GRAFOS ORIENTADOS

Esiztem duas maneiras de manter um grafo orentado na memdria de um computador. Uma maneira, chamada re-
presemiapio seqienciol de G, & por meio da matriz de adjacéncias A. A outra maneira, dita a represerrapTo ligada
de €5, € por listas ligados de vizinhangas. Esta segiie cobre a primeira representagdio @ mostra como a matme de ad-
jactncias A de 7 pode ser usada para responder facilmente a certas questdes de conectividade em 7. A representa-
pio ligada sed ratwda na Secio 9-7, i

Suponha gue um grofo & tem m vértices (nds) e n arestas. Dizemos que & é denso e i = O(07), e esparso se
m = () ou ainda se me = O (r log x). A representacio matricial de & € normalmente usada se I € denso, e listas
ladas <o mais comuns se & ¢ esparso, Independeniemente da forma como um grafo O & mantido na memdria do
computador, sua entreda se di pela sun definigdo formal, isto & como uma colecdio de vértices ¢ uma colegio de
arestas {pares ordenados de vénices).

Ohbzervacio: A im de evitar casos pariculares de nossos resuliados, sempre vamos asSumir, & menos que
haja observagdo em contririo, que m > 1, onde m € o ndmero de vértices do nosso gr.nfc- {5, Portanto, & ndo pode
SET CONEXO0 € TH0 Ver arestas.

Digrafos e Relagoes, Matrizes de Adjacéncias

Seja GV, E) um grafo orientado simples, 1810 €, um grafo sem arestas paralelas, Entdo, E ¢ simplesmente um
subconjunts de V= V, e, poranto, £ € uma relagio em V. Conversaments, s¢ K € uma relagio em um conjunto
V, entdo GOV, K) € um grafo orientado simples. Logo, os conceitos de relaghes em um conjunto ¢ de grafos orien-
tados simples sio um 26, De faro, no Capitulo 2, j4 apresentames o grafo onentado correspondente & uma rela-
Gl em um conjunto,

Suponha que & ¢ um grafo oricntado simples com m wértices, ¢ suponha que os vértices de 7 wenham sido
ordenados e sio denominados como oy, 1, ..., Uy Enid@io, a matriz de adjecéncias 4 = [ay| de G & a matriz m =
m definida como a seguir:

de =

{1 5C CXiSIe uma aresta (L, )
u

i Casn conlrario

U tal matniz A, cujos Gnicos elemenos siodl e 1, & chamacda mareiz bir ow swarrz booleana,

A mainiz de adjacéncias A do grafo & depende da ordem dos vértices de O, 1510 €, uma ordenagio diferente
das vértces pode resultar em uma matriz de adjacéncias diferente. Entretanto, as matrizes de adjacéncias resul-
tantes de diferentes ordenaghes de wértices estio relacionadas intimamente, ¢ uma pode ser obida a partir da ou-
tra pela troca de linhas ow colunas. A menos que haja observagio em Contririo, Vamos assumir que os vénices da
matriz tenham wmi ordem fixa.

Observagiio 1: A matriz de adjacéneias 4 = |u, | pode ser estendida para grafos orientados com arestas pa-

ralelas fazendo

i1y = miimere de arestas comegundo em v, e terminando em v

Meste caso, 0s elemenios de A serio inteiros nio negativos. Conversamente, toda matriz A o< s define de manei-
ra vinica um grafo orientado com s vértices,

Observagio 2:  Se G ¢ um grafo ndo orientado, entdo & matriz de adjacéncias A de G € uma matriz siméirica,
b, ay = ay para todo i e f. 1o decorre do fato de que cada aresta néio orientada [w. v} cormesponde a duas ares-

las oreniadas: woe] e e u).

Exempio 8.6  Considere o grofo orientadn & da Figura 9-7 com wémices X, ¥, Z ¢ W, Suponha que o5 vértices sho
ordenados como a sepain:

ty = X, =T, iy = 2, vy = W
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Entdo, a matriz de sljacéncias A de & &

—— —

LU |
11
a1
10

R

Mote que a quantidade de alnseros | em A & jgual ao ndmero (oieo) de arestas,

¥ X

Fig. 8-7

Considere as poténcias 4, 4°, A°_ ... da matriz de adjacéncias 4 = [a;] do grafo G. Usaremos a notagio
ag(i,j} = elemento if da matriz A*

Naote que a(f, /) = a; di o nimero de caminhos de comprimento | do vértice v, par o vértice v;. Pode-se mostrar
que @y (f, /) dd o nidmero de caminhos de comprimento 2 de o, para v, De fato, provamos no Problema 9.14 que va-
Iz o resulisdo peral enuncisio a seguir.

Proposicio 9-4: Scja A a matriz de adjacéncias de um grafo . Entéo, @y (7,7, o elemento ij da matriz A% dio

nimere de caminhos de comprimento K de v, para v,

Exemplo 8.7 Considers novamente o grafio & da Figara 9-T, cuja matriz de adjsedneias A & dada no Exemnplo 9.6,
As poténcias A5 A" e A* de A doc

A= At =

=

L
2 2
I
I

[ P
ad == fd D
v
Il
S oo
P-4 =2 |-k O
= b ek bR
tak Tk LA BF
e b
£ o LA —

i
L]
i
L

=

Observe que @y(4, 1) = 1, pois existe um caminho de comprimento 2 de v, para v, Também, @2, 3 = 2, pois
axishe wm comirho de comprimento .'de.r: para iy, & l:-l.|[1.4':' =5 piis exisle um caminhda de comprimenta -1--|:|=1.|=
parap,. (Agqui, 0y = X =1, in =2 1y = W)
Dbservaciior  Suponha gue A € o mairiz de adjocincios de um grafo &, ¢ suponha que agora definimos a ma-
triz B como

Bmd+ A+ 4+ - 4 4

Entdo, o elemento i da matriz B, & o ndmero de caminhos, de comprimenta r ou menor, do vértice v, para o vérice
.

Matriz de Caminhos
Seja & = GV, E) um grafo orientado simples com m vértices oy, U .., Uy A ealrrz de caminkos 0 mateiz de

acessibilidade de G & a matnz quadrada m =< m P = (p;; ) definida come

= | se existe um caminho de ¢ para v
! 0 caso contrdrio
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(A proxima subseglo mostra gue a matnz de caminhos P pode ser considerada como o fecho transitivo da rela-

gao £ em V.
Suponha agora que existe um caminho de um vértice v, para um vértice ¢ em um grafo ¢ com m vértices, En-

to, deve existir um caminho simples de v, para v, quando 1; # v, ou deve haver um cicho de v, para v sew, =v,. Co-
mo {7 tem m viértices, este caminho simples deve ter comprimento menor ou igoeal a m— 1, ou o ciclo deve ter com-
primento & ou menor. st quer dizer gue existe um elemento i ndo-nule na matriz

B =Ad+A+ A+ + 4"
onde A ¢ a matriz de adjacéncias de G. Conseglientemente, a matriz de caminhos P e B tém elementos nio-nulos
nas mesmas posigoes i, Declaramos formalments esse resuitacko,
Proposicio 9-5;  Scja A a matriz de adjocéncias de um grafo F com m vértices, ¢ seja

By=A+A + A+ + 4"

Entdo, a matnz de caminhos P e B tem elementos ndo malos nas mesmas posigies,

Lembre gque um grafo onentado & € dito forfemente comexo s¢, para qualquer par de vértices w e v em O, exis-
te um caminho de « para ¢ ¢ um caminho de o para b, Conseqlentemente, O € forfiemente conexo 5¢ ¢ SOMEnic s¢ a
matriz de caminhos P de & ndo iem elementos nulos, Esse faro, jumaments com a Froposigio 9.5, permile conclwir
o resultsdo sepuinie.

Proposicio 9-6;  SejaA o matriz de adjncéncias de um grafo & com m vértices, ¢ seja
Bp=Ad+ A+ A4+ + A"
Entdn, 7 & foremente conexo se ¢ someme se B ndio lem elementos nulos.

Exemplo 8.8  Considere o grafo & com m = 4 vértices da Figurn -T.esgjam oy = Yo = Vg = &y = W,
Adicionando as matrizes A, A°, 47, A4* nos Esemplos 9.6 ¢ 9.7, obtemaos a sepainte matriz 8. ¢. substituindo os
elementos nlio-nalos em B por 1, obtemos a matniz de caminbos (acessibilidade ) P do grafo G:

4 0 3 4 1 o 1 1
11 0 7 11 1 o 1 1
Bi=lqa 04 7| ° F=l1 01 1
70 4 7 1011

Examinando a mairiz By ou P, observamos elementos pubos; porfants, & nio € fortemente coneso, Em particular,
vemios qus o vérice 5, = Y nlio & alcangdvel a partir de nenhum dos cutros sdnices.

Observagiior A malriz de adjacéncias A e a matriz de caminhos P de um grafo @ podem ser encaradas como
matnzes 1dgcas (booleanas) onde O representa “Falso™ e | representa “Verdadeiro”. Pomanto, as operaghes [Ggicas
A (Ede w (0L, cujos valores aparecem nia Figura 9-8, podem ser aplicadas sos elementos de A ¢ P. Essas opera-
goes serdo usadas ma proxima segdio.

Al ow i Wl oo

0 0 0 L 0 I

i L L 1 |
i E (b O
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Fecho Transitivo e Matriz de Caminhos

Scjn £ uma relagE em um conjunts finito ¥ com m elementos. Como observado acima, a relagio 8 pode ser iden-
tificada com o grafo simples orientado G = GV, R). Lembre (Seqlo 1.5) que a composicho de relagles
B = R= R édefinida por

B o= {{wr): Iwe Valquemw) e Re{w,v) e R}

Em outras palaveas, B consiste em todos os pares (v, v} tais que existe um caminho de comprimento 2 de « para v.
1. Analogamente,

F" = {{u, v): existe um caminho de comprimento K de i para v}

O Fecho rransitive B da relagio B em V pode agora ser encarado coma o conjunte de pares ordenados (e, ),
tais que existe um caminho de i para p no grafo o, Conseqlientemente, a mairiz de caminhos Pde G = GV, Ry ¢
precisamente a matriz de adjacéncias do grafo G' = G (¥, R*) que comesponde ao fecho transitivo & . Além dis-
1, pela dizcussdio acima, precisamos olhar apenas para 05 caminhos simples de comprmento menor ou igual a m —
| ¢ ciclos de comprimento s ou menor. Conseglientemente, temos o resuliado seguinte, gue caracteriza o fecho
transitive &7 de R
Teorama 8-7: Scja R uma relagho em um conjunto V com m elementos, Entdo:

iy R = RUR - U R™ ¢ o fecho transitivo de &,
{ii) A marriz de caminhos P de GV, B) ¢ a matriz de adjacéncias de G'( 1V, R*).

ALGORITMO DE WARSHALL; CAMINHO MiNIMO

Seja O um grafo orentado com m vErLees &y, Py, . V. Suponha que queiramos achar o matriz de caminhos P do
grafo G;. Warshall propds um algaritmo que ¢ muito mais eficiente do que calcular as poténcias da matriz de adja-
céneias A, Esse algoriime estd definido nesta segiio, ¢ um algoritmo similar € usado para delerminar os caminhos
minimos em & guando & ¢ ponderado.

Algoritmo de Warshall

Primeiro definimos as matrizes booleanas quadradas m = m Py, P Py como a seguir. Seja P i i] o elemen-
1o {f da matriz Fi. Entio definimos:

possivelmente .04, ... I
0 caso contrirs

I se existe um caminho simples de o, para ¢ que ndo usa nenhum oo vérice excelo
'Pl;[fl F'] = {
Tsim &,
Poli gl =1 s existe uma aresia de v, para v,
Pilidl =1 scexiste um caminho simples de v, para v, que ndo usa nenhum outro vérice exceto possivel-
METE 2,
Polijl=1  seexiste um caminho simples de v, para v, que ndo usa nenhum outro vértice exceto possivel-
MEeTE B, & ey
E assim sucessiviamante,
Observe que a primeim matriz £ = 4, a matriz de adjacéncias de G. Além disso, como @ rem apenas m vér-
tices, a dltima matriz P, = P, a marriz de caminhos de O,
Warshall observou que Pili. /| = | pode ocorrer apenas se um dos seguintes dois casos ocormer:

(1) Existe um caminho simples de »; para v, que nio usa nenhum outre vénice exceto possivelmente vy, v, ..,
Pr_y. bogo,

P ifl =1
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{2) Existe um caminho simples de v, para v, ¢ um caminho simples de vy, para ¢ onde cada caminho simples ndo
vsa nenhum outre vértice exceto possivelmente ©y. v, ..., 1 ; logo,

'Ft ||-l.,.k: =1 [ .P* I-'!HI =1

Esses dois cosos estfio representados por:

() ey — =y (2 vi——y— ey

Aqgua,

—r 1

denota a pare de um caminho simples que nio usa nenhum ouEs VEMIcE excels possivelmente vy, v, ..., 0.
Conseqiientemente, o elementos de P, podem ser obtidos por

Piltg] = Peglid] v (Peoalik] A Py k)

onde usamos as operagoes 1ogicas ~ (E) e v (OU). Em outras palavras, podemos obter cada elemento da matriz P,
considerando apenas trés clemenios da matriz P,_,. O algoriimo de Warshall vem a seguir,

Algoritmo 9.6:  (Algoritmo de Warshal) Um grafo orientado G com M vértices € representado na memd-
ria pela sua matnz de adjacéncias A, O algontms determing a matriz (booleana) de cominhaos
P do grafo G,

Passo I Repitapara 7, J = 1, 2,..., M: [Inicializa P ]
Se A[l, J] = 0, enido: faca P[I, J}: =1
Sendo; faga P10 = |,
[Fim do loop.]
Passo 2 Repitaos Possos 3ed para K = 1) 2,0, M: [Atuealiza P
Pazse 3 Repitao Passod paraf = 1, 2,.... M
Pazso 4 Repitaparat=12... M
Faga P[L.J: = P[LJ] v (PIL K] ~ PIK. J] ).
[Firm o foop,]
[Fim do foap do Passo 3]
[Fim do foop do Passo 2.]
Passo 5 Sali.

Algoritmos para Caminhe Minime

S¢ja O um grafo orientado simples com m vértices, #y,4,..., Yy, Suponha que & & ponderado; isto &, suponha
que se aribui a cada aresta ¢ de & um pdmero ndo pegativo wic), denominado o peso ou comprimenio de e, Entio,
r pode ser mantido na memdnia pela sua matriz de pesos B = (1) definida por

- wie] s existe uma aresta ¢ de v, para ey
P 2 M0 eXisie uma aresta de ©; para e

A matriz de caminhos P nos diz sc existem ou nio caminhos enirg o8 vértices, Agora, queremos delenmingr i mis-
triz (}, que nos diz os comprimentos dos caminhos minimos entre os vértices ou, mais precisamente, a matriz

(= (gy) onde

gy = comprimento do menor caminhe de o para v

Descrevemos a seguir uma modificagio do algoriomo de Warshall para detarminar a matriz ¢ de maneira eficiente,
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Definimos uma seqgigncia de matrizes O, 3y, ..., @ (analogas 5 marizes amenormente definidas
FPo, Procoo Py onde Ol ] o elemento df de O, € definido como a seguir,
@ [i, 7] = menor valor entre comprimento do caminho precedente de v, para v, ou a soma dos comprimentos dos

caminhos precedentes de &, para v, e de v, para 1.
Mais exatamente,

Qi = MIN(Q_ [t 4], Quoali k] + QoK. A

A mairiz inicial {2 € 2 mesma que a matriz de pesos W, exceto pelo fato de que cada 0 em W é substituido por ==
(o4 um nomeno muitissimo grande), A matrz fnal Q0 serd a matoz procurada £,

Examplo 8.8 A Figura 9-9 mostra um grafo ponderado & ¢ sus mamiz de pesos W, onde assumimos
np=Rin=5 =T 1y,=1L.

4= S ) ]
B ad o L
== =]
[omse i e R S e}

Fig. 9-9

Suponha que apliguemos o algoritme de Warshall modificads so nosso grafe ponderado . Oblenemod a4 malrpes
O 2 @ 2 e 0y na Figura 9000 (A direitn de cacla matriz 2, na Figura 910, mostramas a matriz dos caminhos
gue cormespandem aes comprimentes na matnz Q2,0 Os elementos no mairz O, =0 os mesmsos gue na matriz W, ex-
ceto pele fato de gue cada O em W ¢ substinedo por = (um ndmero muito grande ). Indicamos como o elementos cir-
cundados sio ablxlos:

0,14.2] = MIN (04,2, @4, 1] + @1, 2]) = MIN (20,4 + 5) =0
Oo[1,3) = MIN (@1, 3], @y [1,2] + 042, 3]] = MIN (20,5 + 2] =
4.2 = MIN (14,2, 024, 3] + @212, 2)) = MIN(9,3 = 1) = 4
Q43 1] = MIN (2,3, 1], @[3, 4] + (4[4, 1)) = MIN{10.5+4) = %

A dbima mainiz {1, = ¢ a matriz procurada do caminho mimimo.,

rr‘?s-.nu RR RS —_ —
0, = T m = 2 SR — — Su
v w 3 w @ — TS —_ —
\d = 1 \vR  —  ur =
7T 4 = o= RR RS — =
E=r"? 17 = 2 IIIrsrl'. SRS — S !
E = 3 = m — TS — —
4 @1 = \UR URS uUT  —
7T 5@ 7 RR RS — RSU
| Tz 2 SR SRS — SU
=l w 3 = s TSR TS —  TsU
4 6 1 11 UR  URS UT URS

Fig. 9-10 {1 de 2)
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7 5 = 7 RR RS — n,su\,l
0.« 712 =2 SR SRS — su
w3 = s TSR T8 — TSU

4 @1 s UR UTS UT  uTsu/

7T 587 RR RS RSUT RSU
o.=| 1132 SR SURS SUT su
1@ 36 s TSUR TS  TSUT TSU

4 41 6 UR UTS uUT  UTsU/

Fig. 9-10 (2 de 2)

9.7 REPRESENTAGAO LIGADA DE GRAFOS ORIENTADOS

Seja 7 um grafo com m vémices. Suponha que o ndmero de arestas de G & O m) ou mesmo m Log ), 500 é, su-
ponha que G € esparso, Entdo, a mairiz de adjacéncias A de & conterd muitos zeros; logo, uma grande quantidade
de espago de memdna serd desperdicada, Conseqientemente, quando O & esparso, normalmente € representado na
memidria por algum tipo de representacdo ligada, também chamada esfrunura de adjacércias, que esti descrita
abaixo por meio de um exemplo.

Considere o grafo orientado G na Figura 9-1 W), Observe que O pode ser definido de modo equivalenie pela
tabela na Figura 9-1 1), que mostra cada vértice em O seguido por sua Nsto de adjocéncias, também chamadas de
sucessares ou vizinhos. Adqui, o simbolo £ denoia uma lista vazia. Observe que cada aresta de I comesponde a um
unico vértice na lista de adjackneias e vice-versa, Agqui, O 1em sele arestas, e existern sete vériices nas lisias de ad-
jacéncias, Essa tubela também pode ser apresentada na forma compacta

G=[4:8,CD;. BC C@ DCE EC|

[T

onde o simbolo dois-pontos ;™ separa um vértice da sua lista de vizinhos, e ponto-e-virgula, =", separa lists

distintas.

A n Virace | Lista de adjacéncias
A 8Ccp
F C

E C @

o & E
E &

8 i

() Grafo & i) Lista de adpscéncias de &
Fig. 8-11

A representagdo ligada de um grafo orientado G mantém 7 na memdria usando Hstas ligadas para suas [1sias
de adjacéncias. Especificamente, a representaciio ligada conterd normalmente dois arquivos (conjuntos de regis-
tros ], um chamado arquive de vértices @ outro chamado arquavo de arestas, como indicado a seguir,

(@) Arguive de vértices: o arquivo de vértices conterd a lista de vértices do grafo G normalmente armazenada em
um areay oo em uma st ligada, Cada registro do arquive de vértices tem a forma

[VERTICE |PROX-V| PTR | |

Aqul, VERTICE serd o nome do vériice, PROX-V aponta para o préximo vértice na lista de vértices no ar-
quivo de vémices, ¢ FTR aponta para o primeiro elemento da lista de adjacéncias do wértice gque aparece no
arguivo de arestas, A drea sombreada indica que podem existir outras informagdes no registro cormesponden-
L& ao vErice,
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() Arguive de aresfas: o arquivo de arestas coniém as arestas de 5 ¢ também todas as listas de adjacéncias de
7 onde cada lista € mantida na memdria por uma lista lignda. Cada registro do anrguive de arestas representard
uma iinica arcsta em O ¢, portanto, cormesponderd a um dnico vértice na lista de adjacgncias. O registrs, nor-
malmente, terd a forma

[ arEsTa| miv | TERM-v | PROX-A

Augui;

(1) ARESTA serd o nome da aresta (se houver).

i2) INI-V aponta para a localizagiio, no arquivo de vértices, do vénice inicial da aresta.

(31 TERM-V aponta para a localizacho, no arquivo de vértices, do vérlice terminal (final) da aresta, As listas
de adjacéncias aparccem neste campo,

(4) PROX-A aponia para a localizagio, no arquivo de arestas, do prdsime vértice na lista de adjacéncias.

Enfatizamos que as listas de adjacdneias consistem nos vworlices lerminas ¢ 130, poftanto, mantidas pelo cam-
po TERM-V. A drea sombreada indica que podem existir outras informagies no registro commespondente & aresta,
Motamos que a ordem dos wértices, em qualquer lista de adjacéncias, depende da ordem em que as arestas (pares de
vErtices) aparecem na entrada.

A Figura 9-12 mosira como o grafio G da Figura 9-1 1) pode aparecer na memdnia. Aqui, os vértices de G 5io
mantidos na memdra por uma hista gada vsando a vandvel START para apontar para o pomeiro vértice (como al-
termativa, pode-s¢ usar wm array linear para lista de vémices, ¢ entdo PROX-Y nio seria necessaniod. A escolha de
oibo posipies para o argquivo de vértices e de 10 posigies para o arquivo de arestas ¢ arbatcine, O espago adicional
nos angquinves send usado se vérices ou arestas adicionas forem inseridos no grafo, A Figur 9-12 iambém mostra,
com setas, a lista de adjacéncias |8, O DY do vértice A.

Anguivg de vémiees
I 2 1 4 5 & 7 8
VERTICE | € A | Elnm o
sTART[3| PROX-V [ 8 6, |01 5
FTR 0 3 10| & 1
J

i Arquive &2 arestas l l
] 4 ] ] 7

1 2 8@ 10

NI s | (3 (3] B(F) (B |[3id) | SiE)

TERM-Y | 1{C} | G{F) | &( | L(C | 5{E} LiC} | 1400

PROXN-A | 7 | a | 0 | AT 4 0
Fig. 8-12

9.8 ALGORITMOS PARA GRAFOS: BUSCAS EM PROFUNDIDADE E EM LARGURA

Esta segio discute dodis algoritmos importantes em grafos para um grafo dado G. Qualguer algoritmo particular pa-
ra grafos depende da maneira com que o grafo estd armazenido na memanis Aqui, assumimos que O ¢ mantido ng
memdria através da sua estrutura de adjacéncias. Nosso grafo para teste, (7, com sua estrutura de adjacéncias apa-
rece na Figura 9-13,

Muitas aplicagbes de grafos requerem o exame sislemiitico dos vémices e anestas do grafo &, Existem duas ma-
meiras=padrio pelas quas 1510 & feito, Uma moneira € chamada de busea em profiindidade (DFS), ¢ a outra & cha-
mada de busca em largura (BFS) . (Esses algoritmos 530 essencialmente idénticos ans seus andlogos para grafos
ndo orientades, descritos no Capiulo 8.)

" N.odeT  Assighs OFS ¢ BFS relererme-se a, nespectivamenie, depiivsien search & breadiinfirs search; foram mantidas no iexio por serem de

w0 correnie em ciéncia da compuingdo. O olgericmo BFS mmbém € conhecido com buses em amglinsde,
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Listas de
adjacdncias
A8 CF
BCG
o F
mc
EJCD

G E
&K, D
EGE

) )
Fig. 8-13

Duranie a execugan dos nossos algoritmos, cada vértice (nd) & de OF terd um dos seguintes estados, chamados
de srens de N, como a seguir

STATUS = 1:  {estado de prontidio) o estado micial de um vérmice N,
STATUS = 2: (estade de espera) o virtice & estd numa lista de espera, aguardando para ser processado.
STATUS = 3¢ (estado processado) o vémice foi processado,

A lista de espera para busca em profundidade serd uma PILHA (modificada), enquanto a lista de espera para a bus-
ciem lorgpura serd uma FILA,

(a) Busca em profundidade: A idéia geral de vma busea em profundidade comegada pelo vémice A € descrita a
seguir. Primeiramente processamdas o viérmce inicial A, Depois processamos cada wértice V ao longo de um ca-
minho P que inicia em A; isto &€, processamos um vizinho de A, depois wm vizinhe de um vizinho de A, ¢ assim
por diante. Depos de atingirmos um “beco sem saida”, 1510 €, um vértice que ndo 1em vizinhos nio processs-
dos, retrocedemos entdo no caminho P mé que possamos continuar ao longo de ouro caminho P, & assing por
diame, O retrocesso € feio wsando uma PILHA comendo os vértices inicias de novos possiveis caminhos. Tam-
bém precisamos de um campo, STATUS, que nos diz o estado cormente de qualquer vérice de tal forma que ne-
nhum wértice scja processadoe mals de uma vez. O algontmo & o scguinte.

Algoritmo 2.8A:  (Busca em profundidade)  Exe algoriime executa uma busca em profundidade em um
grafio orientado G comegando de um vértice de partida A.

Pagze I Inicialize wodos os vénices para o estado prontidio (STATUS = 1)
Passo 2 Insira o vértice de partida A em PILHA ¢ mude seu sianis para estsdo de espera (STATUS = 23,
Passe 3 Hepita 0s Passos 4 ¢ 5 pié que a PILHA esteja vazia,
Pagse 4 Retire o vértice N do topo da PILHA. Processe N, faga STATUS{N) = 3, estado processado.
Passo 5 Examine cada vizinhanga J de N,
() Se STATUSLA = 1{estako de prontdic, insica J na PILHA @ faga STATUSL) = 2
{estado de espera),
(B Se STATUS(S) = 2 (estado de espera), delete o J anterior da PILHA ¢ insira o f commente na pilhi.
(e} Se STATUS(S) = 3 (estado processado), ignore o vértice J.
[Fim div e o Pagso 3]
Passo 6 Saia
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O algoritmo anterior ird processar apenas os vémices que sdo alcangdveis saindo do wémice de pamida A. Supo-
nhi g s queirs processar iodos os vértices no grafo G, Entdo o algontmo precizsa ser modificado de tal forma gue
recomece de um novo vértice que ainda esteja no estado de prontidio (STATUS = 1) Esse novo vénice, digamos
B, pode ser obtido percorrendo a lista de wénices,

Observaghio: A estrutura PILHA no algoriimo acima ndo & iecnicamente uma pilha, uma vez que, no Passo
5(b), permitimos que um vértice J seja deletado e posteriorments inserido no topo da pilha (embora s&ja o mesmo
wértice J, representa uma aresta diferente na estretura de adjacéncias). Se ndo movermos J no Passo 5(b), obtere-
mos uma forma allemativa para o algonitmo,

Exempio 2,10 Considzre nosso grafo de teste O na Figura 8- 13, Suponha que queremos determinar e imprimir
tddos os vérices alcancivels a partic do vérice J (inclumde o propac ). Uma maneira de fazer 1550 € usar o algorit-
mi dle busca em profundidade de & comegando no vértice J,

Aplicando o Algositmo .84, os wirioss serdo processsdos ¢ Impaessos na seguinte ordem:

JOK G EC FoD

Especificamente, a Figura 9- 14{a) mostra a seqiiéncia de lisias de eapera em PILHA ¢ o8 wérices em processamento.
{ A harra § indlica U Wy vértice ¢ deletado da lista de espera ) Enfatizamos que cada vértice, exclundo J, provém de
urna lzsta de adjackneias e, portanto, ele & o vémice terminal de uma dnica arestn do grafo. Indicamoes a arestn rom-
lamibo o vérce termmal com o werhice micial da areita. Par mmplu.

-‘rﬂ

sagmifica que £ estd na lista de adjacéneias de J, e, portanto, O 4 o vértice lerminal de uma anrssta comegando gm J,
Estas arestas formam ama drvore com rizes T tende J coma raiz. ¢ qus esti representade na Figura 9- 1458 (Os mi-
meros indicam 3 oedern em gue &5 arestas 330 adicionadas & drvore T.) Essa devore T pera o subgrafo G de & guoe
comsisle nos vémioes alcangiveis a partir de J.

A
LS
Virtices PILHA I
-.r - i
g JE e
JE el L
K Gt GE KE p8

GE {:-\.l; ,E-I:I .R,'D
oF F& gt g
o G*
i ]

(a)

Fig. 9-14

(%) Busca em fargura; A déia geral por iris de uma busca em Largura comegundo com um vértice de partida A
¢ descrity a seguir. Primeiramente processamos o vérice de partida A, Depois, processamos todos os vizinhos
de A, A seguir, os vizinhos dos vizinhos de A, e assim sucessivamente, Naturalmente precisamos Ler o contro-
le dos vizinhos de um vértice, e precisamos garantir também que nenhurn vérice seja processado duas vezes,
Iss0 € feito usando FILA para conhecer os vértices aguardando processamenio, ¢ pelo campo STATUS que nos
iz & stains commenle de um vérice. O algoritmo vem o seguir.
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Algoritmo 9.8B:  (Busca em largura)  Esie algoritmo executa & busca em largura em um Grafo GG come-
gando com um wértice de partida A.

FPasse I Imicialize todos os vértices para o estado de prontidio (STATUS = 1),
Passo 2 Coloque o vérice de pariida A em FILA e mude seu stanes para estado de espera (STATUS = 2).
Passe 3 Repita os Passos 4 ¢ 5 até que FILA esteja vazia,
Passo 4 Remova o vériice N na frente da FILA. Processe N, faga STATUSIN) = 3, 0 estado processado,
Passo § Examine cada vizinhanga J de V.
(o) Se STATUSL) = l{estado de prontidio), cologue J no final de FILA e faga STATUS(S) = 2
{estado de espera).
(i) Se STATUSLD = 2 (estado de espera), ou STATUS(S) = 3 (processada), ignore o vértice J.
[Fim do foop no Passo 3.]
Passo & Sain

Novamente, 0 algoritmo acima ird processar apenas os vértices que sio alcangdveis a partir do vémice de par-
tida A, Suponhas que e gueira processar 1odes os vértices no grafo . Entdo o algoritmo precisa ser modifica-
do de ral forma que recomece de um novo vértice que ainda esteja no estado de prontiddo (STATUS = 1). Es-
s¢ vértice B pode ser obtido percormendo a lista de vértices,

Exemplo 8.11  Consicdere nosse grafo 2 wesee O ma Flegera 913, Soponha que G representa os wios didnios entrs
cidades, ¢ suponha que queremas voar de uma cidade A para uma cidade J com um ndmere minme de escalas, T
€, gueremdos achar o caminboe minimo de A para J (onde cada aresta tem peso [ Uma maneira de fhzer isso € usaro
algoritmo de buscn em largura em G comegando no vértice A ¢ parando S0 logo J seja encontrado, isio €, sdicionado
i lista de espera.

A Figura %1 5(a) mosira a weqbéncia de lisias de espera em FILA ¢ 08 vérices em processamento sté qoe o wr-
tice J szja encontrado. Assim, trbalbames no sentido reverse, 3 parir de S, para obler o caminhs disejado

e —HF —A"—4 ou A—B—=G—=E-=1J

quet 514 representado na Figura 91505, Portanta, um vio da cidade A para a cidade J Fard irés escalas intermedis-
mias, em B, O e E. Mote que o caminho sio inclal 1odos os vénices processados pelo algonimo.

Weértice FILA
4 " i
A FLFL }"'?._____ aad
AT FP A% A€ |
] i
At F& 4% |
A® | BeFo |
ga BT LY -
L frl ®
el Ef

Fig. 815

9.9 GRAFOS ORIENTADOS ACICLICOS E ORDENAGAD TOPOLOGICA
Seja 8 um grafo orientado tal que: (1) cada wértice v, de § representa uma tarefa e que (2) cada aresta (orientada) (x,
v) de § significa que a tarefa u deve ser completada antes do inicio da wrefa 1. Suponha que um ral grafo § contém
um cicle, por exemple

Foe (wvwn)
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Isso significs que precisamos concluir a tarefs o antes de iniciar v, precisamos completar o tarefa v antes de iniciar
w, & Precisamos completar a tarefa w antes de iniciar a tanefa &. Logo, ndo podemos comegar nenhuma das més ta-
refus no ciclo, Conseqlientemente, um grafo ¥ deste tipo, representando tarefus relacionadas por pré-requisiios, nio
pode ter ciclos ou, em outras palavras, um grafo 5 deste tipo deve ser aciclice. Um grafo orientado aciclico é refe-
rencizdo shreviadamente como um dag’. A Figura 9-16 ¢ um exemplo desie tipo de graio.

A

Lisnas de Aaljasincias

: C
I, F

omImronEe
0

fa) b}
Fig. 9-16

Uma operago fundamental em um grafo orieniado aciclico § € o processamento dos vertices, um apds o ou-
tro, de tal forma que o vénice u € sempre processado antes do vértice v w2 (w, ¢) € wma aresta. Esta ordenagdo linear
T dos vértices de 5, que pode nlo ser dnica, & dita ordenapdo topoldgica. A Figura 9-17 mostra duas ordenagdes fo-
pelégicas do grafo £ na Figura 9-16. Incluimes as arestas de 8 na Figura 9-17 para mostrar que sdo compativels com
a diregio da ordenagio linear,

)

Fig. 917 Duas ordenagies lopoldgicas.

T Node T Doinglés. dirrcted acvelic groph.
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Apresemtamos a seguir o principal resuliado feorioo desta segio.
Teorema 8-8:  sea S um gralo acichco orentado fimito; entdo, existe uma ordenagdo wopoldgica T do grafo 5.

Mote que © feorema afirma apenas que a ordenagio topoldgica exisle. Apresentamos agora um algoritmo que
ird determminar uma ordenagio wpoldgica. A idéia central do algoritme ¢ de que qualguer vérice (nd) & com graa
de entrada zero pode ser escolhido como primeiro elemento na ordem T. Essencialmente, o algoritmo repete os dois
pirssos seguinles atd que § esteja vazio:

(1) Ache wm vértice N com grau de entrada zero,
(2) Delete Ve suss arestas do grafo 5.

Usamos uma FILA auxiliar para guardar temporariamente todos os vértices com grau 2eno, Apreseniamos o algo-
IO 3 22 Euir,

Algoritmo 8.9: o algoritmo determina oma ordenagio topolagica T de um grafo orientado aciclico 5.
Passo I Ache oo graw de entracda INDEGN) de cada vénice N de 5,
Passo 2 Insira todos os vértices de graw zero em FILA
Passo 3 Repita os Passos 4 ¢ 5 atd gque FILA csteja vazia.
Passo 4 Remova e processe o primeiro vértice N de FILA.
FPasso 5 Repita para cada vizinhanga W do wértice N,
{a) Faga INDEGIM): = INDEGIM) -1,
[Deleta a arcsta de & para M. ]
ity Se INDEG{M) = (0, adicione M na fila.
[Fim dao loop.]
[Fim do lpop do Passe 3.)
Passo & Suia

Exemplo 8.12 Suponha que o Algoritmo 9% ¢ aplicado no grafo § da Figura 9- 16 Obtemos a seguinie seqléncin
de elementos em FILA e seqiéncia de vértices em processomenta:

Vértice B E G | Bn i F c

FILA: GER | DGE DG | FADR FA | LF (5 &

A Flgura 9-18 mosora o grafo £ b medida que cada wm dos wnls primedros vénices, B, E e G, sio deletados de 5. A or-
denapio opoligica T ¢ a segidneia de vértices processados, 1810 £

m BREGDAFCT

A ]

{ay B adeletadio i) E deletasdo, (e G debelaclo,

Fig. -18
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9.10 ALGORITMO DE PODA PARA O CAMINHO MINIMO

Seja (7 um grafo orientado ponderado aciclico. Procuramos o menor caminho entre dois vértices, por exemplo, w e
W, Assumimas que O é fimito @ assim, o cada passo, existe um numers finito de movimentos. Como G & aciclico,
todos 05 caminhos entre & ¢ w podem ser dados por uma d&rvore com rafzes tendo w como raiz. A Figura 9- 1908) enu-
miera wodos 0 caminhos entre & ¢ w no grafo da Figera 9-190a).

Uma maneira de schar o caminbo minimo entre o ¢ w & simplesments computar o comprimento de todos os ca-
minhos da drvore com raizes correspondente. Por ouiro lado, suponha que dois caminhos parciais levem para um
virtice intermedidno v, A pariir deste vérice, precisamos considerar apenas o menor caminho parcial; isto €, poda-
mos a drvore no vértice correspondente ao maior caminho parcial. Este algoritmo de puu:la csbd descrito abaixo.

0 VVANEERPAN
ANAT A AT
N ]

b

Fig. 9-19

Algoritmo de Poda
Este algoritmo determing o caminho minimo entre um vértice & ¢ um vértice w em um grafo orientado ponderado
aciclico . O algoriimo tem as seguintes propriedades;
(] Durante o algoritmo, a cada vérice ¢* de O, 530 associadas duas grandezas:
(1} um nimero £(p) denotando o comprimento minimal do caminhe comente de u para ¢,
(21 wm caminho o) de v para o’ de comprimento £p7.
ib) Inicialmente, fazemos £{n) = 0 e plu) = n. Para qualquer outro vértice p, € feita a atribuicdo inicial £{v) = e
ep i)=&
(¢} Cada passo do algoriimo examina uma aresta ¢ = (1, v) de v’ para v com, digamos, comprimento &, Calcula-
mas £ + k.
{1} Suponha gue £(0) + & < £(v). Entdo, achamos um caminho menor de i para v, Assim, atualizamos:

fw) = vy + k e piv} = ple'jv
(Isto ¢ sempre verdadeiro quando £(p) = ==, isto &, quando visitamos 0 vérice v pela primeim vez.)

(1) Coso contrino, £iv) e piy) nio sio alicrados.
Se nenluma outra aresta niio examinada chegar a v, dizemos que piy) foi determinado,
() O algoritmo termina quando piw) € determinado,
Observagio: A aresta e = (), v) em () 50 pode ser excalhida se o tver sido previamente visitado, isto £, se

Py ® G Além disso, em geral € melhor examinar uma aresta que comega em um vémice o' cujo caminho ple’) ji
fon determinado,

" M.deT. Mo coiginal, praeing, nome usade, por vezes, sem raduiio
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Exemplo .13  Aplicamos ¢ algommo de poda ao grafo & da Figura 9-1%a).

A pardir de w:

A pariir de x:

A partirde o

A puirtie de ¥

A parrir de r:

A partirde 50

A parnie de i

s wirices suvessores sdo x e 7. gue estdo sendo percomidos pela primigira vez, Logo,

{1} Faga fix) = 4. pix) = ux.
(2} Faga €iy) = b, piv) = uy.
{3y PFaga fiz) = 2, plz) = uz,
Mot que plx) e piz) foram determinados.

Ok vérlioes sucessones 480 r, gue eidd sendo percormdio pela primeira vex, & y. Logo,

{1} Fagalir) =4 +4 = B, epir) = plxpr = pxr,
{2y Calcualamos;

fix) + k = 4+ 3 = 7 que nda é menor do que f{y) = 6

Lioga, niio alteramos £0vhe plvi,
Mivte quee ol ¢ fob determinado,

Ok wdrtices sucessones sio f, que esti sendo percomido pela primsina vez, ¢ y. Logo,

(1} Faga £if) = 82+ k=2 5="T, ¢ plrh = pirir = pz.
(2} Caleulamos:

fizh+ & =2+ 3 = 5qoe & menor de que £y = 6
Achamos um caminho menor ¢, pomanto, atealizames £ (vl e wv), isto &, fazemos
iy =f21+ k= Seplv) = plzly = uzy
Apora. iy fiod determinsdo.
s viérloes suoeisoned o x, gue et wndo percormdo pela primeira ver ¢ ¢ Logo,

(1) Faga fis) = f{vp+k =542 =T epis) = plyls = wrys.,
12} Calculamos:

v+ k= 5+ 1 = 6gue é menar do gue (1) = T.
Asabm, modansos £{1) e gi) para:
£iry = £ivh+ 1 = be mi) = plvir = wsw
Agora, g fol determinado.

s vértices sucessoges sie w, que estd sendo percornido pela primeira vez, e 5. Logo,
(1} Faga fiwh = £irj+ 3= 11, ¢ plw) = plriw = wirw,
(2] Calewlamos:

firy+ & =8+ 2= [0que ndo ¢ menor do que £(s) = 7.

Entiio deixnamaos £{5) ¢ ms) inalterndos,
Aporn. pia) Foi deerminado.

O wértice sucessor & w, Calculamos:

sk k=T 3 = |l queé menor do gue £(w) = 11.
Entlio atualizamos £in) @ plw) fazendo:

fiw) = fish+3 = 10 ¢ plw) = plshw = uzyime
O wéfimice swcessor ¢ s Caleulamos:
Fir a4k = 6+ 3 = 0 que & menor dogoe fw) = 1L
Entio atualizamos £w) e plw) fazendo;
fiwd = £(0+3 = 9 plw) = pilw = uzyhw

Agora, piw) foi determinado

O algositime termdiou 4 qoe plw) foi determinado, Paranto,

plw) = wzyiw

& o caminbo minimo de o para w, & Ow) =9
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As arestas examinadas no Exemplo .03 formam a drvore com rafzes da Figura 9-20, Esta € a drvore na Figu-
ra 9= 19(F) que for podada nos vérfices pefiencentes aos caminhos parciais maiores. Ohserve que apenas 13 dos 23
wértices originais da drvore foram verificados,

=/,/ \j
1"/ \Il' ll'/ \t
VAN N\
|

L' w

Fig. 9-20

Problemas Resolvidos

Terminalogia de Grafos
9.1 Consdere o grafo onentado & da Figera 9-21.

2.2

fa}
[k}
(el
()
(e}
]

()
ol
(ol
(e]

Drescreva & formalmende,

Ache todos os caminhos simples de X para 2.

Ache todos os caminhos simples de ¥ para 2,

Ache todos os ciclos em (F,

G ¢ unilateralmente conexo? E fortemente conexo?

O conjunto de vérticss V em quatro virices, & o conjunta de arestas £ tem sele arestas (orientsdas) como a BEguir:

V=X, Y.ZW} ¢ E={[X YLIX.Z)(X WLIY.W),(Z ¥).(Z W), (W.Z)}

Ewistern wrés caminhos simples de X para £ que sBo (X 2 (X W Z e (X ¥, W, &0
Exise spenas um camanho elmples de ¥ para 2, gue & (¥, W, &),
Existe apenas uwm ciclo em G, que & (F, W, Z F),

(¢ & unilateralmente conexn, pois (X, ¥, W, Z) & um caminbs geradorn G nfilo & fortemente comeso, ama vez que ndo
existem caminhos persdores fechados.

X ¥

Fig. 8-21

Considere o grafo orientado & na Figura 9-21.

()
(&)
(el
(el

Ache o grau de entrada e o grau de saida de cada vértice de G,

Ache a lista de sucessores de cada véntice de .

Existem fontes ou sumidouros?

Ache o subgrafo B de & determinado pelo conjuste de véetces Vs (X, ¥, Z).
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4.3

u4

(a]

(h

(ch

i)

Conte o nldmero de arestas lermananida e comegando em um wérice i para oheer, rr.sp::liuummb:, o [1.-'] ed®ir),
[as0 produz os dados:

) (X =0, 4= i(¥]=2 d-lvy (&) =2, d-(py (W] =3

dt(w)(X1=3 4+ (¥i=1, d¥{ph (£ =2, dFip) (W] =1
{Comea csperado, a soma dos graws de entrada ¢ a soma dos graus de saida, cads uma, € lgual a 7, que € o mimero de
aresiig. )
Adiciome o vértice i & listn de sucessores suciu) de w para cada arestn (w, @) em G, 520 produz:

soc(X) =¥, Z. W], suc(¥)=[W], suwc(Z)=[r, W], suc(W) =]z

X & uma fomte, pois nenhuma aresta chega em X, isio &, Jd70X) = 0. Mo existem sumidownos, j4 que wodo vérice & o
ponbe inicial de uma anesta, 20 &, wim graw de saida ndo muko

Considere o conjuma £ conssstindo em todas as arestas de G cujos pontos finais estejam em V7, Isto nos di E' =
(LK, ¥ X, Z, 0, K.

Considere o grafo oriemado da Figura 9-22.
(a} Ache dois caminhos de o, para v,

(h
el
Fi]

()
il

a = (g, va, by, vy € um tal caminho?

Ache tedos 0s ciclos em & que incloem o,
0 & unilateralmente conexn?
Um camintsn simples & um caminho em que iodos os vértices sio distimos, Logo, (v, e, 0] e (e, a0, vy, 205,05 580

dids caminbos simples de » parae,. A seqiléncin i niio ¢ nem mesmo wm cami-
tiho, 38 que a aresta umindo @, o Fy nilo inicia em iy

Existem dois ciclos: (2, 0y, pa, e ) @ (0, g, 2g, 07y, s, 2 L
& ¢ unilaternlmende conexe, pois [y, &3, 000, 05, 0, 0] & um camdmho gerader. & ndo € foremente conexo, j4 que
nl calane camacho gerador fechada,

L] Fi

Li] M

Fig. 922

Comsibere o grafo orientado da Figura 9-22.

ferl
(b}

{ax}

L]

Ache a lista de sucessores de cada vérice de
Existem fontes em 7 Algam sumibdouroe?

Adhicrone o wértioe i lista de sucessores de u, suciu), para cada aresia (u, ¢ em &, [sso nos da:

suc (g ) = [ty 0], suc(pa) = (o), suc(m) = e,
suc (g} = &, sue (eg) = [l s {pg) = [y, 0]

(Coms esperade, o namern de sucessores & igual a %, que ¢ o mimeno de anestas. )

Nio existem fontes, uma vez que iodo winice ¢ o poato final de alguma sresn, Apenas v, & um ssmidouro, pois pe-
nhuma aresta inicin em ¢y, iste d, suc (py) = &, 0 conjumo vadio,
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0.5

.6

Conssdere o seguinte grafo orientado
ViG)={a.bedef g}

E(G) = {{a,a), (b.e).{a,e), (e.b), (g.c). (@ e), (d.F), (d. ). (2g.2)}

() ldentifigue todos os lagos & arestas paralelas,

(b} Existem fontes em &7

(e Existem sumidouncs em G7

(d}  Ache o subzrafo H de & determinado pelo conjunio de wérbces V' = [a, b, o, d).

(i Um lago & uma aresta com ponlos imcial e fimal iguans. Portantae, (o, a) e (g, ghsio lagos, Duas areslas ﬁn-pnﬂ.'l-:l.;
se elus 1Em os mesmos ponlos inicial e final, Enilo, (a, #) e (@, &) sio arestas parnbslas,

(b} D wértice d € uma fomie, ji que nemhuma aresin termina em d, isto &, J ndo aparece come segundo clemerto cm s
nhuma aresia. Nio existem owras fones.

(e} Ambie, ce f sio sumelouras, pons nenhuma areda comesa em o ou f, 1510 €, nem ¢ nem [ aparecem como primei
elemento em gualgquer aresta. Mo exisiem outros sumidouros,

(dh  Seja £ o conjumo de odas as arestas de (f com poatas finais em V' o= {a, b, o, d]. lssonos di E'= [(a, a), i@, &
Entila i = H{1", EN,

Seja & o grafo orientado com vértices V&) = |a. b, ¢, d, e]. ¢ considere a sepuinte lista de sweessores:
suc{a) = [b,¢], suc (B = &, suc (¢) = [d,
suc (d) = [a, b, g, suc (e) = @

(ay  Liste as aresias de G (0 € deserminado pela sus lista de sucessoresT)
by G é frucaments conexo”? Unilateralmente conexo?

(@) Desenhe uma aresia (x, v} sempre que v £ socix)h. Iso db:
EG) = {{a, b)), {a, ), (e, d), (eae), 1, a), (d, B, (d, e}

(b1 Coms e e sdo sumdounas, abo existe caminbo de b para e ou de ¢ para b Logo, € nio € nem anilateralments ne;
fomements conexo, Entretanto, O & fracamente conexo, j que (o, @, &, d, €3 & um semicaminho gerador,

Arvores com Ralzes e Arvores Ovrdenadas com Raizes

0.7

Considers a drvore com rafzes Tda Figurs 9-23,

() Identifique o caminhe o da raiz B para cada um dos vérices seguintes ¢ ache o nimero de nivel o do vén
ce (i) =y dii) F; i M.

ik}  Ache os irmios’ de E.

(c)]  Ache as follas de T.

" MN.deT. Noariginal, sibiimgs.
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9.8

(i) Liste os vértices no precurso ac longoe da drvore o partir de £ na direglo dos vértices, O mimeere de wirices diferen-

tes e £ & oo namero de nivel.

Mia=RACH ,n=3 nNo= |8 8F),n= * [:iijl o= iﬂ. S LML n =4

() D= irmdos de £ sio Fe O, Jlgue m o mesmo pai B,
(€1 As folhas sio vémices sem filhos, 190 é, i, L8 0, K MN,

Considere a seguinte siluagio, ipica no munde dos negidcios, Uma companhia que vende seus produtos em duas
grandes regides peognificas estd plancjando imroduzir um novo produto. O peecedimento normal para iirodocio
de produios € descrito a seguir, Pameiramente, o produto & inroduzido em uma regidio de 1ese de mercado bem pe-
guenn na regido 1. Se fracassar, & descontinuado; e for bem-secedido, € introdurido na regido L Se o produto for
wm sucesso na regido 1, & introduzido em toda a regiio 11, se ndo, £ introduzido em um pequens mercado de teste
na regido 11, De novo, se for bem-sucedido, € introduzide em toda a regilo. Use uma drvore para identificar todas
as possibilidades para a iniredugio do produto.

A possibilidades sio descrifas pela firvore nn Figura 9-24. Existem quatro possibilidades, como indicado pelos ques-
tro ramaos f partir da raiz abé as folhas da drvore {onde o raiz, agora, estd b esquerda da drvore )

{1} O produte ndo tem sucesse na primeira regilio pequena pora teste de mercado da regiflo | ¢ € descontinuado.

{23 O produto & bem recebido na primeir feeibo pequeena para eshe de mercado, ¢ bem recebidio na regido 1, e & tins-
durdo na regido 11

{3} O produte & bem recebido na primeira regifio pequena para tesse de mercado, mas nfio ¢ bem recebido na regilio 1. E
Lestado e um peqgueno mercado de 1esle na regido 1, abo ¢ bem sacedido & ¢ descontinuada,

4) O produte & bem-sucedido no primeiro mercado de teste pequena mas ndc € bem recebido na regilio 1, E testado em
wm pequeno mercado pa regido I & bem recebido ¢ ¢ imroduzido nesta regifio,

Regibo 11

Pequens
regido 1

Desconlinaade Descontinusdo

Fig. 8-24

9.9 A Figura 9-25 mosira uma drvore ordensds com raizes T cujos vénices 330 rottlados usando o sistema de endere-

camento upiversal, Ache a ordem lexicogrifica dos enderegos da drvore T,

Camo uma drvore ordenada com rafzes T ¢ normalments desenhada de ial modo que as arestas sio ordenadas da es-
querda para a dirgita, como na Figura 9-25, a ondem besboogrifics pode ser obtida bendo verticalmente o ramo niais i s
querda, depois o segundo ramo da esquendz, e assim por diante, Conseqilentemente, lendo o ramo da extrema esquerda
de clma pars baing, sbicimom;

@4, 1, 1.1, LLI

O prosimo ramo € 1.2; assim, inserimos 1.2 na lista parn obter

o1, 11, 1, 1.2
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Analogamente, o proxin ramo acrescena
1.3, L3l LEL]
i moasa list. Procedendo desta maneira, oboemos:
a, 1, LI, LI, BEOL3 LA, 1AL, 13, 2, 2,

ii-d
-d
=
B
=

Fig. 9-25

910 Conswdere o8 seguintes enderegos que estio em ordem aleatdna:

1, 221, 32, 2211, LLI, 0, 21, 32.LIL
3, 031, 22, 201, 321, LI, 3212, 2, L2

(a) Coloque os enderegos em ordem lexicografica.
by Desenhe o drvore ordenada com rafzes comespondente,

(a) A ordem bexscogrifica dos endenegos ¢ a seguine:

g, L. LI, LLE LLZ 24, A1, L1, 22, 221,
22010, 3 31, 3 31, 3L, 3z

(b1 Paradeserhas a &rvore T associada com a ondem lexboogrifica dada, iriche com o ramo mals i esquenda, depais odi-
CIONE & FAMO Maks praximo, ¢ assim por deante, Depoas desenhe a raiz O, mmificando pars | . ramificando para 1.1,
e depois para 11,1 Como 2 nio € sucessor de 111 na drvore, ¢ o infcio do ramo seguinte, qued 2, 21, 211, Con-
tinaandn destn forma. ohiém-se 5 drvore da Figura 9-26.




CapimuLn 8 * GrAsros Orenmioce 266

Raprasentacdo Seqlencial de Grafos
911 Considere o grafo & da Figura 9-21. Suponha que os vériices estio armazenados na memdna em um array DATA
CONTHY A SEEIr:
DATA: X, V. £ W

(o) Ache a matniz de sdjncéncias A do grafo .
(b} Ache o matriz de caminhos £ de & usando poténcios da matriz de adjacdncias A.
() & é fonemente conexo”

(el 05 virtices (Bda) <50 ordenadoes, nofmalmente, de aconda Com o MAREIES SO qe APERecem na menmdoa: 1506, as.
sumimaos vy = X, 0= F, vy =2 vy = WA matriz de odjacéncins A de & £

===

| 1
i I
I !
] 0

e =

Aqui, gy = 1 se existe uma aresta de ) para V)] caso contrine, a; =

(k) Como G lem qualso vérsces, compate A7, A%, 4% e By = 4+ 45+ 47 + 4%

0112 01 2 3
(oo 1o : o1 e
"I-ﬂ'l'.lil d_ﬂlll

g 1 o1 g o1 1

00223 008 6 &
« o001 NI
A=y 11 2 Bi=1p 33 3

w1 11 n 2 3 %

A matriz de caminhos P ¢ entio obtida fazendo p, = | sempre que ocorre um clemeno no nulo na matriz 8,

=
li
=== ]

1§ 1
1 1 1
11
| I
(¢ A mame di camanhos mosir gl o exisle caminhe de Iy pdra u,. [} falo, ado exste camanho de nenbum nd par

v, Partants, £ ndo & fortemende conexo,

9.12 Considere a mairiz de adjacéncias A do grafo G da Figura 9-21 obtida no Problema 9.11. Ache a matriz de cami-
nhos Fde & wsando o algoritmo de Warshall e ver das potdncias de A,

Compule as matnizes &, P P, Pye Py, onde inicialmente Py = A e
Fulid] = Py [E A W (P[] A Py [, 5]
Tt &,

Pulifl =1 1 Polidl=1 ouambes & [ =1 & Pralkdl =1
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.13

.14

Entfio:
0111 O
oo o0 oo o0l
P=lo v o Blo 1 o
001 o/ o0
LU I T I A
000l N R
P=lo v o|" ®=lo 1 11
o1 U

Chserve que %, = P = Py = A, As mudangas em P, ocormem pelas seguintes mzbes:

P42y =1 porque P43 =1 & P32=1
P44 =1 pomue P43 =1 ¢ Pld)=1

As msdangas em P, ocorrem de modo andloge. A mainz F, € o matriz de caminhos requerida parm o grafo G,

Desenhe uma representagdo grafica de um grafo ponderado G que & mantido na memdana pelo arngy de vértices
DATA, descrito a seguir, ¢ a matriz de pesos Wi

DATA: X, Y.5, T2 W=

= ka a3
oo ==
[ = WY
== THRC S =}

O grifico aparece na Figura 9-27. Os wimnices s5o ronalados pelos elementos em DATA. Além disso, se w,; # 0, exis-
e upa aresta de B PFL 2, COTE PO wy. (Astumimis v = X, oy = Fopy = 5 vy = T, que € a ordem em que o5 vérdi-
ces aparecem em DWTA)

Fig. 8-27

Prove a Proposiciio 9.4 seja A 0 matriz de adjacéncias de um grafo G. Entio, (i, /). 0 elemento na posigio ij da
matriz A”, informa o nimero de caminhos de comprimento K de v, para ¥

A demonstragio € feita por inducdo sobre K. Note primeiramente que um caminho de comprimento | de v, paray, é
precisaments uma aresta (v, v, ). Pela definigiio da matriz de adjacéncias A, a;(f, /) = a; € o numero de anestas de v, para
v, Poranto, a propasicio ¢ verdadeira para K = 1.

Suponba K > 1. { Assuma gque &7 tem m nds,} Como A% = 454,

aglifh =¥ ag_ (i, 5ay(5.)
el
Porimdugho, ay. (i, £] da o namern de caminhos de comprimento K - | de v para & & a (5, §] dd o mimeno de caminhos
de comprimento 1 dew, para v, Portanto, ag U8 (50) dd o mimene de caminhos de comprimento & de v, P & Ok
de v, & o pendltimo nd. Logo, wdos of caminhos de comprimento K de #, para @, podem ser obtidos somando

@ -y (h 2)ay (2, ) para wodo 5. 1500 &, g (i, /) € 0 mimero de caminhos de comprimento & de v, parn ¢, Assim, a proposi-
G0 sl provada.
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Representagao Ligada de Grafos

915 Um grafo ponderade O com seis vértices A, B, ..., F estd armazenado na memdna usondo uma representachio liga-
da com um arquivo de vértices e um arguive de arestas como na Figura 9-28,
(i) Liste o6 vértices na ordem em que eles aparccem na memdria,
k) Ache a lista de sucessores sucly) da cada vérice i,

Arquivn de vémiess
1 ¥ % 4 5 & T =
VERTICE [ D | 1B |F | 4 C|E
START =
PROX-V| 7| 11[5 |0 8|4
FTR 4 | 0| & 1 1
Arguive de amestas
1 3 4 &5 & 7T R 9 0
TN BE| 5| % 55|13 1|7
TERM-V] 1| 2| 7 (01 i | &
PROX-A| 0 | 5 | 7 a2 a 0| o
PESD 34| 2 & | 3|1 1|85
Fig. 8-28

{a) Como START = 3, alista comega com o vértice 8. Depois, PROX-Y nos manda para (I, depads TIC), depois
B E), depois HF ), e entde SIA); isio £,

BoD O, E F A
(B Adqui, sucid] =[ WD), HF). WEY = [D, F, B]. Especificamente, PTR[S(A)] = 6 e TERM-V]6] = Hd) nos diz que
guelA) comega com . Depods, PROX-A[6] = 2 & TERM-V[2] = 4(F) nos diz gue F & o prdsimo vériice em swolA L.

Depais, PROX-A[Z] = 5 ¢ TERM-V[3] = 3(B) nos diz que B € o proxsima vértios em sucid). Entretanto, PROX-
Al5] = 0 nos diz que nfio existern mais socessores de A, Analogamenie,

suc (8= [C, 0],  suci(C)=|E, sm{D)=E£ sul(E) =0
Ademiais, suclFy = &, jd que FTR[4(F)]. Em outras palavras,

G o= [A4DFE OECD CE DE ED FE)

916 Considere o prafo penderado & cuja representagio ligada aparece na Figura 928, Desenhe o grifico de G,

Ulse a lista de sucessores obtida no Problemi 9: 160600 & o5 pesos das ansstas no angoive de arestas na Figar 9-28 pa-
r desenbar o gréfico de & da Figuns %25,

Fig. 9-20

917 Suponha que um grafo & seja dodo pela seguinie tabela:
=¥V 2 W. Y'Y YW, ZZ W. W:2Z
(g} Ache o ndmero de vérices ¢ arcsias em .

(b} Existem fontes ou sumidouwros?
() Dhesenhe o grilico de .
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Arguivo do anslas
1 2 3 4 5 & T B 9 IO
NUM 103 | 106 | 201] 203|204/ 301|305 208 | 402 |
ORIG 1|5 | 224/ 4]3 6|7
I¥EXT S|l | 3[4 2 7| 6|2]|35
PROX-A| O |0 | 4| B |6 O|0D|0|D

Fig. 9-32 (2 de 2)

820 Claromente, 05 dodos no Problema .18 podem ser armazenados eficientements em um arguive no qual cada regis-
Cro conbém apends inds campaos:

Nibmero do v, Cidade de ongem,  Cidade de desting
Entretanto, s2 existirem muilos, muitos vios, uma representacio como esla ndo vai responder facilmente s seguin-
tes perguntas usuais:
iy  Exste gm vio direeo da cidsde X para a cidade ¥
iy Podese \wdncidml:xpumncidmk ¥?
(i Cual & a rota mais direta {menor ndmere de escalas) da cidade X para a cidade 7

Mostre como a resposta, por exemplo, ade (i), pode ficar mals facilmente disponivel se os dados forem armanena-
ok e meerdria usando a representagio ligada de um grafo como na Fgura 9-32.

Uma mancira de responder (1) ¢ vsar um algoriosoe de busca em largara ou em profundidade para decidir se a cida-
de Vi aleancivel a partir da cidade X Esses algoriimos reguenem lisas de adpseéncias que podem ser obtidas facalmente

a partir da representagiio ligado do grafo, mas niio da represeniagiio acima, que usa apenns irés campos

Froblemas Variados
.21 Desenhe o multigrafo & comespondents & matriz de adjacEncias seguinte, cujos elementos sdo inteircs ndo ne-
Eativos.

(=1 ==
[ e ]
]
_lgl_ll_l.

Como A & uma mariz 4 = 4, O tem quatno vertices, &y, 4y, s, vy Para cada elemento g, desenhe o arcos (arestas
orientadas) do wnice &y para o vértios v, para obter o grafo da Figura 9-33.
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922 Considers o grafio orientado scéclico 5 da Figura 9-34. Ache todas as possivels ordenaghes topoldgicas de 5.
Existem quatro possiveis ondensgbes topoldgicas de 5. Especificamente, coda ordensghio T deve iniciar com a ou b,
lerminar com & ou f, & ¢ e f devemn ser, 'r:q'r:l:ti'l.'lm:rlz, o BErCEIrD & quarto elementos, As queatro ordenagies sfin:
T =labedef]. Ty=|baed, e )]
Ti=labed f e, Ty=bac.d i, el

Fig. 9-34

Problemas Complemeantares
Terminclogia de Grafos

9.23 Conauders o gralo 7 da Figurs 335,
fa}  Ache o grao de eniradn & o graw de saids de coda vémice,
(8} Existemn fomtes ou sumidounos?
(el Ache wodos o caminhos de v, pars e,
(el Ache wodos os caclos em {0
(e)  Ache iodos os caminhos de comprimemo menos o0 igueal & 3 de o, paraz,
(1 G é unilateralmente conexo? Fortemente conexo?

¥y ¥y ¥i i
7y Ty

Uy

Ty Wy Ty L) ¥y
Flig. 9-35 Fig. 9-36

924 Conswlere o grafo & da Figura 9-36
(@) Existem fontes o sumidouros?
() Ache todos os caminhos de ) para v,
()l Ache wm caminho que ndo seja simples de v, paraw,,
(d)  Ache todes os ciclos em & que incluem v,

9.25 Considere o grafo F na Figura 9-34,
fap  Ache sucip ), =g (b, sue (i), s0e (i),
By Ache um subgrafo B de & gerado poe: () {17, 09, 09,00 0 () o, ey, 1, 191,
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D44

045

B46

247

48

Repita o Problema 9-43 para a tabela:
O=[40; BC, CE DB DE EA|

Bepita o Problema 943 para a tabela:
G=|48CD0F BE C@F D EBDG FDG GO

Suponha que a Friendly Airways tenha oito wios didgrios atendendn as seie cidades Adlonda. Bosion, Chicago, Denver,
Hoaston, Filadélfia & Washington, Suponba que os dados sobre o vios estejam guardados nin memdisia como na Figura
Q44 ista &, usando uma representacho ligada onde as cidsdes e sios aparecem em om array linear ordenado, Desenhe
um grafis orentado rmtulado G descrevendo os dados.

a5y | e
LJ L= S

1 2
Ci )4 &
1 2

1]

(KR L2301 )6 6
EST 13|66l T|3
PRON-A1 4 | D O D] & O

-

WUM (100 10X | 301) 203 )| 203 | 300 ) 30z
T
a--
0

a&-l—hﬁ =

Fig. 9-44

Usando os dados ra Figura 9-44, esereva uma rotina com dados de entrada C1D X & CID F que &ha o simene do v di-
redo da cidade X para a cidade ¥, se existir. Teste a rotina usando come dados:

(a) X = Aglanta, ¥ = Filadélfin: (&) X = Filsdélfia, ¥ =Atlantn;  (c) X = Houston, ¥ = Chicago; (d) X = Washing-
tom, ¥ = Chicagn,

Usancho os dadod s Figura 9-44, escreva witia poling coom dades de entrada C10 X ¢ CID ¥ gue acha a rota mais direta (me-
nor pimend de escalas) da cidade X para a cadade ¥, se existir. Teste o roting wsando os dados do Problema .47,

FProblermas Variados

D49

.50

Use o algoriumo de poda para achar o menor caminho de 5 para raa Figura 9-45.

Fig. 9-45

Ache uma ordenagio topoldgica T de cada um dos seguintes grafos:

W & = [4Z BT, OB D XD YX, ZBYX. 5CZ &
) G = [4XZ BA CST. DY, XST V& 2@ 5Y;, 70
€ ¢ = [&CF BT.Z CE BE DA YA ZX Y, 55 TF]
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10.2

INTRODUGCAO

A drvore bindria & uma estrulura fundamental em matemdtica e cidqncia da computagio. Uma parte da terming-
logia usada para drvores com rafzes, como, por exemplo, areste, caminho, ramo, folha, profundidade e ndmero
de nivel, também serd usada para &rvores bindrias, Entretanto, usaremos o termo “nd” no lugar de “vériice” pa-
ra Arvores bindnas. Enfatizamos que uma drvore bindna ngo € am caso especial de drvore com raiz; s&o objetos
matemiticos diferentes.

ARVORES BINARIAS

Uma drvore bingdria T ¢ definida como um conjunto finito de elementos, denominados mes, tais gue:

(1) Tévazio (chamado drvore rula ou drvore vazia) ou
(2 T contém um nd diferenciado K, denominado a raiz de T, @ 0s outros wos de T formam um par ordenado de 4r-
vores bindirias disjuntas T, e T..

Se Toontém uma raiz £, a8 duas drvores T, e T, sio chamadas, respectivamente, de subdrvores esguerda e direita
de R. Se T, € ndo vieia, entdo sua raiz € chamada de sucessona esquerda de R; analogamente, se T, ¢ ndo vazia, sua
raiz ¢ dita sucessora direita de K.

A definigio acima de uma drvore bindria ¢ recursiva, pois T € definida em termos de subdrvores bindrias T, ¢
T.. lswo quer dizer, em particular, que todo né & de T contém uma subdrvore direita ¢ uoma subdrvore esquerda, po-
dendo, cada uma delas ou ambas, serem vazias. Logo, twodo nd N em T fem 2er0, wm ou dois sucessores. Um nd sem
sucessores & dito um ad ferminal. Portanio, a5 duss subdreares de um nd terminal sio vaeias.

Representacdo Grifica de uma Arvore Bindria
Uimia dirvore bindria T é fregiientemenie representada por um diagrama chamado de representapdo grdfica de T, Es-
pecificamente, o dingrama da Figura 10-1 representa uma drvore bindria com as seguintes propriedades:
() Tconsiste em 11 nds, representados pelas letras A a L, éxcluido [
(i) A raizde T'éond A, no topo de diagrama,
(i) Uma linha descendente a partir de um nd N, inclinada para a esquerda, indica um sucessor i csquerda de N
uma linha descendente a partir de um né N, inclinada para a direita, indica um sucessor i direita de N.
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{a) Arvore bindria T ) 2-drvome estendida
Fig.10-5 Conversdo de uma dnvone bindria T am uma frvore esfendida.

10.4 REPRESENTAGAO DE ARVORES BINARIAS NA MEMORIA

Seja T uma drvore bindria. Esta seqfo discute duas maneiras de representar T na memdria. A primeira, & mais co-
mum, ¢ chamada de representagio ligada de T e ¢ andloga & maneira pela qual as listas ligadas sho representadas na
memdria. A segunda maneira, que utiliza um dnico array, € chamada de representag@o seqiencial de T, O requisi-
1o principal de qualquer represemtacho de T ¢ de que & necessdrio ter acesso direto & raiz B de T e, também, dado
qualguer nd & de T, € preciso ter acesso direto aos filhos de &

Representagdo Ligada de Arvores Bindrias

Considere uma grvore bindria T, A menos que especificagio em contririo scja feita ou esteja implicita, T serd guar-
doda na memdria por meio de uma representagdo lgada que wsa rés arrays paralelos, INFO, ESQ e DIE, € um
ponteiro RALE, como descrito a seguir. Primetramente, cada né N de T comesponderi a wma posigdo & tal que:

(1 INFO[K] contém os dados no ndg A
(2} ESQIK] contém a posigio do filho esguendo do ad ¥
(3 DIR[K] comém a posiclo do filho direito do nd V.

Além disso, RAIZ contém a posigio da raiz B de T. Se alguma subdrvore estiver vazia, o ponieiro correspondente
conterd o valor nulo; se a propria drvore T estiver vazia, BALZ conterd o valor nulo,

Observagio 1: A maiona dos nossos exemplos mostrard um dnico item de informagiio em cada d & de uma
drvore T, Em aplicagdes priticas, um registro inteiro pode ser armazenado no nd N, Em outras palavras, INFO po-
de zer, de fate, um greay linear de registros ou uma colegio de arryvs paralelos,

Observagho 2:  Cualquer enderego invdlido pode ser escolhido para ponteiro nulo, denotado por MUL, Ma
pritica, 0 ou nimeros negativos sio usados para NUL.

Exgmpio 10.2 Considere a &rvore bisdria I da Figara 10-1. Um diagrama esquem:ditios de ama representagio H-
gila de= T aparece na Figura 16, Observe que cada nd esti desephado com trés camipos, e as subfirvores wzins s3o
desenhadas usando = para elementos nukos. A Figura 10-7 mostra como esta representsgio ligada de T pode aparccer
fi e, onde USamos orrayve vemecals em vez de honizomals por convenncia di notagio, Note que BALEZ = 5,
apinta para INFO[S] = A, dgue A € araiz de T, Além disse, note que ESQ[5] =10 aponta para INFO[ 0] = & ji
que i € o filho esquerdo de A, ¢ DIR[3] = 2 aponta para INFO[2] = C, jd que C ¢ o filho direio de A. A escolha de
18 glemenios para 05 arnres ¢ arbiirinia.
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Fig. 10-7

Representagio Seqiiencial de Arvores Bindrias

Suponha que T ¢ uma drvore bindria completa on quase completa, Entfio, existe uma maneira eficiente de manter T

na memidria denominada represendagdo segiiencial de T. Essa representacio utiliza apenas um dnico arvay lingar

ARVORE juntamente com um ponteiro varidvel FIM, como descrito a seguir.

() Aoraiz B de Té armazensdn em ARVORE[1].

(5} Seum né N ocupa ARVORE[K], entio seu filho esquerdo ¢ armazenado em ARVORE[2 = K], e seu filho di-
reito ¢ armazenado em ARVORE2 « K + 1]

(el FIM contém a posigio do dltimo nd de T,

Além disso, o nd N em ARVORE[K] contém uma subdrvore esquerda ou direita vazia, dependendo de 2« K o
2# K + | ser masor do que FIM, ou ARVORE[2? = K] ou ARVORE 2 « K + 1] conter o valor NUL.

A representacio seqliencial de uma drvere bindria T, na Figura 10-8(a), aparece na Figura 10-8(b). Observe que
necessilamos de 14 posigbes no array ARVORE apesar de T ter apenas nove nis. Em geral, a representagio seqiien-

cial de uma drvore de profundidade o usard um array com aproximadamente 2° elementos. Conseqlientemente, es-
@ represeniagiio sommalmente & posco eficients, a menos que, como observado acima, a drvore bindra seja com-
pleta ou quase completa. Por exemplo, & drvore T da Figura 10-1 tem 11 nds e profundidade 5, 0 que significa que

serd necessino um arngy com aproximadamente 2= 32 elementos.
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10.6 ARVORES BINARIAS DE BUSCA

Esta secdio discute uma das estraturas de dados mais importantes em ciéncia da computagio, a drvore bindria de

busca. Essa estruturn permite procurar e localizar um elemento com um tempo de processamento de fin) = O

(log, w). onde i € o mimero de itens de dados. Também permite excluir @ inserir clementos com facilidade. Essa es-

Lrutura COnIrasty Com & Seguintes esirulras:

() Arravs lineares ordenados:  Aqui € possivel procurar ¢ localizar um elemenio com empo de processamento
miédio de fin) = O (log, a). Entretanio, & custoso inserir ¢ excluir elementos, ji que, em média, isso emvolve o
movimento de Qin) clementos.

(B Listas ligadas:  Aqui, pode-se facilmenie inserir e excluir elemenios. Entretanio, € cusioso procurar ¢ achar
um clemenio, uma vez que ¢ necessiano usar uma busca linear com tempo de processamento find = ().

Embora cada nd em uma drvore bindria de busca possa conter um regisiro completo de dados, a definigio da
drvore depende de um campo dado cujos valores sio distinios ¢ podem extar ordenados,

Definicio:  Suponha que T ¢ uma drvore bindnia, Entdo, T ¢ dita uma drvore bindria de busca se coda nd N de T
tem a seguinte propriedode:

O valor de & € maior de que qualquer valor na subdrvore esguerda de W e & menor do que
quadguer valor na subdrvore direita de N,

Niio ¢ dificil entender que a propriedade acima garante que o percurso em em-ordem de T produzird uma lista
ordenada dos elementos de T,

Observagio: A definicio dada acima para uma drvore bindria de busca assume que todos os valores dos nis
&0 dhstintos. Existe uma definicio andloga para uma drvore bindna de busca T que admite duplicagdes, isto &, em
que coda nd N tem as seguintes propricdades:

() Nz M pars todo nd M em uma subirvore esquerda de N,
(b N = M para todo nd M em uma subdrvore direita de N,

Cruando esta definigio ¢ usada, as operagdes discutidos abaixo podem ser mudadas de forma compativel.

ExemploT0.5 A drvore bindria T da Figara 10-1 1) & winsa drvore bindria de busca. Tswo & 1odo oo W em T excede
pualguer namers nE sua sehdrvone esgquenda @ € menor do gue gqualgoer mimere na sua sabdrvere direin. El.rp-nnhq
que 23 sajn substituido por 35, Mesle casa, T continuaria a ser uma d&rvore bindria de buesca. Por come lado, suponha
que 23 sejo substituido por 40, Enido, T deisaria de ser uma dryvore hil‘l.ﬁl'iﬂd::':l'lll.l.il:ﬂ..jd. ql.l:-l{r:ﬁl.riu il suhiirvone

VAV NN

AORNT AT

/ i .
il

(4] (& (ch

Fig. 10-11
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(a) Localizagio e insergdo em wma drvore bindrie de busea: O algoritmo a seguir & proprio para localizagio e
inserciko em uma drvone hindria de busca.

Algoritmo 10.6A: S&0 dados uma drvore bindria de busca T e um ITEM de informagdo. O algoritmo acha a
localizagiko de ITEM em T ou insere ITEM como um novo ad,

Pazze | Compare ITEM com a ralz ¥ da drvore,
im) Se ITEM < N, siga para o filho esquerdo de N,
(b} Se ITEM = N, siga para o filho direiio de N,
Passo 2 Fepita o Passo 1 até que uma das opgbes seguinies ooomis
i@} Encontrou-se um nd N tal que ITEM = N. Neste caso, a busca foi bem-sucedida.
(b  Encontrou-se wma subdicvore vazia, que indica que nio ocorren a localizagdo, Insira ITEM no lu-
gar da subdrvore vazia.
Passe 3 Sma,

Exemplo 108 Considere a drvore bindria de busca T da Figura 101 1{a). Suponha gue seja dado ITEM = e
que guedramos localizar ow inserir ITEM em T. Sinwlando o Algoritme 10064, chiemos os seguinies passos:

(1) Compare ITEM = X} com araiz B = 38, Como 20 < 38, siga para o filboe esquerdo de 38, que & 14,

(21 Compare ITEM = 20 com 14, Coma 200> 14, siga para o filho direno de 14, que € 23,

(3 Compare ITEM = 20 com 23. Come 20 = 23, siga para o filho esquendo de 23, que € 18,

(41 Compare ITEM = X com 1B Como 20 = 18, ¢ 18 ndo tem filkoe direito, insira 20 coma filhe direito de 18,

A Figura 10- 1 1{E) mosira a mova drvore com [TEM = 20himserido, O caminho percorrido pelo algoritmo foi cir-
cundads,

ia) Exclusdo em wma drvore bindria de busea: O algoritmo a seguir deleta um ITEM dado de uma drvore bind-
ria de busca T usa o algoritmo 10.6A para localizar ITEM em T

Algoritmo 10.6B: 540 dados uma drvore bindria Te um [TEM de informagio. FIV) denota o pai de um nd
N, & S{N) denota o sucessor em-ordem de N. O algoritmo deleta ITEM de T

Passo I Use o Algoritmo 10,64 para localizar o nd N que contém ITEM ¢ mantenha o percurso até a posigio
do i pai PN (5e ITEM ndo estiver em T, pare ¢ s}
Passo 2 Deermine o ndmero de filhos de V. Existem trés casos:
@) N nidovem filhos, Vé deletado de T simplesmente substimindo a posicdo de N no nd pai PIN) pe-
Lo ponteire mula,
(b N tem exatamente um filho M. N é deletado de T substivinde a posigio de N no nd pai PIN) pe-
la posigio de M. (Iss0 substitui N por M.}
(e} N em dois filhos.
{i} Ache o sucessor em-ordem SNV} de V.
(Meste caso, SOV ndo tem filho esquerdo.)
(i) Delete SOV de T usando (@) ou (b).
(i) Substitua N por SN em T
Passo 3 Saia,

Observagior  Observe que o caso (i) do passo He) € mais complicado que os dois primeiros casos. O suces-
sor em-ordem SN} de & € achado como descrito a seguir. Partindo do nd N, mova-se & direita para o filho direio
de N, ¢ depois mova-se b esquerda, sucessivamente, abé encontrar um nd M que nio tenha Glho esquendo, O no M
& 0 sucessor em-ondem SV de V.
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() Represemtagdo seqiiencial
Fig. 10-12

(@) ARVORE[]) € araiz K de H.

(b} ARNVORE[ZK] ¢ ARNVOREIZE + 1] 530 05 filhos esquerdo e direito de ARVORE[K].

() A varidwvel FIM = 20 indica o dltimo elemento de H.

{d) O pai de gualguer nd, ARVORELS], diferente da raiz, € o nd ARVORE[S + 2] {onde J + 2 significa divisio
inteirm).
Observe que os nds de H do mesmo nivel aparecem, um apds o outro, no array ARVORE. A escolha de 30 po-

siphes para ARVORE € arbitrdria.

(@) Insergdo em uma heap: O algoritmo seguinte insere um ITEM de informagdo dado em uma heap H.

Algoritmo 10.7A: 530 dados uma keap i e um nevo ITEM, O algontme insere ITEM em #.

Pazse I Junte ITEM ao final de # de tal modo gue B continue a ser uma dgrvore completa, mas niio necessi-
namente uma Aeap.

Pazzsa 2 ("Reheap”™) Deine ITEM “subis™ até o seu “lugar apropriado” em H de wal modo que i seja uma heap.

() Compare ITEM com seu pm FITEMY), se ITEM > FITEM), troque as posigdes de ITEM ¢
PIITEM).

(#) Repita (a) sté que ITEM = FIITTEM).
Pasza 3 Saia

Observaglio:  F possivel verificar gue o algoritmo acima sempre produz uma keap ao final. Nao & dificil per-
ceber esse fato, & deixamos sua verificagio oo keitos.

Exemnpla 10.8 Considere a heap A da Figara 10-12, Suponha qiee queremos inseric ITTEM = 70 em /., Simulan-
da o Algoritmo 107 A, primeramente justamas ITEM como dliimo elemento da drvore completa; iso &, fazemos
ARVORE[21] = Td e FIM = 21, Entda, voltamos & constner ama Aeag, isto &, fapemos [TEM “subir até uma posi-
o aproprizda como a seguin

(1) Compare ITEM = T0 com sew pai 48. Como M0 > 48, rocamos 0 com 48,

(21 Compare ITEM = 70 com sew nove pai 55, Como T0 = 55, trocamas 70 com 55,
(31 Compare ITEM = T com seu pai BB, Comio 70 « 88, ITEM = 70 chegou ao bocal apropriade em .
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10.8
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Fig. 10-14

Complexidade de Algoritmos para Heaps

Seja H uma keap com n nés. Como H € uma drvore completa, J = log, », onde 4 € a profundidade de H. 0 Al-
goritmo 10,7A nos diz para deixar ITEM percorrer “drvore acima”, nivel por nivel, até achar seu lugar apropria-
doem A, O algoritmo 10,7B nos diz para deixar o dltimo nd original, L, percorrer “drvore sbaixo”, nivel por ni-
vel, até encontrar sew lugar apropriado em &. Em qualquer um dos casos o ndmero de movimentos nio pode ex-
ceder a profundidade d de H. Logo, o iempo de processamento fin) de qualguer um dos dois algoritmos & bem
curto; especificamente, fin) = {log, n). Conseglientements, uma heap & uma maneira bem mais eficiente de
implementar uma fila de prioridades § comparada tanto ao @rray linear quanio ao array lincar ordenado, men-
cionados no infcio da segdio,

COMPRIMENTO DE CAMINHOS E ALGORITMO DE HUFFMAN

Scja T uma drvore bindria estendida ou wma 2-drvore (Seqldo 10-3). Isto &, T & uma drvore bindria em que cada nd
M 1tem rero on dods filhos, Os nds sem filhos 550 denominados mds exemos, @ o8 nos com dois filhos sio ditos pdx
intermos. As vezes, os nos sdo diferenciados nos diagramas pelo uso de circulos para nds internos ¢ guadrados pa-
ra mis extemnaos, Além disso, sa T iem s nds externos, eatdo T rem q — | nds internos. A Figura 10-15 mostra uma 2-
drvore com sele nds exiemos g, portanio, 7 — 1 = 6 nds internos.
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D algorimo de Huffman, descrto a seguair, € definido recursivamente em termaos do nimers o de pesos. Na pri-
tica, usamos umna forma iterativa, equivalente &o algoritmo de Huffman, gue constrdi a drvore desejada T da pare
mais baixa para a mais alia, em vez de do alio para baixo,

Algoritmo 10.8: (Huffman) O algoritmo acha recursivamente uma 2-drvore T com r pesos dados
Wiy Wy oo My QUE LM wm comprimento minimo de caminho ponderado.

Fasso I Suponha que n = 1. Faga T a drvore com um nd N com peso w,, entdo Saia.

Passo 2 Suponhan > |
() Ache dois pesos minimos, digamos w, e w, entre 05 # pesos dados,
ik Ache a drvore T" com o comprimento de caminho ponderado minimo para os n - 1 pesos,
{c) Nadrvore T, substitua o nd exiemo

Yy
wo+w | peln subfirvore
", |

Exempla 10.12 Sejam A, B, €, I, E. F, G, i vito itens de dados com a seguinie stribuigio de pesos:

(el Saia

Dados: 4 & © D £ F > N
Pese: 22 5 1\ I 25 5

Constrea wma 2-drvese T com comprimento de caminbo ponderalo minima P usando os dados acima comea nis ex-
Lermss,

Apligue o algoritmo de Huffman, Isto €, combine repetidaments a5 duas subdrvores de peso minimo em uma dai-
ca subdrvore como mosirado na Figura 10-17a) Por clareza, 0s peses originais estio sublinhades, e wm admeno cir-
cundado indica a iz de uma pova subdireore, A drvore T € desenhada retrocedendo o partir do Passo 8 ¢ produzindo a
Figurn 10-1T{k) (Em caso de diviebo de um od em duas panes, desenhamos o menos nd & esqoenda. ) O comprimento
o caminho P é:

Po= 2220+ 11{3) + 11{3) + 35(2) + ${4) + 2[$) + 5{5) + 19(3) = 280

(4]
23
[5h
4}
05
(K1) a1,
(M

(")

-

R
-

{arh Algoritme de Huffman
Fig. 10-17
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Exemnplo 10.13  Considere de rovi 08 odla flens de dados A, 8, C, D, E, F, G, H do Exemgdo 10012 Suponha que
o5 pesoa representam as probabdlidedes percemboais de que wm item ocomerd, Usande bits parn rotular as anestas da
drvore de Hulfman na Figura 10-170&), obtemos a drvore T na Figurs 10-19 O lehor pode vertficar que adrvore T

produc o seguinte codigo:
A O, FE ALY Cooll, el
E oo, F: 0, i 1, M 100

Essa ¢ uma codificaghio eficiente dos flens de dados.

Fig. 10-19

10.9 ARVORES GERAIS(ORDENADAS COM RAIZES) REVISITADAS

Seja T uma drvore ordenada com raizes (Seglio 9-4), também conhecida como drvore geral’. T pode ser formalmen-
te definida como um conjunio nio vazie de elementos, chamados nds, tals gue:

(1) Distingue-se em T um elemento &, chamado de raiz de T.
(21 Os outros elementos de T formam vma colecio ordenada de zero ou mas drvores disjuntas T, Ty, ..., Ty

Ag drvores T, Ty, Lo T, sio ditas subdrveres da ruie R, ¢ a8 raizesde Ty, Ty, 0 T, slio denominadas sucesso-
res die H.

Aerminclogia de relaghes de parentesco, de teoria de grafos ¢ de horticuliura & usada para drvores gerais da
mesma forma que para drvores bindrias. Em particular, se N € um nd com sucessores 8y, §,. .., 5, cntdio N ¢é di-
to o pai de §, 5 ¢ denominado fitho de N, ¢ 0s nds §, slo ditos frmdos wm do outro.

Exemplo 10.74 A Figura 10-20 & uma representagio grifica de uma drvore geral Tcom 13 nds,

A8 COLEFGHJELMN

I
SN
A

Fig. 10-20

" M.deT. Moorgine, pesd; ks veses chamadas do genéricas.
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A menos que haja especificagio em contrdrio, a raiz da drvore T ¢ o b no wepo do diagrama, € os fillhos de um
=80 ordenados da esquenda para a direila, Consegilentemente, A € a raiz de T, e A tlem inés flhos; o primeino filke 8,
o segundo fAlho O ¢ o erceiro ke £, Observe que:

() O C wem s filbos,

b1 Coda um dos ris B e K tem dois fillos,

(c} Cada um dos nis [ e H tem apenas um filho,
() Osmnis E, FOG L J, M e Nndom Allos,

s nids do dltimo grapo, que ndo tém filbos, sio chamados nds termimaiz,

Observaciio:  Uma drvore bindria T ndo ¢ um caso panicular de uma drvore geral T, Elas siio objetos distin.
105, As duas diferengas fundamentais s&o;
(1} Uma drvore bindria T pode ser vazia, mas uma drvore geral T é semipre nio-vazia.
{2) Suponha que um nd N tenha apenas um filho. Entfio, em uma frvore bindria T, este nd € distinguido como sen-
do o filho esquerdo ou direito; tal distinglio ndo & feita em uma drvore geral.

A segunda diferenca estd ilustrada pelas drvores T, e T, na Figura 10-21. Especificamente, como drvores bindrias.
T, e T, sdo diferentes, uma vez que & € o filho esquerdo de A na drvore T, mas & € o filho direito de A na drvore T,
Por outro lado, nio existe diferenca entre T, & T, como drvores gerais.

A A

/ N
7\ 7\

{ar} Arvore T, ik Arvore T,
Flg. 10-21

Floresta
Uma floresta’ F & definida como sendo uma colegiio ordenada de zero ou mais drvores distintas. Evidentemente, se
deletarmos a raiz B de uma drvore geral T, obtemos a floresta F gue consiste nas subdrvores de B (que podem sei

vazias), Conversamente, s F & uma Moresta, pode-se acrescentar um nd 8 a F para formar a drvore geral T, onde A
¢ aruiz de T, e as subdrvores de B consistem nas drvores onginalmente em F.

Representacdo Computacional de Arvores Gerais

Suponha que T € uma drvore geral. A menos que especificagdo em contrdrio seja feita o esteja implicit, T werd

mantida na memdria por meio de uma representagdo ligada que usa irés arrays paralelos INFO, FILHO ¢ IRMAC

& um ponteirs vardvel RALZ, como a seguir. Pimeiramente, cada nd & de T cormesponderd a uma posicio K tal gue:

(1} INFO[K] contém o dado do nd N.

(2} FILHO[K] contém a posigdo do primeiro filhe de N. A condigho FILHO[K] = NUL indica que N ndo tem fi-
lhios.

{(3) IRMAO[K] contém a posicio do préximo irm@o de N. A condiglo IRMACK] = NUL indica que N € o dltime
filho de sey pad,

" M.deT. Noonginal, forer, Ussmos squi 8 tradugo liveral; em muilos lexios em parfugubs, define-se flaresta como sando umn grafo sem cir.

cuitos, definindo-= enlfio uma &nvore como uma floresta conexe.
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L

=

Fig. 10-23 Arvore bindria T".

Problemas Resolvidos
Arvores Bindrias
10,1 Suponha gue T seja uma drvore bindria armazenada na memdria como na Figusa 10-24, Desenhe o diagrama de T,
Afirvore T & desenhada a pamir da raiz no sentido descendente oo a seguir:
{ah  Acraze & & obida do valor do ponteirs RALL Note que BALE = 5. Portante, INFU|S] = 60 & amiz Rde T,
(i O3 filho esquendo de B € obtido do campo esquendo de ponteiro de R, Note gue ESQ[3] = 2. Poranto, INFOJ2] =
30 ¢ o filho esquerdo de K.
(eh O filho direite de B ¢ obtsdo do campo dirsive de pontsiro de B, Note que R[] = 6, Pomanto, INFO[6] = T0éa
fitho direite de R,

Podemos agora desenhar o topa da drvore comae na Figura 10-25(a). Repetindo o processe acima com cada nove nd, ob-
temios finalmente a drvore solicitada T como ma Figara 10-25F)L

1 2 3 4 5 & 7 % 9 10 1 12 13 14

INFO | 20 | 30 | 40 | 50 | &0 [ 70 | 8 | %0 | 1545 |55 | o

ESQ | |1 jo |0 |20 0|7 | L1 I T R 1]

DIk 0 (I3]0 jb | & | B |0 | B4 ]Ii 4 |0 n
oz [Ff—

Fig. 10-24
o M
(a)

Fig. 10-25 (1 de 2)
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(B]
Fig. 10-25 (2 de 2

10,2 Considere as drvores Ty, T3, Ty da Figura 10-26. Identifique a5 que representam a mesmas (a) drvore com raizes,
b Arvore ordenada com raizes, (ch drvare bindna,

(al

()

bk

Tioulas representam o mesma drvore oom ralzes, isto € A € a raiz com filhos (sucessores imediatos) & ¢ C, ¢ Clem
arm dico filha D

Aaqui, T, e T, sfio a mesma drvore ondenada com raizes, mas T, € diferemie. Especificamente, 8 ¢ o primeino filho de
A em ]"I,g '.I" Euui:und.n filber e A em '.I"J

Ciomo drvores bindrias, sho indas diferentes. Especificamente, T, e T, slo diferentes uma vez que distinguimos en-
e suceasoned direilo ¢ enquendo, mesmo quando exisne Apeiss um weessor (v que ndo & verdade para drvores ande-
nadas com raizes). Tsbo &, D€ o sucessor esquerds de Cem T, mas & sueessor direito de Cem T,

A A A
E/>*" a/\ "'<\‘I
h D D

T Ty Tu

Fig. 10-26

1LY Consbdere a drvore bindria T da Fipura 10-27, Ache a representagdo segilencial de T na memdnia,

()
(i)

ic)

A representagho seqiencial de T usa apenas am duico array lingar ARVORE junto com um pomeino vardvel FIM.
A raiz B de T esad armazensda em ARVORE[ 1 ]: ponanio, ARVORE[1] = F,

e o nd & ocupa ARVORE| K], secus fithos esguerdo e direno estio anmacensdos em ARVORE] 2w ﬁ] e ARV
RE[ 2+ K + 1], respectivamente, Logo, ARVORE[2] = A ¢ ARVORE[3] = 12, ji que A e [ siio os filhos esquer-
div ¢ dhirealo de F, ¢ assim por diante. A Figura 128 condém a representagio seqiencial de T. Note que ARVO-
RE[] = C, pois O € o filko esquerdo de K que esti ormazenade em ARVORE([3]. Akim disso, ARVORE[4] = H e
ABRVORE[IS] = E, pois & ¢ E slio o5 filkos esquerde & direiio de G, qoe estd armazenado em ARVORE[T).

FIM aponin para a localizaglio do dltinse nd de T2 logo, FIM = 15,

E

.4"‘"'## Hﬂﬁhﬁ"""u

-—-...___x H_,_._.-—-' ""'--._._|_|_|_G
:__..r"' BH HHE
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ARE 8RR

i) Arviemes hindrias estendidas com Guaalro rs exIermis

Fig. 10-31 (2 de 2)

Arvores Bindrias de Busca, Heaps
TR Conspdere a drvore bindna T da Fij_tm-a 10k25( k),

(i}
(h]
(vH]

(b

Por gue T ¢ uma drvore bindria de busca?
Suponha gque ITEM = 33 seja inserido na drvore, Ache a mova drvore T,
T & uma frvore bindria de busea porgue cada o N & mabor do que 08 valones fa sua subdrvore esquenda ¢ imemor do

ique o valores na =ua subdrvore direita,

Compare ITEM = 33 com a raiz 60, Como 33 < 60, vd para o filho esquerdo 30, Como 33 < 60, v para o fillo di-
v, 25, Como 33 < 85, wi para o Filhe esgquerdn, as, gue, entretanto, nido tem flhoe esguendo, Porantoe, I.'I.'I|.'IIqI.E
ITEM = 32 como filhe esquerdo di nd 35 para obier a drvore da Figura 10832, As arestas sembreadas indicam o ca-
minho, drvede abaive, durante a insergio.

i

Hﬂ'—'-"""-/-,. \\\'ﬂu
NG ~_
&
VAN
. 10

10,9 Suponha que a seguinie lista de letras & inserida em uma drvoee bindria de busca vazia:

(]
{erh
{&p

I. R D G, W, E M, H P A F @

Ache adirvore final T, {#) Determine o percurso em em-ordem de T,
Insira o8 mds, wm apds o outne, pars obter o drvore da Figura 10.33,

L) percurso em em-ordem de T &

A Db E F, G H, J M, P, @0 R W

Ohsserve quee easa ¢ uma lisia allabsftica de letras. (0 percarss em em-ordem de qu.plql,l:r dirvore hindrin de buasca Tprl_'-du;
wma lisda ordenada de nés.)
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R
"‘-.,_‘“H-
4 G W
PN
E H P
Y A
e

F

g-fﬂdlhh“"ﬂ—\
_,.r-"";“‘"“-.,_ uf,,.-f’"
B

Fig. 10-33

1010 Considere a drvone bindria de busca Tda Figura 10-33, Descreva a drvore T depois de: (a) o nd M ser deletado; ()
o iy [ ser deletado,

(@) O md M tem apenas um filho, P. Ponanio, debeie M e deixe P como filho esguerdo de R no lagar de M.

it O md B e dois filkos, Ache o sucessor em-ordem de £, que ¢ o nd E. Primeiramente debewe £ da drvore, ¢ depois
substilag-o por £,

A Fiparn 10-34 mostra o drvere ataalizoda T,

E..F-"""ff "‘--._.__‘_HHI A,
s N, N
AN o .
F H 1
\A.
Fig. 10-34 Fig. 10-35

11 Suponha que aitens de dados A4, 45,0 Ay estio ordenados, e, 4p < A7 < -~ < Ay
(@) Seosiens ko inseridos em uma drvore bindna vizia T, descreva a drvore final T,
(b} Clual € a profundidade o da drvore final T7
(ch  Compare o com a profundsdade média o« de uma arvore bindria com g nds pasa (e = 50: (i) e = 1005 (o)
i = Sk
) A drvore T oonsisie m um ramo que =& estends para a direna, como desenhado ma Figora 10-35,
(B)  Oramode T em e nds; logo, d = .
i) Esabidogue o = ¢ log, o, onde ¢ = 1.4, Logo:
(i) o{50) = 50; J*(50) 2 9.
(i)l D00 = 100 o (100 == 10,
(L) (50 = 300; o™ (3000 == 12

10,12, Considers a prinheap H da Figura 10-360a). (F € uma minkesp ji que no topo estio os menores elementos, ¢ ndo
o maiores.) Descreva a keap depois que ITEM 1 & inserido em H.

Primeiramente insira ITEM como filho ssquerdo do md 44, Entfio, compare, repetidamente, ITEM com seu PAI &
troggue TTEM e PA] enquante ITEM < PAL Como [ < 44, trogque |11 e 44, Come 11 < 22, trogque 1] e 22, Come 1] = 8,
ITEM = 11 chegou ao sen lugnr na Beap i, A Figura 10-3600) mosira a feap final B, As aresas sombreadas indicam o
caminhae de ITEM nea drvore.
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Comprimento de Caminhos, Algoritma ae Huffman
V14 Considere a 2-drvore ponderada T da Figura 10239, Ache o comprimento do caminhe ponderado P da drvore T,

Muliapliquee cada pesa W, pelo comprimento L, do caminba da raiz T ao md contendo o peso, depois some todos os
produtos para abiler F. Logo,

P o= 4(2) + 15(4) + 25(4) + 5(3) + §(2) + 16(2)
= B4 60 4 100 + 15 + 16+ 32 = 23]

Fig. 10-39

IS Suponha que sdo dados seis pesos: 4, 15, 25, 5, B e 16 Ache uma 2-irvore com of pesos dados ¢ um comprimento
de caminho minimo P, {Compare T com a drvore na Figura 10-39.)

Llse an qlg«l;rih'rnd.: Huffman. I=o £, combine repetidamente as duas subfirvores com pesns mimimEs em uma dnica
subdrvore como a seguir

() 4, 15 15

5 .
i) 15 15, L A
() 15 15 @ 16
i) 25, 17, @
e 3
o @

(Os niimeros circundados imdicam a miz da nova subdrvore no passe.) A drvore T estd desenhada do Passo {(f) para tris,
produzirdo a Figura 10-40. Com a &vore T, compute:

H 4]

Po=25(2) + 8(4) & 504) + B(3) 4 15(2) + 16(2)
=50+ 16+20+24+30+32=172

(A dirvore da Figara 10-3% tem comprimento de caminba 231,
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25 17 L5 14

Fig. 10-40
1016 Suponha que os itens de dados A, B, C, I, E, F e 5 ocomem com a seguinte distnbuigio de probabilidades:
llemdedados: &4 B C D E F G
Probabilidade: 10 30 5 15 X 15 5

Ache um cddigo de Huffman para os dados,

Aplique o algoritmo de Huffman pam achar uma 2-drvore T com o minimo comprimento de cominho ponderado P
COMTIC A SEZUAT,

(e} M 30, 5 15, M, 15, 3

[ (A @ 15, ik 15
i) 30, 15, Mp IS
(e ML 30, @ .l

1#] an, 30

0w 40

(1]

{Movamense, 05 rbmeros circandados indicam a raiz da nova subdrvore no passo, s A drvese T estd desenhada a parie do
Passo (gh para inds, produzndo a Figura 10-41, Awrebua rotalos de birs aos ramoes da drvore T, 0 a0 ramo esguenda, e 1 ao
rami direiio, como na Figura 10=41. A drvare T produz o seguintz codigo de Hulfman:

A OO BB DG 10 E 0l F 10D G a0l

Fig. 10-41
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1024 Supanha que os percarsos em pré-ondem ¢ em-ordem de T prodeem as seguintes segiiéncas de nds
Préicordem; G, & @, A, O, K, F, B D E & N
Em-ordem: ¢, & K. O, F, A, &, P, E D H, R
{w)  Desenbe o diagrama de T,
ik Ache: (i) a profundidade de T Gi) os descendentes de B,
{1 Liste o8 nds termimais de T

10.25 Liste a 2-drvore T que comesponde & expresado alpsbrica £ = (x4 3y)* (@ — 25), ¢ ache a pré-ordem de T.

Arvores Bindrias de Busca, Heaps

10.26 Ache a grvore final T se os seguinies nos sdo inseridos em wina drvone bindria de busca T vazia,
S, 23, 44, 22, 77, 35, 60, 40

12T Considers a drvore bindria de busca T da Figura 10-45, Suponha que os nds 20, 55 ¢ 88 sfo inseridod, wm apis o outro,
em . Ache & drvore final T,

10,28 Considere o rvore bindrin de busca T da Figura 10-45, Suponha que os nds 22, 25 & 75 sdo deletados, um apds o outro,
de T. Ache adrvere Gral T,

Fig. 10-45

10.2% Considere a drvore completa Toom N = 10 nds da Figura 1046,
{d  Achea representagio seqiencial de T o array A na memidria.

By Forme, o partir de T, uma macheap H pela insergho repetida de ALS + 1] na heap A[1] até A[J] (eomo ol el no
Problema 10,13k

(e} Forme uma minkeap H" (em vez de uma mavheap) a partir de T,

Fig. 10-46



300 Toona E ProBLEmas bE MaTenadTcs DiIScRETL

Algoritmo de Huffman, Arvores Gerais

10,30 Considere o 2-irvore T da Figura 10-47 que coniém ns sede letras A, 8, O, 0, E, F, G como nds exiermos. Ache o cddigo
de Huffmian dos ketras determinado pela drvore T,

1031 Supenba gue sio aribuidos ses sete iens de dados, A, B, §, o5 seguintes peses:
(A3, (B2), 00 1%, (D,23), (EI9), (F 5 (G
Ache o comprimento ponderado de caminho Pona Figura 10-47.

10,32 Usando os dados do Problema 10-31, ache o codige de Huffman para as sete lsims wsando p 2-irvore com o comprimen-
1o minimo de caminbo ponderado P e ache P

A ¢ G
[&
B
E F
Fig. 10-47

1033 Comsidere a floresta F, na Figura 10-45, que consiste em irés drvores com raizes A, 8 ¢ O, respeciivamende. Desenie o dr-
wore bimdna F*oomespondente a F.

N | PN
H// \\[i
Fig. 10-48

FProblemas Aelativas a Compuladores

O Problemas 10-34 & V39 s referem i Figura 10-4%, que € uma lista dz registros de empregados armazenada na me-
medirin. A inbela represenin wma drvose bindria de busca no que se refere b chave NOME. Tamibém wsa um nd indicador
que lista o mimers dos empregados am INSS[IND) & o saline wial em SALIND). AlEm disso. a fim de permitir inser-
gies, as posighes disponivels (varias) formam wma lista ligads onde VAZ aponts pars o primeiro elemento da lists, ¢ g se-
gibEncia & mamtsda pelo array ESQ,
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Propriedades dos Inteiros

11.1 INTRODUCAO

Este capitulo investiga algumas propriedades bisicas dos mimeros malirais (0w infeiros positives), 1810 €, 0 con
jumece

& 00 primos”, of INInos, EioE, o Comjumio
E2=4...,.—-2-1.0.1,2,...}

(A letra & vem da palavea Zalder, que significa “ndmeros” em alemo. )
Wamos assumir como conhecidas as seguintes regras simples sobre adicio ¢ muluplicagiio destes nimenos;

{a} Lei Associativa para multiplicagio ¢ adiclo:
(@ 8)fcmg(b+c) @ [ah}c = albc)
{(h) Lei Commativa para multiplicacio ¢ adicBo:
a+bh=5b+4a I il = hi
{r) Lei Distributiva;
alh + ¢} = ab + o
{d} Existéncia da identidade para adiciio e multuplicagio:
a+l=04+a=a o a-1=F-a=a

{¢) Existéneia do ioverso em relagio b adigiio, — o, para todo inteiro a:

f+{—a)=|—g)+a=
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1.2

O proximo capitulo mostra que outras estruturas matemdticas tém as propriedades citadas. Uma propriedade
fundamental gue distingue of inteiros Z de outras estruturas € o principio da indug@o matemdtica (Segio 1.10) que
rediscutimos aqui. Também enunciamos ¢ provamos (Problema 11.34) o @orema seguinte.

Teorema Fundamental da Aritmética:  Todo inteiro positivo s > 1 pode ser escrito de maneira dnica como wim
produto de nimercs primos.

Este teovema jd aparecia em Elemenios, de Euclides. Desenvolvemos também os conceitos e métodos que sfio usa-
s para provar esse importante teorema.

ORDEM E DESIGUALDADES, VALOR ABSOLUTO
Esta se¢iio discute as propoedades elementares de ordenagiio e valor absoluto.

Ordem
Sejam a e binteiros, Dizemos que a & menor do que b e denota-sc

a<h

se adiferenga b - o & positiva, isto &, b — g perience a M.
Ohserve que definimos ordem em & em termos dos interros positives N, Todas as propricdades usuais desta re-
lagio de ordem s&o consegiiéncia das duas seguintes propricdades de N:

[P ] Sea e b pertencem a N, entio @ + b ¢ ab pertencem a N,
[P.] Para todo intgiro g, oua E N, oua=0ou-a E M.
A seguinte notagio também € usada:

a = bsignificab<a;  18-5¢ g maior do que b,
aSbsignificag<boua =& 1&-5c aé menorouigualab,
a2 bsignificad sa; M-t g d mator ou igual a b,

As relaghes <, », = ¢ 2 sd0 chamadas desigualdades para que sejam diferenciadas da relagio = de igualdade.
O leitor centamente estd familiarizado com a representagio dos inleinos como pontos em uma reta, chamada re-
ta mumértcn B, como segue:

Y

i & & b L & i W s * &
=5 -4 =3 =X =1 0 | X k| 4 5

Nofamos que @ < & s¢ ¢ somente se @ estd 3 esquenda de b na reta numénca acima. Por exemplo,
25 —6Hs-3 4d4<4; F=-8 6=k -T7<0

Também notamos que a ¢ positivo sse @ = 0, ¢ o é negativo sse a < . (Lembre gue “sse” significa “se ¢ somente se™, )
Propriedades bisicas das relagfes de desigualdode sio descritas a seguir,

Proposicho 11.1: A relagio = em & 1em as seguintes propricdades:
{1} a=apara qualquer inteiro a.
(i) Segsbebsp endoa=h
(iif) Seaspeb<c entioase.

Proposicio 11.2:  (Lei da Tricotomia) Para quaisquer inteiros a e b, vale exatamente uma das segointes afir-
meApes:
u b, = b ou a=h

Proposicio 11.3:  Suponha que a < b, e seja ¢ um inteiro qualguer. Entdo:
(i) a+esh+c
(i) ae =hese ¢ =0, mas ac 2 be, se c <0,

{ O Problema | 1.6 demonstra a Proposigiio 11.3.)
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1.4

Pl 1=17

Suponha que Pin) & verdads, (Estn hipdtese ¢ conhecida como hipdiess de indugio. ) Adicionando 26 + | 4 am-
b o lados de Min), obiemos
43484+ -+ (- +{Mm+ = +(+1)
=(n+ 1)
que= £ Pln+ 1), Mostromos quee Pa + 1} € verdade sempre que Pin) € verdade, Pelo pnncipio de indwcio mate-

midtica, P & verdads para tode 5.
(b1 O simbolo g! (183 8 fatoral) € delimdo como o produto dos prmeinos minleans posslivos, s d:

I'=1, A=1-2=12 U=1-2-3=64 & assam por daante

Tspo pode ser formalmente definido coamo @ wguir:

=1 & (a+1)=(n+{n') para & = 1

Observe que, se 5 ¢ o conjunio dos imeiros. posilives para o8 quais | & definido, entéo 8 satisfaz bs duas proprie-
daddes de indugdo matemdtica. Loga, & definighio acima define ! para wdo imeiro positiv.

Exizte uma outra forma do principio de indugio matemdtica (demonstrada no Problema 11,15} cujo uso, &5 ve-
o5, & mais conveniente. A saber:
Teorema 11-5: (Indugio: segunda forma)  seja P uma proposigio definida nos inteiros n 2 1 1al que:
(i) Py ¢ verdade,
(i} Pin)é verdode sempre que PIE)] & verdade para todo 1 £k < n.

Entio PP € verdade para todo inteiron 2 1.
Ohservagio: O tcorema acima € verdade s2 o inteiro 1 € trocado por O ou por qualquer outro imbeirs m.

Principio da Boa Ordenagio
Uma propricdade dos inteiros positivos que ¢ equivalents a0 principio de indugiio, embora aparentemente muito di-
ferente, & o principio da boa ordenacio {provado no Problema [1.14), A saber:

Teorema 17-6:  (Principio da boa ordenagio) sz 5 um conjunio ndo vazio de inteiros positives, Entho §
contém um mreror elemmenio; isto &, § contém um elemento a tal que g = 5 para wodo 5 em 5.

Em linhas gerais, um conjunte 5 € dito bem ordenado se todo subconjunto de § contém um primeire clemento.
Logo, o Teorama | 1.6 afirma que N ¢ bem ordenadao,

Um conjunto 5 de infeiros € dite inferiormente limitads se odo elemento de 5 ¢ muor do gque algem inreiro
ri (que pode ser negativo). (O mimero m & dito o Hmite inferior de 3.) Um corolirio simples do teoremn acima &
0 segumle:

Coroldrio 71-F:  seja ¥ um conjunto nico vazio de mnteiros inferiormente limitado. Entdo 3 contém um menor ele-
e,

ALGORITMO DE DIVISAD

A seguinke propoedade fundamental da artmética (demonstrada nos Problemas 11,20 11.21) &, essencialmente,
urma reafirmagio do resultado do algoritmo de divisdio longa' .

Teorema 11-7:  [(Algoritmo de divisiio)  sejam g ¢ b inteiros com b # 0, Existem inieimos § € r ais que:

a=hg+r @ 0<r<|B

" M. daT. Mo ariginal, foag dlideion. Refere-se oo glporimes d2 Buclidss
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Além disso, os inteiros g e r sio dnicos.

O wvikmero o no teorema anterion & dito o quociente, ¢ r & conhecido como resro. Reforgamos o fato de que rde-
ve w21 nio negative, O @orema também iz que:

g—hg=r

Essa equaciio serd usada na prosima parte,

8¢ a e b sdo positivos, g € nfio negativo. Se g € positive, entlo a Figura 11-1 di uma interpretagiio geométrica
desse teorema, Isto &, o5 midltiplos positivos e negativos serdo disrribufdos ao loago da linha R, e ¢ estard entre dois
madltiplos da forma gb e (g + 15 A distdncia entre gh e g € o resto r,

- . - . . .
! ih b b . b g+ b
- - 'Iﬂ".- -
Fig. 11-1
Exemplo 11.2

{ad Sepa = 46l e b = 16 Achamas g = 2T e r = 1}, pelo algontmo de divisko longn, digamos, como na Figura
11-2{arh. Comn esperado,

446] = 16(278) + 12

Isto &, @ = g + .
By Sejaa=-282eb = 3 Primeiramente dividimos 262 por 3 como na Figura 11-208), Essa divisio em quosien-
te B7 e restor 1. Portanto,

262 = 3(&T) = |
Precizamos de a = <362, ¢ éntio Tmﬂl.'ipli-:pml:u.pm' =] abiemlo
=202 w I =EBT) = |

Eniresania, ~| € negativo ¢ ndo pode ser r, Comigimoes esse problema adicionando e subtraindo o valor de b
(gue 3 come & seguir

=262 =3 -BT}-3+3 -1 =3[-ER} + 2

Portanto, g = 88 er= 2
(ch  Sejab = 2, Endiio, todo intziro @ pods ser escrito da forma

a=2dg+r e 0=ral

Logo, rsd pode ser (fou 1. Logo, iodo intebno € da forma 2k o 26+ 1.0 inziros da forma 24 8o chamados de
inleiros pares, enguanto ok da forma 26 + 1 <o chamados de imeeiros fmpares, (Normalmende, um inteiro par &

definide como um mteira divisivel por 2, ¢ iodos os outros inteiros s&0 ditos impares. O algoriime de divisio
mestra que foslo inteine impar tem a forma 26 + 1.)

4461 Lk L
-3z I -4 B
126 2
-1]2 =3
Tl [
"4
a) by

Fig. 11-2
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11.6

Demonstragio: A demonsiragio & feita por indugio. Sejan = 2, Como 2 € primo, i & urn produto de primos,
Suponha que a1 > 2 e que o teorema vale para todos os infeiros positivos menores do gue R 5e a € primo, entdo n é
urm produto de primos, 5e g ndo £ primo, entio o = ab, onde o, b < a8, Por indugio, 2 e b sdo produtos de primoes;
porianto, # = ab também ¢ um produte de primos,

Euclides, gue provou o Teorema Fundamental da Aritmética, também guestionow a exisiéncia de um nimerg
primo mdximo. Ele respondeu  pergunta da seguinte maneira:

Teorama 11-11: nio existe um nimero primo méximo; isto €, existe um nimero infinito de primos.
Demonstragio:  Suponha que existe um ndmere finite de primes, g, 0, .00 P Considere o inteiro

IS Y SRR |

Coma i € um produto de primos (Teorema 11,10, ele € divisivel por um dos primos, digamos, p,. Note que g, tam-
bém divide o produta 1% - - - Fwe Portamo, p, divide,

"= PPy P |

Izs0 & impossivel, e, bogo, a € divisivel por algum outro primo. Tsso contradiz a hipdese de que Py M- Py slio
o5 tmicos. primos. Portanto, o ndmers de promos & infinito, & o teorema fica provado.

MAXIMO DIVISOR COMUM E ALGORITMO DE EUCLIDES

Suponha que a ¢ b sfio inteiros ¢ que pelo menos um deles nfio € zero. Um inteiro d & dito um divisor comum de a
e b se d divide ambos, isto &, dla e dlb. Note que 1 € um divisor comum positive de a ¢ b, & que qualquer divisor co-
mum de @ e b ndio pode ser maior do que |o| ou lb). Logo, existe um miximo divisor comum de a e B; ele é represen-
tado por

mdcia, &)
e € dito o mdvimo divisor comem de a e b,
Exgmplo 1.5
{ap  Os divisores comuns de |2 1830+ 1, £2 +3 £ 6 Logo
mde (12, 18] = 6
Analogamente,
mde (12, =18) = B, madc (12, -16) = 4, mde (2, 13) = 1, mdc (14,45 =T

(k) Para todo mieimo a, temas mdo( . o) = 1.
() Para todo prima g, femos

mde (pa) = p ol mdic (p, 1) = |
De acorda com o fato de ple ow pfa.

() Suponha que a ¢ positivo. Entio, alb sse mdeda, i) = a.
O veorema seguinte {provade no Problema 11,30} dd uma caracierizagio aliernativa do maxime diviser comum.

Teorema 11-12;  sejad o menor inteiro positivo da forma ax + By, Entdo, J = mdcia, b,
Coroldrio 11-13:  suponha que d = mde(a, b). Entdo, existem inteiros x ¢ v ais que d = ax + by,
Outra maneira de caracterizar o méximo divisor comum sem usar relagio de desigualdade ¢ a seguinte:

Teorema 11-74:  um inteiro positivo d = mdeia, b) 2e e somente s tem as duss propriedades seguintes:
(1) o divide ambos, g e b,
(2} Secdivide aeb, entdio cld.
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A seguir, apresentamos propriedades simples do miximo divisor comum,
(a2} mdcla, & = mdelb, a).

(b} Be x>0, entiio mdoiax, bx) = x - mde(a, &)

(el Sed = mdcla, B, entdo mdclalh, Wdl =1,

(¢} Paratodo inteiro x, madola, B) = mdeia, B+ ar),

Algoritmo de Euclides
Sejum a e b inteiros, ¢ sejo d = mdcia,b). Sempre se pode calcular d listando todos os divisores de a e, depois. w0-
dos os divisores de b e escolhendo, entho, o maior divisor comum. Fazendo a = |af + [b e contando o nimero de di-
vishes, a complexidade de tal algoritmo & [(n) = Q). Além disso, ainda ndio fornecemos um método de calcu-
lar inbeiros v e v tals gue

d = ax + by
Esta subsegho apresenta um algoritmo muito eficiente com complexidade fir) = {log n) para achar o = madcia,
i) & o5 intelros x e y.

Este algoritmo, denominade algoritme de Euclides, consiste em aplicaghes repetidas do algoritme de diviso.
[ustramos o algoritms com um exemplo.

Exemplo 11.6 Sejaa = 340 e b = 168, Achamos o = midola, B dividinde a por b e depols, repetidamente, divi-
dindo cada drvisor pelo resto, aié obter resio reno. Esees passos esido esquematiceados na Figura |1=3, O dltimo resto
nio nulo é 12, Logo,

12 = mde (540, 168}
Isse & uma conseqiéncia do faio de que:

madc {540, 168) = mdc (168, 36) = mdc (36, 24) = mdc (24,12) = 12

540 168 [36_ 36 [24_. 24
£ 29 Y 4F

4 . 12

Fig. 11-3

A seguir, calculamos e v tais gue
12 = S40x + |68

(5 primeiros trés quocientes da Figura 11-3 produzem as equagdes:

() 540 = 3168} + 36 o A6 = 540 - 3(168)
{7 168 = 4(36) + 24 | 24 = 168 — 4(36)
(3 3B=124)=12  ou  12=36—1(24)

A pguagho (3) nos diz que 12 & uma combinagho lingar de 36 ¢ 24, Usamos (2) para substituir 24 em () para poder
escrever |12 comn combinagio linear de |68 ¢ 23, como a seguir:
(4 12 = 36 = 1[168 = 4{36)] = M6 — 1[168) + 436}
= 5(36) — 1{168)
Agora, usamos () em (4] para escrever 12 como combinagio linear de 168 ¢ 540 como a seguir:

12 = $]540 — H168]] — 1{168)
= 5[54) — 15(168) - 1{168)
- 5{540) ~ 16(168)

Esta € a combinagio lincar descjada. Logo, ¥ = Se vy = -6,
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Minimo Maltiplo Comum

Suponha que @ ¢ b sfio inteiros ndio nulos. Note que |ab| é um miltiplo comum positivo de @ ¢ b, Logo, existe um
miiltiplo comum positive minimo de g e b ele & representado por;

mmic (a5
¢ & chamado ridnime mudltiple comum dea e b,

Exampio 71.F

{ap mme (23 =06 mocdd, 6= 12 mmc(9, 10) = 9N
(i) Para todo inteiro positive a, mme (1, @) = 1.

(eh  Paras wode primo @ e wodo imMein pasiovo o,

mme (p,a) = g o mme (@3] = ap

dependendo do fawo de plrou gle.
{ds  Suponha que a e b siio intziros positivos, Entho alb e e somente se mme (o, b) = b,

O proximo teorema descreve uma relagio imporiante entrg o maximo divisor comum & o minimeo maltplo
comum,

Teorema 11-15:  suponha que a ¢ b sdo inteiros ndo mulos, Entlo:

|ead

mme {a,b) = m]

11.7 TEOREMA FUNDAMENTAL DA ARITMETICA

Esta se¢do discute 0 teorema fundamental da Aritmética. Inicialmente, precisamos da noglo de mimeres relativa-
TN PTITHIS,

Inteiros Relativamente Primos
Diis inteires a ¢ b sdo ditos relativaments primos se

mdc {a,b) =1
Consegiientermente, s¢ o e b 5o relalivamente primos, entio exisiem mieiros © e y [is que
ax + by =1

Caonversamente, se ax+ by = |, entdo a ¢ b sdo relativamenic primos.

Exemplo 11.8
() C¥bserve que:
mde (12,15 =1, mde (49, 18) = 1, mde {21,64) = 1, mde (=28, 45) = |
(h)  5e pe g sio pomos distintos, emio mdeip, g) = 1.
{¢)  Parn qualguer inteim @, tzmos
mde [aa+ 11 =1
[sz0 decorre de que gqualguer divisor comum de a e a + | deve divadir a diferenga g+ 1 - = 1,

A relogio descrita pela propricdade de ndmeros serem relativameme primos € paricularmente importante de-
vido aos resuliados enunciados a seguir, Provaremos o segundo teorema.

Teorema 11-16: suponha que mdeia, ) = 1 e que ambos a ¢ b dividem c. Emtdo, ab divide c.
Teorama 11-17:  suponha que albe ¢ gue mdela, b) = 1, Entdo, alc.
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Demonstragio:  Como mdeia, &) = 1, existemn x e v s que ax + by = 1. Multiplicando por ¢, obtém-se:
acx + ey =c¢
Sabemaos que abecx. Além disso, albey i que, por hipétese, albc. Portanto, & divide a soma acx + bey = ¢,
Coroldrio 11-18:  suponha qué um primo p divide um produto ab. Entéo, pla ou plk.

Esse corolidrio remonta aos lempos de Euclides. De fato, ele € a hase da demonsiragio do Teorema Fundamen-
tal da Aritmética,

O Teorama Fundamental da Aritmética

O Teorema 11.10 afirma que todo inteiro positivo € um produto de primos, Serd gque produtos distintos de primos
podem gerar o mesmo nimero? Claramente, podemos reordenar os fatores primos, por exemplo,

W=2.3-5=5-2.3=3.2.5
0 Teorema Fundamental da Aritmética (demonsirado no Problema 11.35) afirma que essa € a dnica forma de dois
produtos “distintes™ resultarem no mesmo nimero, Enunciamos:

Teorema 11-18: (Teorema Fundamental da Aritmética) todo inteiro n > 1 pode ser expresso de maneira
tnica {exceto pela ordem) como um produto de primos.

Os primas na fatoragio de r ndo precizam ser distinios. Fregienemente, € utl manter juntos os primos iguais.
Meste caso, n pode ser expresso de maneina dnica na formis
n=p s
onde o8 my &30 POSILVOS & 0 < pa < - - < p., Essa forma é conhecida como fatorapdo candnica de n.

3

118 Segama=2-3-7-11. 13eb=2.%
E.I'l'rl'lpl'ﬂ ol

(@) Primedramente schamos mdela, b). (s primos p, que aparecem em ambos g e b, e, 2, 3 e 11, timbém aparece-
riioem d, e o expienie de p em o serd o menor dos exposnies que aparecem em i ¢ b, Logo,

81117, Ache d = mdcia, b) e m = mme (a, b).

d=mde{a.b) =21 3. 11=T92

() Diepois, achamos s = mme (a, b). Os primos & gue aparecem emaeou b, 1e, 2,3, 5, 7,11, 13 e 17 ambEm
vilo aparecer em ., ¢ 0 expoente de poem o seni o maior expoente que oparece nas fatoragdes de g e B Logo,

3

mo=mmelae,b) =243 #0307

Estamos tho scostumados a usar o8 nimeros como s o Teorema Fundamental da Aritmética fosse verdadeiro
que pode nos parecer que ele ndio necessita demonstragio. Devemos tributar a Euclides, que primeiro o provoa, o
reconheciments da necessidade de sua demonstragio. Enfatizamoes que o teorema ndo € rivial apresentando um
exemplo de um sistema de ndmeros que ndo salisfaz o reorema.

Exemplo 11.10  Scja F o conjunio de inteiros positives da forma 3x = 1. Logo, Feonsiste nos ndmeros
I, 4 7. 10, 13, 16 19, 22, ...

Maote que o produto de dois nikmeres em £ ambém perence a F, pols
e+ 1+ =% 0 +3x+r+1=33+x+30+ |

Muossa definigiio de primes faz total sentido em F, Os primeinos primos sio;
4, 7, W, 13, 19, 32, I35, ...

Emiwrad = 2 -1, o ndmero 2 ndo estd em F, Portanto, 4 £ um priimoe em F, i que 4 abo tem fatores, exceto | e 4, De
mido andloga, 10, 22, 35, sho primos em F. Mote que 100 = 333) + | perience a F. Entretante, 100 tem, cssen-
cialmenie, duns diferentes fatoraghes com primos em F; & saber:

I00=4.25 & (00=10.10

Paortamo, afio existe uma fatorag3o dnicn de primas em F,
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11.8 RELAGAO DE CONGRUENCIA

Scja m um inteiro positivo. Dizemos que o ¢ congrieente a i mddulo m, denotado por
o = b (modulo mm) o simplesmente o = b (mod m)

Se m divide a diferenga a — b. O inteiro m € dito o modilis, A negagdo de @ = b (mod m) ¢ descritapor a £ b
imaod sl Por exemplo:
i} 87 =23 (mod 4}, pois 4 divide 87 = 13 = 64,
() &7 = 1 {mod 6], pois 6 divide 57 - 1 = 66.
(i) 72 = -3 (mod 7}, pois 7 divide 72 — (-5) = 77.
(iv) 27 2 & (mod %) pois 9 ndo divide a diferenga 27 -8 = 19,
Moss0 primeiro teorema (demonstrado no Problema 11.40), afirma que congrugncia madulo m & uma relagiio
de equivaléncia,
Teorema T1-20: sejam um inteiro positivo, Entio;
(i} Paratodo inteiro a, @ = o (mod m.
(1) Sea=b{mod m), entdio b= g (mod m),
(il Sca=bimodmleb=cimod m), entdo a = ¢ (mod m),
Observagio:  Suponha que m € positive ¢ que g € um inteiro qualguer. Pelo Algoritmo de Divisio, existem
inteiros g e r, com 0 < r < m, @is que @ = mg + r. Poranto,

Mg =a=r ol m|la=r} o a = rimod )

Conseqientements,
(1) Todo inteiro a € congruente modulo m a um dnico inteiro no conjumnto

{0,1,2,....m— 1}

A unicidade € conseqiiéncia do fato de que m nilo pode dividir a diferenga de dois inteiros
T CORjURnLE.

(21 Dois inteiros guaisquer, a ¢ b, sdo congruentes mddulo m se os restos da divisdo de coda um deles por m
conciden.

Classes de Residuos

Como congruéncia madulo m € uma relagio de equivaléncia, ela induz uma particio em classes de equivaléncia dis-
Junias — chamadas clpsses de residuo mddulo m—no conjunto X dos inteires, Pelas observaghes acima, uma classe
de equivaléncia madulo m consiste em iodos o8 ineiros que, quando divididos por o, produzem o mesmo resto,
Portanto, existemn m classes de residuo ¢ cada uma delas contém exatamente um dos inteiros no conjunts de restos
possiveis,

{0.1,.... =1}

Em geral, um conjunto de m inteiros {a), 83, . .., &} € dito um sistema completo de residuos modilo m sc cada a,
vem di uma classe de resfduos distinta. Logo, os inteiros de 0 a m— | formam um sistema completo de residuos.
D Tano, quaisquer minfeiros conseculivos formam um sistema completo de residuos madulo m,

A nodagdo [x] . oo simplesmente (1], € usada para denotar a classe de residuos (mddulo m) gue contém um in-
teiro x, isto €, 08 inleiros congruentes a x. Em outras palavras,

[x] = {a € & a = x (mod m)}
Conseqiientemente, o5 classes de residuos podem ser denotadas por
[0 0. 2 ... [m-1]

ou usando qualquer outra escolha de inteiros em um sistema de residuos completo.
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Inteiros Madulo m, Z_
O inteiros modido m, denotados por Z_, formam o conjunto

Zo= (01,23, m—1}

onde adigio ¢ multplicagio sdo definidas pela aritmética mddulo m ou, em outras palavras, pelas operagies cor-
respondentes nas classes de residuwos. Por exemplo, a Figura 11-14 também pode ser vista como sendo a tabela de

adicio e multiplicagho de Z,. Isso significa que:

Mio exisie diferenga essencial entre Z_ e a ariiménica das classes de residuo mddulo m
¢, porianto, ambos serdo tratados indistintamente.

Leis de Cancelamento para Relagdes de Congruéncia
Lembre que os inteiros satisfazem a seguinte lei;

Lei do cancelamento: s& gl = gcen @ 0, entdo b = ¢

A diferenca crucial entre a aritmética comum ¢ a aritmética médulo m € que a lei de cancelamento acima € fal-
sa para relagies de congruéneia, Por exemplo,

3-1=35 (mod &) mas 1% 5 (mod B)
=10 &, méio podemos cancelar 3, ainda que 3 £ 0 (mod &). Entretanio, temaos a seguinte lel do cancelamenro modifi-
cada para a5 relagfes de congruéncii.

Teorama 17-22: (Lei do cancelamento modificada  suponha ab = be (imod m) e mde(a, m) = 1. Entdo,
b= e (mod m).

) tzorema acima € uma consegiéncia do seguinte resultado geral (demonstrado no Problema 11.44)
Teorema 17-23: suponha gue ab = be (mod m) e d = mdelg, m). Entlo, b= e (mod m/d).
Exgmpio 11,13  Considers a congruiincia seguinte:
6 = M (mod 10] {1
Como 3 e o medulus 10 250 relativamenie primos, podemoes dividir ambos os lados de (1) por 3 para obrer
1= 12 {mod 10)
Olbserve que ndo podemos dividir ambos o lados de (1) par 6; isio &,
I 26 (mod 10)

Emretante, pelo Teorema 11,23, podemaos dividir ambos os lados de (F) por 6 s2 lambdm dividirmos o rodiafus par
2 = mdcif, ¥ Isio 4,
1 =6 (mod 5

Observagiio:  Suponha que p € um primo. Entio, os inteiros de | até p - 1 sio relativamenta primos a p, Por-
tanto, vale a lei de cancelamento usual quando v srodeles & um primo p, 150 &,

e ab=ac(med p)ea # 0mod p), entio b= ¢ (mod @),

Portanto, &, 0s inteiros modulo um primao p, desempenham um papel importants na weoria dos nimeros.
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11.9

Sistemas de Residuos Reduzidos, Fungao Phi de Euler

A lei do cancelamento modificada, Teorema 11.22, € indicativa do papel especial desempenhado pelos inteiros re-
lativamente primos com o modulus m. Qhservamos que @ ¢ um primo relativo de m se ¢ somente se wodo elemento
e elasse de residuos [a] € relativamente prime o rr. Portanto, podemos falar de uma closse de residuos que € rela-
vimente prima com i,

O nimero de classes de res{duos relativamente prineas com m, ou, equivalentemente, o nimero de inteiros en-
tre | & m (inclusive) pomos relativos de m, € denotado por

¢ im)

A funcho o (nr) € dita a fenpdo PR de Exler, A lista de ndmeros entre 1 @ m que sdo primos relativos a m, o, mais

geralmente, qualquer lista o (nr) de inteiros nio congruentes que sio primos relativos de m, € dita um sisfema die re-
sldies reduzide mddile m.

Exempio 11.14

(o) Considere o modwlus m = 1§, Existem oito inteiros entre e 15 que shoe primos relativos de 15:
I. 2, 4, 7. & 11, 13 14
Luxgo, ¢ (15} = B, ¢ o oibo inteiros acima formam um sistema reduzido de residocs mddulo 15,
(k) Considere qunlquer primo p, Todos os ndmeros 1,2, ... p— | sho primos relagives de m; bego, ¢ (pl=p- 1.

Uma fungdio f com dominio nos inteiros positivos M & dita multiphicatva se, pars wodo o ¢ b relativaments pr-
s,

flab) = fla) fib)

Wale o teorema seguinte {demonstrado no Problema 11.51).

Teorema 17-24;  a fungio Phi de Evler € multiplicativa. Tsw é, se o e b 380 primos relativos, entio,
k) = dla}aih).

EQUAGOES DE CONGRUENCIA
Uma egquapds polinomial de congridneia ou, simplesmente, uma equapds de congridncia (em uma incdgnita x) €
uma equagio da forma

g% e X" gy @ =0 (modm) [+]

Uma tal equagdio € dita de grow n se a, € 0 (mod m).

Suponha 5 # ¢ (mod m). Entio 5 € uma soluglo de (+] se ¢ somente se ¢ € uma soluglio de (=), Portanto, o mi-
mero de solugdes de (#) € definido como o nimero de solughes ndo congruentes ou, equivalentemente, o nimero
de solughes no conjunto

{0,012, ... m—1}

Obviamente, essas solupdes podem ser sempre achadas por substituig®o direta de cada um dos m nidmeros em (+)
para verificar se, de fato, satisfazem a equagio.

(3 covjunto complels de solppdes de {*) & um conjunto maximal de solugbes nllo congruentes, enquanto o $o-
lugdo geral de () é o conjunto de todas as solugdes de (=), A soluglio geral pode ser achada adicionando todos os
miluplos do mradulies oo qualgquer conjunto completo de soleges.

Exemplo 711.18 Considere as equages:
(@ ¥ +x+1=0(mod 4).

(b 2 3 =0 {mod &),

(e} & —1=0{mod 8.
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Achames aqui a solugiio por esies,
fap Mo existe solugho, pois 0, 1, 2 ¢ 3 nilo satisfarem o equagho,

(&} Existe apenas wma solugio encee 0, 1., 5 que € 3. Porianto, a solugho peral conslste nos inteiros 3 + &k, on-
dek & L.

(ch  Existem quatro soleghes, |, 3, 5 ¢ 7. Isso mostra que uma equagio dz congruéncia de gran e pode ter mais de g
solugies.

Enfatizamos que ndo estamos ineressados apenas no esiudo de equagtes de congruéneia para achar suas solu-
gies; isso pode ser feito por meio de testes. Estamos interessados principalments no desenvolvimento de técnicas
que auxiliem a achar as solugdes e em uma teotia que nos diga o nimero de sclugbes e sob que condigtes existem.
Existe uma beoria como esla para equaghes de congruvéncia lineares, que investiigamos a seguir. TambsSm discutimos
o teorema chings do resto, que €, essencialmente, um sistema de congruéncia lineares.

Observacio 1:  Os coeficientes de uma equagio de congruéncia podem ser reduzidos mddulo m, poas isio re=
sulta em uma equagdo equivaiende, 1510 &, uma equagio com as mesmis solugies. Por exemplio,

15 +28x+ 14 =0(mod 6), 3 +4x+2a0{med 6), 3" =2x+2=0{mod &),

sio equagdes equivalentes, ji que os seus coeficientes sio congreentes mod m = 6, Normalmente escolhemaos coe-
ficientes entre 0 e m — 1 ow entre -2 e s,

Observagio 2:  Como, na verdade, estamos procurando solugdes de (+) nas classes de equivaléneia madulo
m ¢ n&o no conjunto dos inteiros, podemos considerar (+ | como uma equagdo sobre Z_, o5 inteinos médulo m, e nio

como uma equagio sobre Z. os inteiros. Neste contexto, o nidmero de solughes de (#) & simpleamente o ndmero de
solughes em X,

Equagdo de Congruéncila Linear: ax = 1 {mod m)
Consideramos primeiramente uma equagdo especial
ax = | (mod ) (=)

onde g # D{mod m). A histdria completa desta equacho ¢ dada pelo seguinte reorema (demonstrado no Proble-
ma 11.65).

Teorama T1-25: s a e m 330 primos relativos, entdo ax & | (mod m) em solugio dnica: caso conirino, nio hi
solughio,
Exemplo 11.16
(@) Considers a equagho de congruéneia
by = | {mad 33)

Observe que o mdo(d, 33) = 3, Logo, a equacho ndo tem selug3o,
(B Considers n equagiio de congruéneia

Tx = | {mod 9)
Agui, o mde(7, 9) = 1; logo, & equagio tem solugiio dnica, Testande os ndmeros 0,1, 8. concluimos que
T(d) = 28 = | (mod 9)
Liogn, x = 4 € a nossa solugio dnica. ( A solugldo geral & 4 + 0k para &k € X))

Suponha que exista uma solugio de (), isto €, suponha que mdcia, m) = 1, ¢ suponha que o modidus m seja
grande. Entdio, o algoriimo de Euclides pode ser usado para achar a solugiio de {2, Especificaments, usamos o al-
gontmo de Evclides para determinar x, e v, tais gue

axy +myp = |

de onde se conclul que ax, = | (mod m); isto &, x, & sologho de («=).
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A histdria completa do caso geral de (* * *) esid contida no teorema seguinie {demonstrado no Problema
1167

Teorema 11-27: considere a equagho a = b (mod mi) onde D = mde(ea, m).
(1) Suponha que d ndo divide b Entio ax = & (mod m) ndo wem solugio,
{il}) Suponhaque d divide b, Entd@o ax = & (mod m) tem d solugies que sio todas congruentes
middulo M & dnica solugéo de

Ax = B imod M)
Onde 4 = ald. B = bide M = mid.
Opserve que o Teorema [ 1.26 se aplica i equacio Av s B (mod M) no Teorema 11,27, pois mde(d, M) = |,

Exemplo 11.19 Resclva cada equagiio de congrudncia: (a) 4r = Wmod 14}, (&) Br = 12 (mod 28),

{ap  MNobe que mde(4, 14) = 1 Entrefanto, 2 nfio divide 9. Logo, o equagio nido tem solugio,
by Motegue d = mdeil, 28) = 4, e d = 4 divide 12, Loge, 8 equagio tem o = 4 soluches. Dividindo cada termo

na equagds por g = 4, chiemos o equagio de congruéncia
2x = 3 {mod 7) (]
que tem solucho dnica. Testando os inteiros 0. 1. .., 6, conclalimos que 5 ¢ a solugdo dnica de (1), Agora soma-
mosalé o = 1 = 3 maltiplos de 7 & soluglo 5 de () obtendo;
F+71=12 543N =19, S+3N =1
Conseqiientensente, 5, 12, 19, 26 50 as d = 4 solucdes da equagdo ongimal (b,

Observagho: A solugio da equacio (1) no Exemplo 11,19 foi obtida por inspegdo. Entretanto, quando o mo-
dulus m & grande, sempre s¢ pode usar o algoritmo de Evclides para achar a dnica solugéo como no Exemplo 1117,
(Veja o Problema 11.61.)

Teorema Chinés do Resto
Um velho mago chinds fez o seguinie pergunia;

Existe urm inteiro positivo . tal que guando x € dividido por 3 dd resto 2, quando x & dividido
por &, da resio 4, e quando x € dividido por 7 dé resto 67

Em outras palavras, procurames uma solugio comum para as trés seguintes equaghes de congruéneia:
x =2 (mod 3, x =4 (mod 3, x =6 (mod 7)

Observe que oz mddulos 3, 5 e 7 sdo, dois a dois, primos relativos, Logo, podemos usar o teorema a seguir; ¢le nos
diz que existe uma solugio dnica modulo M =3 -5 7= 105,
Teorema 11-28: (Teorema Chinés do Resto)  considere o sistema
x = r(mod sy, x = ro{mod s, x = rimod sy (=)
onde os m, 530, dos a dois, primos relativos, Entdo, o sistema tem uma dnica solugiio modulo
M = iy ooy,

De fato, pode-se dar uma formula explicita {apresentada na proposiciio seguinte) para a solugio do sistema (=)
no Teorema 11.28.
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Proposicio 11.29: Considere o sistema () de equaghes de congreéncia, Seja M = pyms - omyg @

M= M= M=
| L M
(Entiic, M, & m, sfio primos relativos para cada i) Sejam 5, 53, . . ., 5 solugdes, respectvamen-
ie, das equaghes de congruéncia
Mxslimodey), Mixslimodas), - Mpxs 1imodmg)
Enido,
Iﬂ = M|£‘|F| +H:.'i‘gl’: T +M|:th- {'H]

E uma solugdio do sistema [ +).
Agpora, resolvemos o enigma onginal de duss maneiras.
Método 1: Primeiramente aplicamos o teorema &s duas primeiras equagdcs,
fa) x=2(mod 3) e id) x=4(mod 5)
Pelo teorema, existe uma dnica solugdo modulo M = 3 - 5 = |3, Adicionando miltiplos do modsdes m = 3 & solu-

¢éao dada x = 4 da segunda equagio (), obtemos as s solugbes seguintes de (F), que 530 menores de que 15;
4, 9 14

1 ¥

Testando coda uma destas solugdes na equagho (), achamos que 14 € a tnica solugio de ambas as equagdes.
Agora aplicamos 0 mesmo processo s duas equagies
£l x=14 (mod 15 e (@) x=6(mod7)

Pelo teorema, existe uma amca solugio midulo M = 15+ 7=105. Somando multuplos do mddulo m = 15 4 solu-
¢d0 dada x = 14 da primeira equacho (), obtemos as seguinies seie solugbes de (&) que s3o menores do que 103:

14, 2%, 44, 59, T4, B9 104

Testando cada uma destas solugbes de (o) na segunda equagdo (), achamos que 104 € a dnica solugdo de ambas as
equagdes. Logo,
xoe 04

€ 0 menor inbeing positivo gue satisfaz as rés equaghes, isto €, que € a solugdo do enigma.

Método 2: Usando a notacho acima, obtemos
M=3-5-T=105, M, =105/3=35  M;=105/5=21,  M;=105/T=15

Procuramos agora solughes parn as equagoes
J5x =1 (mod 3}, 2lx = 1 (mod 3), 15x=1({mod T}

Reduzindo 35 mddulo 3, reduzindo 21 mddulo 5, e reduzindo 15 madulo 7, oblemos o sistema
v = 1 {mod 3), x =1 (mod 3), r=1{mod T)

As solughes dessas inés equagdes sdo, respectivamente,
-"|"‘2.. J:=.|| 5;:=1

Agora substituimos na Formula (««) para obter as seguintes solughes do sistema onginal:

xyw 35-2-2 4 21144 15-1-6=314

Drividindo essa soluglo pelo modieles M = 103, oblemos o resto
x= 104

que & a dinica soluglo do enigma entre 0 ¢ 105,
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Observacioc  As solughes 5, = 2, 5 = |, 5, = | foram obtidas por inspedo. Se¢ os moduli’ forem grandes,
sempre se pode usar o algoritmo de Euclides para achar as solughes como no Exemple 1117,

Froblemas Resolvidos
Inequacdes, Valor Absoluio
11.1 Insira o simbolo commeto, <, = ou =, entre cada par de inbeinos:
{a) 4 -7, ey ¥ ____ 5 ey ¥___ 9

Para caxda par de infeiros, a e B, determine suas posigides relativas na reta B ou compute b - a ¢ escreva

@ o fy, a =k o =

dependandn de b = a ser pmili.un, negaliva ou rern. Portanio,
(b d == (B =25 -9 (BF=% @)-8<3 H¥=0 (fle<q

112 Avalie: (o) | =4, 3. O @M2=5, |=2+5. |=2=3: (c}|5=8| +|2=4|
[4—=3-13-9.
() Orvalor absoluto € a “magmiude™ do nimero, desconsiderandae o sinal, Logo,
| =4 =4, 13 =13, 0 =0

(B Awalie deniro dos delimitadores do mddulo primeiramenie:
[2=5=]|=-3=3 |-2+5=3]=3, |-2-3=|-T|=T7

() Avalle dentro dos delimitadores do mddule prametramente:
[$—Bl+[2-4|=]-3+|-2=3+2=35
F=H=-3=-8=[l]l=|-bf=1-f=-5

113 Ache a distincia of entre cada par de nleiros;
(@i 3e-T; (Fi-deld; (chlew (d-Be-3 {elde-d; (H-5e-4
A distincia o entre @ e b é dada pord = la = B = [b = ol Opcionalmente, como indicado na Figura 115, d = |a +
[b] quandas a ¢ b tém sinais diferenies, ¢ d = | — 5] 52 0 e & idm o mesmo sinal & Jo = 5.
Loget (g d =3+ T=10; Md=d+2=6 (dd=9-1=§ (d)d=8-3=5
epd =d+4=8 (Ffla=H=5=1]1,

o — e
= —lal—
* t | fp| =
— * - o - * e
i o h i h (1]
(i) of = jai + |b] {ii} d = Ja] = |b]|
Fig. 11-5

"M de R Do lmim, plursl de sodulus,
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114

1.5

1.6

1.7

Dretenmine todos os inteiros o tais ques (@) | < In-6< 4y (b)) 2 <8 -3n<If,

i) Adicione & sos “trés lados™ parn obser 7 < 2m < 20, Depois, divida todos o lades por 2 (ou multiplgue por 1) pam
obler 3.5 < n < |0, Logo, }

ne=d4,56789
&) Adicione -8 aos irds lado para obter -6 < =30 < 10 Dividas wdes por <3 e, como -3 € negativo, mude a diregho da
desigualdade para obter

2=Rr=—-33 ol —-33<n<2

Logo. s = -3, -2 -1.0. 1.

Prove a Proposiglo 1 1] {lii:scasbe b S, entfion = 0

A proposiglo ¢ obviamente verdadeira quando g = b e b = ¢ Portanto, precisamos considerar apenas o caso a < b
eb<e. Logo, b-aec-bsio positivos, Logo, pela propriedade [P, dos imeiros positives N, a soma 1ambém & positiva,
[sbo &,

b=t {c=blmc=n
& positivo, Logo, a < ¢ de onde se conclal, o 2 ¢,
Prove o Proposigiio 11.3: suponha que a < &, ¢ suponha que ¢ & um inteiro qualguer, Entio:

(ilascsh 4o (li)acsbese o= 0eae 2 be s e 0
A proposigio £ certamente verdade se a = b Lopo, s& precisamos considerar o casa de a < b, islo €, b= a € po
sitiva,
(i) A seguinie diferenga & positiva:
lb+ecj—la+el=hb-a
Lopn,a+c<hse,
(i} Suponhs gue o & positive. Pela propriedade [P ] dos inkeinos pasitivas N, o seguinie produio tambem & positivo:
clh—g)= by =ac .
Logo, ac < be. Agora, suponha que ¢ & negativo. Logo, - ¢ € pasitivo, & o produto seguinte tambeém & positive:
(=)l = a} = ac = be
Conseqentemente, be < e, e, pafanta, ac = b,
Prove a PropeaigEo 114 (i) fab] = o |64
A demonsiragho comsiue em analisar caso par caso,
() Suponhaque a = Oou b =0,
Entio, | = Dou b = 0e, bogo. lal|d = 0. Além disso, ol = 0. Pananto,
labf =0 = |a] |

(&) Suponha quea=0eb=0,
Enthio, ja| = @ e |& = & Logo,
o] = anfr = ] |b]

() Suponha que g >De b
Entdo, ja| = ae |8 = - b. Alm disso, ab < 0, Logo,

|atr| = —{ab) = |~} = |a] |&]

(el Suponha que a < e b=
Emtio, |a] = —a ¢ b = b. Além disso, ob < 0 Logo,
|ah]| = —(arh] = {=a)b = |a| {b
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1114 Prove o Tecrema | 1.6 (principio da boa ordenagio) sep § um conjunte nilo vazio de inteiros positivos, Entlo, §

11.15

contém um elememo minimo.

Supanha gue § nio tem um elemento minimo, Seja W o conjunto dos intziros positives gae sbo menores do que qual-
quer elemento de £, Entlio, | € M, caso comirdrio, | £ 5 ¢ | seria um elemento minime de 8. Soposha que & € M. EniSo
& & menor do giee todo elemento de 8. Portanto, & + | € M caso condrinn, & + | sena o memwr elementao de S,

Febo principio da indugio matemitica, M comtém todo inziro positivo. Logo, § € vamo, lso contradiz o apdsese de

que § € niio wazio, Conseqibzntemente, o hipdtese original de gque 5 niio contém um elemento minimo nde £ verdade, Lo-
oo, o teorema f verdade,

Prove o Teorema 1 1.5 (induglo: segunda formal: seja Puma proposiclio definida nos inteiros g 2 1l gue:
(i} Pl é verdade.

(1) Pin) ¢ verdade sempre gque FUE) ¢ verdade para wdo 1 S k< o0 Ent@o P é verdade para odo s 2 1,

Sgja A o conjunte dos inbeiros 4 2 | para os quals P ndo & verdade. Suponha que A nilio € vazi Pelo principio da boa
ordenagio, A contém um elemento minime g, Por (i), ag = 1.

Como a, & o menor elemento de A, P ¢ verdade para todo intelro & oade | < & < a,. Por (i), P & vesdade para a,.
Isso contradiz o fato de m, £ A, Logo, A € vazio, 2, portanio, M & vendade para todo ingeire g 2 1,

Algoritma de Divisdo

1116

1L17

Para cada par de inteiros a e b, ache inteiros g & rtais quea = b+ re DS r< b
f@la=258 ¢ b=l (Bja=3573 ¢ b= ~|6

fal  Aqul,oe b sl positivos. Apenas divida e por b, isto &, 258 por 13, come na Figura 11-68(a), Emio, g = 3l er =0
(B Aguoi, o d positivo, mas b @ negative. Davada o por (b iste &, 573 por 16, como sa Figura | -600). Entdo:

573 = (16)(35) + 13 = 573 = (—16)({=35) + 13

Logn,g =-33er=13

258 (12 573 116 M1 114 An T
T -3 35 - T -3
13 53 101 ud

- 8D ~08 .
6 k! 1 i

fa} i) i) i)
Fig. 11-6

Para cada par de inteiros a e b, ache inteiros g e Frais quea = bg+re 005 r< |b|:
(oh e =381 ¢ b=14; (Bla=—-433 ¢ bh=-1T7.
Aqui,n-é rlqg,a:im em [odos 08 cxios &, porania, precusamaos fazer alguns ajusles para iﬂ'l’-‘-lﬂlil’ que 0sre ||':l!
(@l Davada ||:r| = 3E] por b = 14, como na Figara 1600 Entdn,
L= (14} +3 e pomamme, =3K] =(14}[=2T) =12
Mas -3 & negativo ¢ nio pode ser o resto r; logo, somanos ¢ sublraimos B = 14 comb a seguair;
=3B0 == (1d){=2T] = 14 &[4 = F = (|4){-28) + L]

Logo.g =-I8er= 11,
by Divida fa| = 433 por [ = 17, coms na Figura | 1-6). Logo,

433 = (17){25) +# e, pontamio,  —433={-17)(25] - #
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1L21 Prove o Teorema 11.7 (algoritmo de divisiio): sefam a ¢ b &0 ingiros com b @ 0, Entio exisiem inteins g & r

Lans que
= by +F [ 0= Fa |b

Akém disso, 05 imeiros g @ rsdo Enicos,

Seja M o conjunio dos inleiros ndo negatives da farma a - xb para algum inteiro . Se x = -lalb entiio o - xb € ndo
nzgative (Problema |1.78); logo, M € ndo vazio, Pelo principio da boa ordenngiio, W tem um elemento minimo, digamos,
r. Camo r E M, lemiod

r= ] r=a-—gh
para algum inteiro . Precisamos mosirar apenas que inteiro r < |5 Suponha que r Z [b]. Seja #* = r =8|, Emdo,
r"=0e r' < rporgue b # 0. Akm disso,
TR R I Rl (A o
P = bl = a - gt - |b {u—[q—l:lb, i b >0

Em quakguer caso, r'pertence a M. [sso contradiz o fabo de que r & elemento minimo de M, Conseqiéentemente, r< |&]. Lo-
go, bexisténcia de g e restd provada.
Agors, mostraremos 3 unicidade de g e r. Suponha que exXIsem IReIrss g & ré g'e r' 1as gue

ambydr & aw by’ -+ e 0<r, r b

Emitda, bq+r=£u,-’+r'-.p-u¢unl-:-.
blg=g )= v =r

Logo, b divide ¢' = r. Mas [r" = < [B], jique 0 < r, r' < |b]. Conseqentemente, F-r = 0, Isso implica g - g"= 0, ji
que b # (. Consegllentemente, ¢ = Fe §=q; isto & g e Fslo unicamente determinados por a e b

1122 Ache wdos os divisores positivos de: (a) 18; (b 256 =25, (o) 302=2".7%

{ad Como |8 € relativameme peguend. simplesmenis sscrevemos tndns os inteirms positivos (2 18) que dividem 18, Sio:
I, 2 3, 6, 9 I8

(k) Como 2 ¢ prims, os divisores positivos de 256 = 2 sioas potdncins menores de 2, Le.,
- U L R AN S L L
Em outras palavras, os divisores de 256 sdo

i, 2, 4 8 16 32 o4, 128, I34

{e) Como 2 e 7 sio primos, os divisores positivos de 392 = 2. 7% siio produtos de poaéneias mais baixas de 2 vezes
poténcias mais baixas de 7. ie.,
bk L L 5 T S A A L
.90 2.9 2@ PP

Em outrus palavras, os divisores positivos de 392, sho
. 2 4, & 7. 14, I8 36 49 98 1%4, 392

(Usamos a convencio usual de que #” = | para qualguer n nio mulo.)

11.23 Liste wiodos os primos enre 50 @ D00,

Simplesmente. lisee todos o8 ndmeros poentee 300e 100 gue mbo poden ser eseribos oomd prodto de dais inleins po-
sitivos, excluindo 1 e p. [so produz:

51, 53, 57, 89, el, 67, 71, 73, T9. B3, &7, 8%, 91, 93, 97
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11.24 Sejopa = 8316e b = 10 7ML

{a)
(#)
ch
{ar

5

i)

Ache d = mde(a, B), o mdxima divisor comum de a e b,
Ache inteiros m e n tais gue d = ma + nb,
Ache o mme (a, k), o minimo malaple comum dea e b,

Diwida o mabor nidmero & = 10920, pelo menor ¢ = B3 16: enlo, repetidsmense divida cada divisor pelo resto, ané
ohter resto zero, Esses paisos estdo representsdos na Figura 10,7, O dlomo resto ndo aulo & 84, Logo,

84 = ged (B316, 10920)

Fig. 11-7

Agora, determinamis @ e g tais gue
B4 = 8316w + 10%2R

Das primeires trés quocientes da Figura 11-7, obiemos a5 equaphes;

(1) M50 = L{B316]) + D604, oy 2604 = 1520 = 1{8314]
(2} B116 = 2604} 4 304, ] 504 = 8316 = 3{2604)
(3 2604 = 5304 + 84; ol B = 2404 — 5[504)

A equagiio (3 nos diz que 84 ¢ uma combinagiko linear de 2604 & 504, Usamos () para substituir 504 em (F), de tal
formin que podemos escrever B4 como combansghio lneas de 2604 ¢ 8316 como a seguld
(41 84 = 2604 — F{B316 — 2(2604)) = 2604 — 5(83]16) < 15{2604)

= 16[26504) — S[E316)

Agpora usanmos (1) para substinedr 2604 em () de al maneirs gue 34 pode ser ewcrite como uma combinagio lineas
de BE 16 e 10920 comw & seguir;

84 = 16(10920 — 1(8316)) — 5{B314)
= 16(10920) — 16{8316) — S(8316)
= —21{B316] + 16{10920)

Esta & o combinagio linear |=d|d.u_ [..n]:n-.m =1 gn = [&
Pela Teorsma 11,15,

lab]  (8316)(10920)
mdc (a. b} F

mme {7, i) = = | DE1 0&0

11.25 Scjaa =37 e b = 249, (a) Ache o = mdofa, ). (h) Ache inteinos o ¢ r tis gue d = ma + b, (o) Ache mmc (a, b).
{a) Dhvada o manor mimena b = 240 pelo menor @ = 37, & enldo, repetidamente divida cada divisor pclu resio nié obder

resto igusl o rero. Buses passos extio representados na Figuera -8, O ditimo resto nlo nelo € 1, Lopo,
9 3T . W !'i' [ T I% 3 Iﬁ_
- [ -1 I —l_'_)'
g2c )%l 5 _) __) 47)] -

Fig. 11-8
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11.28

11.2%

1130

Prove o Teorema | 1.8 saponha que a, & ¢ o sdo inteinos,
(1) Sealb e Be, entido g,
(1) Se alb, em3o para qualquer inteiro x, albx.
(i) Sealb e ale, emdo, alib + che alik =)
(iv) Sealbek# DhendEoa =+ boulal< |b
(v} Sealbeba, entiofal = B ie,a=2%5k
vil Seal,endoa = %1,
(i} Seclbhe B, entdo existiem inbeims x e v Gis que ar = b e by = ¢, Substituindo b por ar, obtemos aoy = . Loge, alr,
(ii} S alb, entdo existe um inteiro o tal gue ac = b, Multiplicando 3 equagiio por x, cbtemos acx = bx. Logo, alby.
(1) Se alb e ale, existem inelros xoe v ials que ar = beay = ¢ Somando as igualdades, oblemos

ax+ay=b+¢ c.portanes,  alx + ) =40

Loga, alid + ch. Subtraindoe & iguakdades, ohiemos
ax=agy=h-¢ ¢ poranto, alx =y =h-=2¢

Logo, alih - c).
(iv) Sealh, existe ¢ tnl que ac = b Entho,

|&] = late] = |l e]

Pelo Problema 1112000, oufd = 1 ou |a < |af [o] = |5, S | = 1, emifio ¢ = £ 1, de onde segue que a = + b, como
Ui Imaos mostrar.

(vl Sealh entiog =2 boul|<|b] Sefa|<|b), bf o Logo.a =14
(vl Seal, enthoa =+ | oufal < |1 = |. Pelo Problema 1 1.20a) o] 2 1. Logo,a = £ 1.

Um subeonjunto nio vaxio S de & € dito um ideql sz Jtem as sepuintes propriedades:

(1 SeabeEdendvat+bE [

(21 Sraclerns T enthonas

Sejad 0 mepor imleiro positivoe em um adeal J # (0], PT!'II'I.'E{’.IE  divide q_nplqu:r elemento de J,

Come J & [0], exisie o € J com a + L Portanta, - a = =1a) E J. Loge, f contém elementos positivas, Peboe pan-
cipin da hoa ordenagiio, J comém um menor elememto positiva e, logo, J existe. Agom, considere b £ 1, Dividinds b por
o, o algoritmo de diviske nos diz goe existem o € g 1ais que

bhegid+r ] b=r<d
Porém. ke d € J, ¢ J £ um idenl; portanto, b # {—g)d = r também pertence a J. Pela minimalidade de d, precisamos er
r = 1L, Logn, db, como querfamos provar,
Prove o Teorema | 1.12: seja o o menor inteiro positivo da forma ax + by, Emdo, d = mdela, b
Considere @ conjunio J = | av + e x, v € ). Entlo,
a= g} +0bjef ¢ b=0{a]+1l{E el
Suponha também gue s e 1 € J, digamas, 5 = x84 pbe = X0+ yob Entdo, para qualquer v €,
S N T o L R Ty ) € ms = (Hxp Ja =+ (ipg b

também pertencem aJf. Portamo, J &€ umideal. Sejn o 0 menor elemento positive em S, Alirmamos que d = mdaia, b).

Pelo Problema 11,28, J divide qualquer elementa de J. Logo, em particular, J divide 2 ¢ b, Suponha agora que & di-
vide ambos, g2 b Entio, i divide o+ vb para todo xe y; isto £, & divide todo elemento de J, Portanao, & divide d g, por-
tanto, b =, Conseqibentemente, o = mdeia, b).
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11.31 Prove o Teorema 11,16 suponha que mdela, &) = 1, e a e b diadem c. Entiio ab divide .
Como mdeia, B} = |, existem 1 ¥ tais que ax + by =L, Como ale e ble, existemn m e o tais que ¢ = ma ¢ ¢ = ab,
Multplicamdo ax + by = 1 por ¢, obiém-se
|:.|.r.||:+|':r.'|-'=: o .u'{nb}.t +.b[m:¢:l_|.-= C ] uh[ru: +myl=rc
Laoga, ab divide ¢.
1132 Prove o Corodiirio 11.18: suponha que um prime p divide o produts b, Entio, pla ou pib.
Suponha que p ndo divida . Entd3o, mdeip, a) = 1 jd que 05 inicos divisones de psiio £ 1 e X p, Podanio, exisiem n-
teirps me o txis que 1 = mp + pe. Mubtiplicando por b, ohiém-se b = mbp + nab, Por hipitese, p divide ab, isto €, ab = ¢p.
Entlo,
b = imph 4 nab = mph 4+ repos plmb 4 o).
Laga, plb, como gueriamas provas,
1133 Prove: {a) suponha que plg e que p e g 530 primos. EntSo, p = g. (b) Suponha plgygs - - - g, onde p e g 5o primos,
Entdo, p & igual a algum dos gs.
(ad Qs dnicos divisores de g sdot let g Comop> I, p = g
By Ser= |, emio p = g por(a). Suponha qoe r> 1. Pelo Problema 11.32 (Corolinio 11, 18). plgyou pligs - q. ). 5e
Plity. entfio p o= gy por (a). Sendo, ent®o p|lgs g Repetimos o arpumento. [sto & oblemos p= §: o4
Fllgs - -~ g:). Finalmente (ou por indugSe), p deve ser igual o algum das g5,
1134 Prove o tearema fundamental da sriomética (Teorema 11,19): iodo inteirg n = | pode ser expresso de maneira Gni-
ca (exceto pela ordem ) comas wm produts de primos.
Ji prowames o Teorema 1,10 que diz que am ta] produte de primos existe, Porianio, precisamos mosirar apenas qus
o praduto € Enieo (exceio pela ordem). Suponha gue
f=mpa-Pe =gz
onde o8 ps e gr 5o primes. Noie que oy | < g ). Pelo Problema 11.33, p) o igoal a alpam dos gs. Reordenamos os g9
de 1l mado que py = q)- Entfio,
Py Py = PFiga gy 2, partanio, PP =61l
Pelo mesmo angumenlo, podemos reordenar os gs remanescentes de modo a wer pa = g5, E astim por diante. Logo, n
Pud: BET EXPESSED de maneira dnice coma um produto de prmos {exceto pela ondem ).
Congrudncias
11.35 CQuais das seguintes congnitncias & verdadeira®

(@) 446 = 278 (mod 7). () 473 = 369 (mod 26),
(B 793 = 682 (mod 9). (e] 445 = 536 (mod 18),
{c] 269 =413 (mod 12). () 383 = 126 (mod 15).

Lembre que @ = b (mod m) se e somente se m divide o = b,
(@) Méodo 1 Ache o diferenga 446 - 278 = |68, Divido a diferenga 168 pelo modulur m = 7, Oresto £ 0; logo, a
afirmagdo &€ verdadeira,

Méwodo 2:  Redora cada um dos lades mddule 7. Dividindo 446 por 7, oblemos reste ro= 5, e dividindo 278 par
7, iambém ablemaos resio r = 5. Logo, 446 = 278 (mod 7).

(k) Divida a diferenga 723 - 682 = 111 pelo modifies m = 9, O resto ndee £ zero. Logo, a afirmativa € falsa. (Come se-
gumnida opglo, dividisdo T93 por 9, obdm-se resto o= 1, mas dividindo $82 por ', obiéme-se resto r = 6.

(£} Verdadeira, 3 goe 12 dovide 260 — 413 = — 144,
(d)  Verdadeir, j@ que 26 divide 472 = 359 = 104,
(¢} Falsa, jé que 15 ndo divide 445 = 536 = = 9],
(1 Falea, jf que 15 oo divide 383 = 126 = 157,
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1136 Ache o menor inteim nio negative que ¢ congroenie médulo s = 8 a cada wm dos seguintes mimeros: (@) 379 (b
695 (c) — 578: (d) 285,

[0 inteiro deve estar po conjunto [0, 1,2, 7}]
{a)  Dividindo 379 por m = 8, oblemos resto 3; bogo,

179 = 3 (mod &)

(b Davidindo G085 por s = 8, oblemos resto 7; bego,
695 =7 (mod )

(e} Dividindo 378 por s = 8, obtemaos resto 27 koo,
=578 & -2 = 6 (mod §)

[(Fhtemos 6 pela adigho do madulo m = 8 com 2.3
(d) Dividindo 285 por i = &, obtemos resto 5; koo,

=285 = =5 = 3 (mod §)

1137 Ache o menor inteiro em valor absoluio que € congruente madulo m = T a cada um dos seguinies ndmeros:
(a) 386, (B} 25T; (ed-192;  (d) 66
[O inteire deve estar i conjunto (-3, -2, =1.0, [, 2, 3}.]
{a)  Davidindo 386 por s = T obtemos resto 11 logo,

Ia=1 (mad 7)

(k) Diadindo 257 porm = 7, oblemos resto 5; logo,
25fT=5= -2 (mod T)

(C¥atemis =2 wbtramndo o modulus m = 7 de 5)
(c)  Davidindo 192 por m = 7 obtemos resto 3; logo,
=192 = -3 (mod T)

id)  Davadindo 466 porm = 8 oblemos resto 4 logo,
—dah = —d = 3{mod T)

{Diemos 3 subiraindo o modulus m = Ta-4.)

1138  Ache os mdmeros entre | ¢ 10 que s&e congreentes a 6 mddulo m = 13, isto &, ache todes o3 valores de x tals que
lsxsille

x =6 (mod 13)

Soeme miliplos do mddubs m = 13 a0 ndmene dado & para obler
f+ 0=, b+ 13=19, 19+ 13=32, W+13=4a5
45+ 13 =58, M+li=T1, M+ 13 =84, B4+ 13 =97

Isin &,
6, 1% 32, 43, 5B, TI, B4, 97

113 Ache twbos o nimeros entre <50 & 50 que sdo congruenies a 21 mddulo m = 12. Isio &, ache dos os & tais que
~Sh=x<50e

x =21 (mod 12}
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1140

1141

1142

11.43

1144

Some & subirmaa rruili‘p]mdurrﬂ&:lulnm- 12 aor pdmmero dadae 21 |:l:|nuhl::r

2l +0 =21, 21+ 12 =133, J1 412 = 46, 2A=-12="5
B—12=-3, =F¥-12=~15 =15-12=-27, =27T-12=-1

e &,

=33, =17, =15 <=3} % 21, 33, 44

Prove o Teorema 11.20: seja m um intgiro positive, Entio;
(i} Paratodo inteiro a. temos a = a (mod s
(i} Seasb{mod m), entdo b= g (mod s,
{iv) Seasb{modm)e b scimodm), entio a = o (mod o),
{1} A diferenga g = a = 0 ¢ divisivel por me; logo, @ = almod m).
(i} Sea=bimod m), entho mlia - &), Logo, m divide - (o= 5) = b-a. Logo, b= (mod ).
(i} Sabemos gue (e — ke mjih - ¢). Logo, s divide a soma (a - B+ (b= ¢) = g - ¢, Logo, o= ¢ (mod m).

Prove o Teorema 11,21; suponha que a = ¢ (mod m) e b=d (mod o, Entio:
(i} a+b=c+d(modm)
(i} a-b=cdimodm)
Sabemos que m|in = ) e mjlb = d).
(i} Entlio, m divide o soma (@ - ¢} + (b —d) = (@ = b) - (¢ + d) Logo,

a4+h =+ d (mod s

(iip Entfio, m divide o produio bla - c) = ab - be, e m divide o produto ol - d) = be - cd. Logo, s divide 2 soma
(b — be) + [be — o] = ab — e

Portanto, af = cd (mod m)

Prove: seaq + b=a + o (mod o, emde b= ¢ (mod m).
{15t &, w lei do cancelamento vale para o adigilo mdduloe m.}

Por hipdtese, m divide o diferenga fo + &) = (o +c) = b - c. Logo, b= o imod m), como queriamis provar,
Sejad = mdcia, K. Mostre que o ¢ b sho relsivamente primos,

Existem 1 e v fais que & = xa + yb. Dividindo a equagho por J, obiemas | = slald) + y(b0d). Logo, ath e by 580 re-
lativameste peimos.
Prove o Teorema 11.23: suponha que ab = ac (mod m) e d = mdela, m), Entdio, b= (mod mid ).

Por lapdeese, m divide el — ae = all o). Logo, existe wm inlemro s tal que alb - o) = mr, Dividindo por &, oblém-se

(a/d)(b — &) = (m/d1x

Loga, mid divade (@il = o), Como mid e ofd s3o relativamente primos, mid divide b - ¢, Isto &, b= e {mod mi'd ). como
querinmes prowvar,

Sisternas de Residuos, Fungdo Phi () de Euler

1145

Para cada mddubo m. exiba dods sistemas completos de residuos; um com 05 menoses inbeiros Aio neganves @ ous
IFe com o5 imeinos de menor valor shsoluio.

iaim =59 (hm=I1L
Mo p:im:im casn, sscolha I'[:l.. 1,2 . m=1 b e, mo segumdo caso, escolha

[=lemr =102 =00 1,0 e — 1)/2) ou f—lm— 2302, =000, ..., 2}
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1146

1L47

11.48

1149

1.5

dependendo de  ser impar ou par;
frd [0,1,2,3.4, 5,678} ¢ {—4,-3-2-1,01,234}.
B {0.1,2,3.4.56. 78,9 10.11.12} e {-3,—-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,6].

Exiba wm sistema reduzido de residuos mddulo m e ache @ (m) onde: (g)m =9 (bim = 12; (chm = 13; {d)
m o= 16,
Escolha os ndmeros positives menorss do gque @ e os primos relativos de m. & cardinalidade do conjonto obtido & @
{a}.
fap |1,2,4, 5.7, B]; porlanto, § (%) = 6.
(& [0, 5. 701 ]; portanto, ¢ (12 = 4,
B {12,304, 5,6, 7.8, %, 10, 10, 12); pomanto, ¢ (133 = 12, [[s50 era esperado, pos @ (ph = p = 1 para qualquer
primi .|
iy |1, 55 7.9 11,13, 15]; portanto, §{16) = &

Lembre que S, = {0, 1.2,...,m = 1} ¢ um sistema completo de residucs madulo m, Prove:
) Quaisquer m inteiros consecutivos formarm um sstenss completoe de residees madulo m,
ib) Semdecia, m)= 1, entdo a8, = {0,a,2a,3a,... {m— 1)a} é um sistema completo de residucs modulo m.

fa)l  Comsidere qualguer sulra seqisEncin de inteines, por exemple,

{fea+la+d,..., a+ {m=1}}

0 valor absolmo da diferenga x di quaisguer dois. dos imeiros & menor do gue m, Logo, m ndo divide 5 2, portanta,
o5 mimeros ndo sio congruentes mddulo m,

(b} Suponbn que ar = ay (mod m) onde e v £ 5 Como mdcfa. st = 1. lei do cancelamento modificada, Teorena
11.23, nos diz que rs yimoed m). Comoxe v € 5, precisamos terx = v oo, 5_ & um sisema compleio de resi-
o mddulo st

Exiba um sistema completo de residuos médulo m = 8 formado inteiraments por midltiplos de 3.
Pelo Problemsa 11.47(h), A= [0 3. 6.9, 12, 15, 18, Z1] £ um sistema completo de residuos madalo m = 8,

Mostre que, s p & um primo, entio

g l=p"-p"" =p(p-1)

Claramense, mde (o, 5] # 1 % ¢ somente s¢ @ divide a. Logo, os dnicos ndmernos entre 1 ¢ ¢ que nio <o primos
pelativos com g aio o4 malliplos de p. st &,

po o 0

Existem p' de tais miliplos de p, Todlos o cutros mimenos entre | ¢ p° sio primos relativos com p°. Loga,
o=t =g = - 1)
Loy alirmarmos,

Ache (g} S{B1Y, S(125), ST () S(72), & 3000,
{a)  Pelo Problema 11.49,
BN =M =32 =11 =27(2) = 54
B[125) = (5] = 57(5 ~ 1) = 25(4) = 100
s =17 - 11 =607

(&) UseoTeorsma 11.24 que diz gue ¢ ¢ muluplcativa
@(72) = (3. ') = (32" ) =3(3-1)- P2- 1) =4
G 3000) = @(3 - 2. 5 = B D[P 5") = 2-2- 55— 1) = 400
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1L53 Em &, ache (a) -2, -3, =5, =8, =9, =10; (&) 27, 37, 57, 87, 1047, 117,
fal  Motegue —a = m—a, pois (m—a)+a = (. Lago,
=l=li=2=9, =i=1l1=-5=#8, “H=]1-9 =2
-i=1l-3=%§, -RE=11-8=13, =11 -10=1

{Eh  Por definigio, a't @ o imesin ¢ 1al que be = o Como estamos dividindo por 7, primeiramente escreva a tabela de
multiplicagda por 7em &, . isto &,

Agora bocalice na labela 0 ndmer, ¢ 2 resposia eslard acima @ nlimens. Logao,
2/7=5 ¥1=2% §/7=7 B7T=9  1W0T=3 1/T=8

[Mote que 7-° w §, jd que 7(8) =871 = 1]

11.54 Considere &, onde p & um primo. Prove:
(@) Seab=agreas 0 endob =,
(B Seab=0enthoa=0ouh =10
(g} Seab = acem Z entio ob s acimod p). Come a # 0, mdeia, p) =1. Pelo Teorema 11.22, podems cancelar oz a
para obter
b= (mod ph

Logo. b= cemZ
(k) Seph= ﬂ'!l'l'lz-_,.ﬂlﬁﬂﬂ'? =0 (mod p). Portania, pdivid&np’ﬁdm.uﬁ. C‘:rmnpé p:‘inﬂ.,u{-aﬂ.lph e
a=0(mod p) o4 b= 0 (mod p)

Loge,a=0coub = OemZ,

1155 Considere a # O em Z_ onde mdcia, m) = 1, Mosire que g tem um inverso multiplicativo em Z,_,

Come o * 0 e midola, m) = 1, existem inbeiros 1 e v a8 que ax + my = | ou ax — 1 = my. Poranto, m divide
ar — Ie, logo, ax = | (mod m), Escreva x médulo m como um elemento x"em Z_, Entlo, ac” = [em Z_.

1156 Achea emZ_onde(a)a=3Tem = 249, (b)a= 15em = 234,

(gl Ache d = mdel37, 2499, como no Problema 11,25, Come d = mdc(37, 249) = 1, &7 existe, Ache os inteiros x 2 v
pads qioe 37k + 249y = 1. Pelo Problesma 11.23,

—T4{3T)+ 11{249]) = | £ aasim —T4(37) = I (mod 24%)
Some m = 24% & T4 para obter -T4 + 149 = |75, Logn,
(1783(37) = 1 (mod 249)
Portanto, @™ = 175 em Z..,.
(hi  Ache d = mdo{15, 28) = 3, Logo, d # | e, porianta, 15 ndo tem myverso multiphcative em .IH..
1L57T Considere os seguintes polindmios sobre £,
f{x:|=ﬁ.'rj—5.r;+2.1r—4, g[xj=5.‘r’+2f+ﬁ.r—l, h[1}=3-.tj—2r—5

Ache: (a) Fix)+ gl (b) Fix) k()

Faga as operaghes como se os polindmios fossem definddos sobre os inteiros Z, ¢ entiio reduzs o cosficientes modu-
lal.
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(@) Temos
Ay’ — 87 + 2 - 4
S +20 +6x-4 o 4’ =i = x5 ou drt+ 4’ +r+2
Me? — 3 4 8y =5
by Temos
6 =S¢ b 2r—4
i -2y -5
I8 — 152 4+ 6B’ = 1207
= 12" 4+ 10x" = dxt 4 By
— 30" 4+ 257 — 0k = M)
IBr” — 27" o 1dx? 4 927 - ;;;_;._ﬁp
ou 4’ — &t +237 — Ix+ 6
ou At e 2 Sx B
Equagdes de Congruéncia

11.538 Resolva a equaciio de congraéneia fx) = 42" — 3’ + 26 + Sx — 4 = 0 {mod 6).

Ciamo o equagiio ndo é linear, resolvemns & equagiio testando os mimeros em um sistema compbeio de residwos mad-
dubo 6. Dhpamios,

{0,1,2,3.4,5)

Temos

i) = —4 # 0 (mod &)
fil)md=34245-4=40(mod &)

fi2) e 6d = 24 B 10 = 4 = 54 = 0iimod &)
fAil=324-81+ B+ 15-4=272 =2 &0 (mxd 6}
Fid)m 1024 < 1924 32420 -4 =880 = 4 # 0 (mod 6)
FUS) = 25000 = 375 4 50 4 25 — 4 = 2196 = 0 {mod 6)

Pomante, apenas 2 ¢ 3 sio raizes de (i) madulo 8. [s0 €, (1, 5] ¢ um conjunto completa de solughes,

11.5% Resolva a equagio de congruéncia
Fix) =26x* = 31x° + 46" = T6x + 57 = 0 (mod §)

Primeiramente reduza o5 coelicientes de fixh modulo B para obter o equaglio de congruéneia equivalente
gl =2 -7t 16 —dx + ) = 0 (mod §)

Como T=-1 imod 8) ¢ 6= -2 {moed B), podemos simplificar a equagio original para obter o equagio de congroéncia equi-
valente

hirym 2 o’ 27 4w+ 1 = 0 {mod &

Testames os nbmeros em um sistema complets de resideos midulo 8§ 2, pars manter nossa aritmeética o mais simphes. pos-
siviel, esoolhemos

[—3,-2,-1.0,1,2.3,4)
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1160

11.61

(ls10 ¢, escolhemos o8 mimeros cujes valones abselwios sio minimes, ) Substinendo esses mimeros em i), obtemos:

=31 =130 =1 (mod &), #l)= -2 =6 (mod &)
hi=2) = 25= | (mod B), b= 25=1 [mod §)
B—l)= M=4(mod &),  K3)=160=0 (mod 8)

Bl)= 91=1 (mod &),  Kf4)=513=1 (mod §)

Poranto, 3 ¢ & dnbea sobuglo de {x) (mod 8),

Resolva cada equagio linear de congroéncia:
(a) 3x = 2 (mod 8y (0) G =5 (mod ¥ (¢) 42 = 6 (mod 10)

Como o8 meclf 380 relstivameme peguenes, schamos 1odas as sologbes por inspegiio, Lembre gue ac s b (mod i)
tem exatnmente o = mde(a, m) solugdes quando d divide B,

Ge)  Agui, mde(3, B) = |, Logo, a equagiio tem uma dnics solugio, Testondo 0, |, 2, ,,..7, venificames qus
6= 18 =2 (mod 8)
(B} Adgui, mdeib, @ = 3, mas 3 ndo divide 5. Logo, o sistema ndo tem solugo,
ic)  Agui, mdeld, 10} = 2, ¢ 2 divide b; portanto, o sistema lem duas solugbes.
Método I: Tesmando 0, 1, 2, 3,.... %, vemos que
H4) = |6 = 6 (mad 100 ] 4(9] = 36 = & (mod 10)

Portanto, £ e 9 sho as duas solugpies,
Método 2:  [hvida a equagio e o modulus por mdeid, 10) = 2 pu:d}:u & equacho de congreéncia:
Iv =3 imod 5)
A tiniica solugio dessa equacio ¢ ¥ = 4, que £ soluglio da equacio original, Some o nove modulus 5 0 esta solugiio pa-
ra abiler
r=4+5=1

Croe & & segunda solugio da equagdo original. Porane, 4 ¢ 9 sio as dueas solupbes desejndas,

Eesolva a equagdo de congroéncia 1082y = 23 (mod Z245)

Mo & eficients resolver esta equagio por fesles direlos, j@ que o mochelies mo= 2295 é muaito grande, Primeiramaen-
te, wse o algoritma de divisio para achar d = madc 1092, 2295) = 3, Dividindo 21 por d = 3, obtéme-se (F como restao; is-
i £, 3 divide 213, Logo, a equagio terd trés solugdes ndo congnesnies.

Divida n equacho ¢ o moduius m = 21295 por d = } para obier a equagiio de congroéncia
Midy = 71 (mod T65) (=)

Sabemos que M4 e TH5 sllo primos relativos, ji que foram obtidos do divisiio pord = mded 1082, 12395 = 3; logo a equa-
¢ho (] tem uma dnica solugho madule 765, Besolvemos [+ determinando primeiramente o solugho da equagho

ey = | (mod 765) [=e)
Essa solugio ¢ obtida determinamlo 5  F lais qus

Ipds + B =1

[sto pode ser feito usando o algonima de diviso (coma no Problema 11,25

B 59 Y i
_]'i'—-""'Il -!I _E-—-"’}ll T

Fig. 11-22
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11635

Especificamente., divida m = 765 por o = 364 e, repetidaments, divida cada devesor pelo resto como ns Figara 11-
12, Ok gquoctentes na Figara 11-12 geram as sepuinbes quatno equsges:

(f 37 =765 - 2(364)
(21 31 =364 - 937
(3 G 37 =131
(4 1 =31-56)

Usandeo () & 73, escreva | coma combinagio insar de 31 e 37 como a ssgair;

(51 1=31-5[37 - 1{3)] = 6{31) - 5(37)

Usando (5} e (2], escreva | como combinagio linear de 364 ¢ 37 como 2 seguir:
() 1= 6364 = (3T)] = 5{37) = 6{364) - 59(237)

Usando (6) e (1), escreva | como combinagio linear de 364 ¢ TAS como a seguir;
(71 1 =6(364) — 39763 - 2(364)] = 124(364) — 59/ 765

Logo, & = |24 e 0= =59

Conseqilentemenie, s = 124 & a dnica solugho de [++), Muliiplicando esta solugdo s = 124 por 71 ¢ reduzindo md-
dulo Tad, obtermos

124{71) = £804 = 389 (mod 765)

Essa & a tnica solugho de (),

Finalmente, somamos o novo médulo m = T65 3 solugho x, = 389 duas vezes para obler a5 outras duas solugtes da
equiio dada:
xy = 3RO 4+ T6F = | 154, xy = 1154+ 75 = |99

Em catras pabivras, x;, = 389, x; = 154 & x; = 1919 formam um conjunto compleio de solugdes da equagke dada
M2 = 213 (mad 2293),

Resolva a squagio de congruéncia 455 = 204 (mod 4660,

Primelramente use o alporitmo de divisdo para achar o = mde(435, 4690 = 7. Divedindo 304 por o = 7, obtemos 1
como reslo; 50 &, T nlo divide 204, Logo, a equacio ndo vem solucio.

Um merino vende magdis por 12 centavos cada, e peras por 7 centavos cada. Supenha que o garobo tenha ganho
53,21 Quantas maghs ¢ peras ele vendeu?
Sejam x e y, respectivamente, o nimere de maghs ¢ peras vendidas. Obtemos assim a equagio diofamina
12y 4 Ty = 321 [*)
{Esza & uma et el d'l'r.ljuml'i'nu,]mi_'l &gy esfio resinlos aos inleirns posbyos. ) .‘\ﬂpm.'&n{t:l ¢ equivalente 4 eguagio
de congrfncia
12x = 321 {mod 7

Reduzindo s equagio mddulo 7, obtemes a equagho equivalanie
Sx =6 (mad 7)

Testand 0, 1,..., &, obtemos a dnica sologio
¥ =4
Somamos o5 midltiplos do mddulo m = 7 a4 para obter os valores possiveis de x e, em cada caso, substituimos em [+ pa-
ra calealar o valor commespondeme de v, Obremos
aw dl, gos 3O xea |1, = 2T, xw= |B p= 15
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11.64

Comrn 12{25) = HN) € mazior do que 321, © = 35, e qualguer valor maior para x produzicd um valor negativo para y. Con-
seqbeniements, existem trés solupbes possiveds:

4 maghs. 39 perns; 11 maglis, 27 peras, 18 mnglis, 15 peras
Em outras palavras,
Y44 e Fou 5= 2

¢ o solugho geral de (#), e r = 0, 1, 2 o os tinicos valores de ¢ que produzem valores nio pegatives para ambos, x ¢ v.

Ache o menor inteiro positive x (] que, se . & dividida por 3, obiém-se resto 2, ¢ quando x € dividido por 7, obtém-
s resto 4; e quando x € dividido por 10, obtém-se resto G,

Procuramos 2 menaor soluglio postiva comum s s equagies
(a] x =2 (mod 3k (b x=d4imod Tk (c) x=6(mod 10)
Oibserve qoe os saduli 3, 7 & 10 sho, dois a dois, relstivamete primos. {(Modull € plural de modafas.) O eorema do nes-

tarchinis [TRC) 11,28 nos diz gque existe uma dnico m]l.l;in-nﬁduhdnp‘nﬁmrn = J(TH I = 210, Resolvemos o pro-
blema de duas mansiras,

Metodo 1:  Primeiramenie aplique o TRC para as duas equagies:
(ad x=2 (mod 3) [ (H x=4(maod 7
Sabemos que existe wma nica solugdo mbdube M = 3 - T = 1. Somando makiplos de s = 7 4 solugio dada da sepan-
da equagdo (h) x = 4, oblemos s seguinbes wrés solugies de (b) que sBo menores do gue 21;
4 11, 18

Testanda cadda uma das solugles de (b na equagkoe (al, verificamos que 11 € a dnica solugkae das duas equagies,
Ao aplicamas 0 mesmd processo i duas mq_n.ul;b:l.

(cp & =6 (mod 10) L] @y x=11imod 21)

O TRC nos diz que existe uma daica solugio mddalo M o= 21 - 10 = 210, Somando midltiplos do méduls s = 21 & solu-
o dada da equescio (dh x = 11, oblemos as seguintes 10 sofugdes de (4) que s30 menores do gue 2 1

11, 32, 53, T4, %5 116 137, 13, 179, 20

Tesaando cada uma das solughes de () na equaghe (o), verificamos que s = 116 ¢ a dnsca solughe da equagio (o). Logo,
xow 16

& 0 menar inteir positivo satisfazende &5 s equagtes dadas (al (B e (e
Métoda X; Uzando a nolagdo da Pmpn-:i;in 11.29, abdemos
Mo 307100 200, My = 210/3 =T, My = 210/T = 30, My = 210710 = 21

Procuramos solughes para as equagies

Mr=1imed3), Ix=1imed7), 2lr=1 (mod 10)

Reduzindo 70 madulo 3, 30 médulo T e 21 madulo 10, obiemos o sistema ﬁq‘ui‘uil'u:nl::
x=1 imaod 3, 2y =1 (mod T), x =1 {mod 10)

As solughies das irés equagbes sio, respeclivamente,

o= 1 o=, M=

Substitwingdo na férmula

Xy =.|'!f|.l|.||'| + H:.'i'gr: + T HJ.J‘}F*
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nbéemos &5 seguinies solugiies do sistema original:
¥g=T0-1:2 4+ J0-4-4 + 20.1-6="Tdp

Dividindo esta selugho pelo sodulus M = 210, obtemos o resto
x=114
gue ¢ a Unica sologio do sistema original entre O e 210,
1165 Prove o Teorema 11.25: se g e mosio relativamente primos, entdo ay = 1 (mod s tem uma dnica solugdo; case con-
tririo, nio exisie solugdo.
Suponhn que x, ¢ uma solegho, Entlo, m divide ax, - | e, portanio, exisie v, ial que oy = axy — 1. Poranto,

Xy + iy = 1 )
et & w1 sdo primes relatives. Conversamente, s¢ a ¢ m <bo primos relativos, emiio existe x, ¢ v, satisfarendo (1) ¢, pesie
cis, ¢ uma solugio de oo s 1 (mod m.

Regsan mepsirar que &, & a dnica solwegio mddulo m. Suponha que x, ¢ owira solugio. Emio,
axg = 1 = ax; (mod m)

Como e m sbo relativamente primaog, vale o lei do cancelamemio modificada ¢, bogo,
X = xp (med m)

Asaim, o beorema esld provado,
1L66 Prove o Teorema 11,26 suponha que a & m sdo primos relativos, Entio ax = b (mod m) tem uma dnica solugdo.

Ademais, se & £ pdnica soluglio de ar = | (mod m). entio x = bs & o dnica sologho de ax = B (mod ).

Pzla Tearema 11,25 { provado no Problema 1 165), existe ama solagio inica 5 de oy = | imod sl Porante, 65 = |
(mmced med &, logo,

albs) = (aslh = 1.5 = h [moxd m)

Isio &, x = by € wma solucio de av = b (mad m), Suponha que x, e x, sio duas selugies, Emtilo,
wxg = & = ax, (mod mw)
Como g ¢ m sho primos relativos, a lei do cancelamenio modificads nos diz que v = v (mod mi). [sto €, ax s b {mod
mej bem uma dmica solugio mddubs m.
11,67 Prove o Teerema 11.27: considens a eguagdo
ax = b (mod ) [+]

onde d = mdola, m), (i)} Se o nio divide b, entio o equagio (=) nio tem solugho. (i) Se o divide &, entdo a cquago [+ ]
tem o sollugdes, iodas elas comgruentes maddulo M i dnicn solegho da equagio de

Ax = B (mod M) (++]
onde A = @id, B = bide M = mid,
(i} Suponha que x, & uma solugio de (=) Entho, gx, = b imod m) e, logo, s divide gy, — b, Poransio, existe wm in-

teire v, tal que mivg = — b 0w myg + axg = b Mas o = mdele, m) e, koo, d divide royy + o, [o €, d di-
vide b, Conseqisntements, s¢ o ndo divide b, ndo existe solugio,
(i} Suponhs que x, & s solugko de =) Entio, como scima,

vy + axg = b
Dividindo a equage por d, obtemios (# ), Pomtanto, M divide Ax, — 8 e, logo, x, € solugio de [+ ). Conversamen-
te, supombia gque x, € sugdo de [#+ ), Enilio, coma acima, existe um inceine v, 1l gue

My + Axy = &
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Divisibilidade, Mdximo Divisor Comum, Primas
1193 Determine todos os possiveis divisores de (o) 24;  (0) 19683 = 3% (432 =2". 3%

1194 Liste todos os nimeres primas entre 100 e 150,
1195 Expresse os segainbes nibmeres como prodube de primos: (a) 2940 (B) 1485 o) ETIE (D 3019400
11.% Para cada par de inieires a ¢ b, ache d = midcla, b) ¢ expresse d como combinagho linearde g e b,

(@) a=48,b=135, () o=1650=1287. (£} a=2310, b= 168 (d) @=195 b= 58
1L9Y Ache: dadmme (5 7k (Bhmme (3, 33k (chmme (12, 28).

1198 Suponha que o = 3880 e &= B35
(a) Expresssae¢ bcomo produato de primos,
(h)  Ache mdc (a, b) e mme (a, b,
(il "ul':ri!'lql.l:q.u: e iz, ) = {h.l'rli"rn.d-:[a. 1,
1199 Prove; (a) se alb, entio aj-k, —alb & —al-b: (b} se adbe, eniSo b,
1.1 Prove:
() Sen> | ndo & primo, entlo m em um divisor positivo o tal que o < 0.
(h Sv:rl:iIrﬂnéd.iuilil.rglpm'umprim_pEvﬁ_znlhn!umprim.
1100 Prove: {a) Seam 4 b= |, entllo mdcla, &) = 1. () 52 0 = by + r, emtilo mdele, b) = mde(b, rh.
1L.102 Prove: {a)mdela, a+ k) divide & (h) mdelae, @+ 2) éigual a | ou 2,
11103 Prove:
) Sea>2ek>l.emio o — 1 ndoé primo.
b Semx=0e 2" — | & primo, entdo m & prima,
11004 Sejam um mieino posiive, Prove:
(gl 3 divide m 5 ¢ somente 52 3 divide 2 soma dos digios de a,

() B divide w s ¢ somente s¢ 9 divide & soma dos digitos de a,
fe) B divide m se ¢ somente se & divide o ineine formado pelos dhimos més digitos de .

1L105 Estenda a definigio de mde & mme para qualquer conjunte finite de inteinos, isto &, pars inBeinos @y, dy, .. ., @, defina

(o mdela), @08 (B) mmelay, @, .. 83;)

1L.106 Prove: seaq|ae agln,... o )% entio min, onde m o= mmela), ... a).

11107 Prove: existem imervalos arbitrariamense grandes enire ndmeros primos, isto £, para qualguer infeire positivo &, exis-
tem k inteitos consecativos gus ndo sho primos,

Congruéncias
TLI0E  Cuais das seguines efirmagdes slo verdadeiras?
() 224 = 762 (mod &) (h) 582 = 263 (mod L1} () 156 = =369 (mod T) (@) =238 = 453 {mad 13)

LILI09  Ache o menor iteing nio negalivo goe seja congrente modalo mo= 9 a cals um dos seguintes mimenos:
(@) 4570 (B) 1578 (o) -366 (d) —3288.
[(] inteiro deve exiar no conjunte (0, 1, 2,7, 8].]

11110 Ache o menor inteiro nio negabivo que seja congruents midualo m = % a cada um dos seguinies mimeros:
(a) 510 () 1R2%; () 625 (d) 271V
[V inteiro deve estar no conjunbe =8, =3, <2 <1, 1,2, 3, 4].]
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{a) =2 (mod 1), 1 =3 (mod 5 x =4 (mad 113,
i x=3 (mod 3, ¥ =4 {mod T X = {mad 9.

347

10132 Ache a menor sobugdo positiva do segainte sisiema de equagbes de congroénea.
i = 5 (mod 45k x =6 (mod 49); x = Ti{mod 52)
Respostas dos Problemas Complementares
1069 (o) 2= -6 (b -3>-5 (o) =T<k () -B<=l; (& P<Il; (f) P=>-9
(gl =2==-=T; (& 4=-9
1.7 faop 6,5 0; () 4,4, 10,
LT @) 3+10=13,3-T==4 (b) 441 m5 8-dmd
1L72 (@) 7o (b % () & dd) & (&) & () i
173 (e 45 6 @by =2 <0, 0,1
188 (0) g=28r=3 M) g==15r=1% {¢) g=-2r=10 @) g=53r="T
1L (@) Umn & divisivel por 2 2 o outro & divisivel por 3.
(b Um é divisivel por 4, owtro € divisivel por 2, ¢ um ¢ divisivel por 3,
198 (@) L2346 1224 (8 3" paran=0ad® (¢} 2V parar=0méd e =10me 3.
1194 100, 103, 107, 109, 113, 127, 131, 137, 139, 149
1195 (a) 2940=2"-3.5 7 (8 1485=3 5 11; (o) 8712=2" F 005 (@) 319410w 2.3 5715,
96 ja) o =4 =3(356) - 37(48); (B} o =33 =B(165) ~ 1{1287); (c) o =42 = 14(168) — 1{2310);
() = 1= 139(195) — 28(968).
1197 () 35 (H) 33, () B4,
198 (@) =235 F h=223"7.10. M) mbciad)=2.3.7 mme(ab)=2".3".5.7.11
1L103 (a) Sugessdo: o —l={a— 1)1 +a+a + .. +a7)
(b} Sugesido:  sen=ab, entdo 2" — 1 = (29" — L.
LT (k+10+2, (k+10+3, (k+10sd..., (k+ 1)+ (k+ 1) siodivistveispor 2, 3, 4 ... &k+1,
respectivamente.
i1.108 (a)Falso; () verdadeivo: (o) verdadeiro; () falso,
1000 da)y 70 {8} 2 (e} X (d) &
ILI10 (0) =2 (8 -3 (& -2 (d) I
1,101 4. 15, 26, 37, 48, 50, 70, K1, 92,
1112 =42, 33, =24, <15, =6, 3, 12, 21, 30, 39, 48,
1LY o) {000, 10} & {—5.—4,...,—1.0,1, .45}
i A0, 0., 13} & {—6,—5.....—1,0.1,.... 87}
LI ey {13} @0) {LZ,....10k (e [1,339.001,13% {ay {1,2.4,7.8 11,13, 14}.
1L11S (a) {5, 10,15.20.25. 30,35, 40); (k) {3.9,27 81,243, 729, 2187, 6561}
IL116 m— 1 = ~1 {mad m) e, poranto, (m — 17F = (=17 = 1* (mod m).
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12.2

INTRODUGAD

Esta secdo investiga alguns dos sistemas algébrcos mais imponanies em mabemMica: semignipos, grupos, andis ¢
corpos. Definimos também as nogdes de homomorfismo e estrutura de quocientes. Iniciamios com a definsgio for-
mal de operagio ¢ disculimos seus virios Lpos.

OPERACOES

O bedtor estd familiorizado com as operagies de adigho ¢ muluplicagio de ndmeros, unido ¢ intersegio de conjun-
tos ¢ composigio de funghbes. Essas operaches sdo denotadas como a seguirn

a+h=r, a-b=r, Aull=r, ANnB=C, gof=Ah

Em cada situagdo, um elemento (o, O ou b ) ¢ associado ao par onginal de élementos. Em outras palavras, existe
urma ung®o que associn um inico elemenio a um par de elemenios dado. Tomaremes precisa, agora, essa nogio.

Definigho:  Seja ¥ um conjunte nie vazio. Uma operagdo em 5 & uma funciio # de § x 5 em 5. Neste caso, escre-
vermos normalmente

a=f  ou, s veres, ab

em vez de * (a.b) (eonjunio 5, juntaments com a operagio = em 5, ¢ denotado pela estrutura (5, # ) ou, simples-
menie, § quando a operagio € subentendida,

ﬂl'ﬁl:'r'rm,'ﬁﬂ: Umui:pi:ru.-:,':ln tde S SemSé E-l:!'.'l]ﬂ'll:'l'ﬂ-c,"' chamada |'I'|'h|"|".|'l|;'1-|'||'.l Brmgtrrn, Ulma |::-'|;|-|_"riu;;_'4|,r R
rise € uma funglo de § para 3. Por exemplo, o valor absoluto [o] de um inteiro # € uma operagiio undria em £, e
o complementar, A", de um conjunto A € uma operagdo undria no conjunto das partes de X, P(X). Uma opera-
¢do rerndrio (3-dria) € uma fungdo de § = § = 5 em 5. Mais geneticamente. uma operag®o r-dria € uma fungio
de §x 8=, =5 (n vezes) em 5. A menos gue haja afirmagio em contrdrio, a palavra operagio significard ope-
ragdo hindria, Também vamos supor que o conjunto § € ndo vazio,

Suponha que § ¢ um conjunto finito, Eméo, uma operacio pode ser descrita pela sia tabela onde o elemento na
pe=igiio da linha rosulada por o e da coluna rotulada por & ¢ a * b,

suponha que § ¢ um conjunto com uma operagio *, ¢ suponha que A € um subconjunto de . Entdo A & dito
fechado sobr = se, paratodo g e bem A, a * b perience a A
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Teorema 12-1; suponha que * ¢ uma operagio associativa em um conjunto §, Entdo, todo produto
@) % gy = - -+ % q, dispensa o uso de parénteses, isto &, todas as possibilidades 530 iguais.

Uma operagio * em um conjunto 5 ¢ cowmpiaiivng ou satisfaz a lel da comuranividade se
a=bh=h=zag
para quaisquer elementos a, bem 5.

Exemplo 12.4

(al Considere o conjunte & dos inteiros. Adigio ¢ mubtiplicagho de inteiros sko associativas e comutativas, Por ou-
tro |adn, subtracio nio € associativa, Por =|:=r.|1p||:|,

B-d)-3=1 o mas B-(4-3]=7

Alémn disto, a sublrs¢io & ndo commativa pais, por exempie, 1 =T # T= 3,

(h} Considere a operaglo de multiplicagiio de matrizes no conjunio M de matrizes quadradas » ® 8. Pode-ss mos-
trar { Seghe 5.5) que a multiplicagio de matrizes & sseciative. Por sutro lado, 3 multiplicagio de magrizes ndo &
caomuativa, Por exemplo,

EP] A K P BT S O ] e ed

(1 Considere a operaglo expomencial a= & = 2 na conjunte N de inteiros positivos. A operagio ndo @ smseciativa,
Por exemplo,

(2e2)edm (2P = mbtd  mas  2e(203)=2" =2" =256

Além disto, * nilo ¢ comueativa. Por exemplo,
2e3==8 mm Ie2=¥=9
() Considere a operagio em 5 = [a, b, ¢, d) definida pela iabeln nn Figera 12- 106 & operagho no & associati-

va., Por exemplo,
h-gl-e=a-r=¢ s b-feg-ch=bk-a=k
Além disso, a operacEs nio & comutaliva. Por exemplo, b ¢ = g, magc. b = b,

(21 Elemento identidade ¢ inversos

Considere uma operacio = em wm conjunta 5. Um elemento ¢ em 5 € dito um elemento ideniidode pars = se,
para qualquer elemento @ em 5,

drg=e*rd=a

Mais genencamente, um elemento ¢ em 5 € dito uma identidade 4 esguerda ou uma idendidade 4 direita, dependen-
dodes *a=aoua*e = g onde aéum clemenio qualguer de 5. O teorema seguinie pode ser aplicado,

Teorema 12-2:  suponha que ¢ € uma identidade & esquerda, ¢ f ¢ uma identidade & direita para uma operagio
em um conjunto 5. Entio, ¢ = f

A demonstragdo € muito simples. Como ¢ € uma identidade b esquerda, ¢f = f mas como & uma identidsde i
direita, ¢f = ¢, Logo, ¢ = f. Esse teorema nos diz, em particular, gue um elemento identidade ¢ dnico e que, se uma
operagio tem mais de uma identidade & esquerda, entdo ela ndo wem demidade a dirzita ¢ vice-versa,

Suponha gque uma operagio = em um conjunte 5 wem om elemento identidade ¢, O inverso de um elemenio o
em & ¢ um elemento b tal gue

a=bh=hsg=0¢

Se a operagdio € associativa, o inverso de a, se existir, £ dnico (Problema 12.3). Observe que, se b & o inverso de

d, @ € 0 inverso de b, Portanto, o inverse define uma relagio de simetria, e podemos dizer que os elementos a e
b 580 inversos.
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Notaglio:  se 3 operagdo em 5 & denotada por a = b, 2 x b, a. b oo ab, entho dizemos que S ¢ descrito mulripli-
cativamente, ¢ 0 inverso de um elemento @ em 5 € denotado normalmente por o~ As vezes, quando § € comutati-
w0, 8 operagio € denotada por +, ¢ diz-se que § € descrito adivivamenie. Neste caso, o clemento identidade € normal-
mente denotado por 0 e € chamado elemento zero: o inverso ¢ denotado por — a e ¢ chamado regarive de a.

Exemplo 12.5
(a) Considere os mimeros racionais ). Sob adigdo, 0 € o elemento identidade, & -3 e 3 sbo inversos (aditivos), jd que

(3 +3=34(-3) =0

Por outro lado, sob a operaglio de multiplicagho, 1 € o elemento identidade, e -3 ¢ — § sfio inversos (multiplica-

tivas), pavis
1 1
9 (=3) = (-3) 9=

Motz gue 0 niio tem inverse muliplicativo,

() Considere o conjunto § = [, b o, d) munido da eperagho definida pels Figura 12- 1k, Note que o elemento g
& um elemento identidade. Mote também que ofd = &, e assim J ¢ seu prdprio inverso, Ademais, de = ed = g e,
partantae, ¢ & d &5 ambém mversos um do outre. Logo, o inverso de o ndo & dnico. {lso implica que a opera-

i0 ndo pode ser associativa.)
(3} Leis de cancelamento
Diz-se que uma operagio * em um conjunto § satisfar a lef do cancelamento 4 exguerda se

axh=ag=¢ implicar b = ¢

¢ =atisfaz a lei do cancelomento d direifa se
beag=c+aimplicar b=¢

AdigEo e subtracio de inteiros em & e multiplicagio de intziros ndo nulos em £ satisfazem as leis do cancelamen-
o, direita ¢ esquerda. Por outro lado, a multiplicag®o de martnzes nio satisfaz as leis do cancelamenio, Por exem-

T B el R ek

Entio, AR = AC = D, mas B #+ C.

SEMIGRUPOS
Seja § um conjunto ndo vazio com uma operagio, Entdo, § € dito um semigrupo se o operagio é associativa, Se a
operagEo ambdém em um elements identidade, entio § & dito um mondide.

Exemplo 12.6
(@) Considere os imleiros positives BN, Entillo, (N, +) e (M, =) sdo semignapos, pois adigio ¢ moltiplicacdo em N 580

associativas, Em partscular, (N, <) € um mondide, pais exisbe o elemsnto identidade |, Entretanto, (MN+) nio &
um mondide, jd que odigio em N niio tem o elemento zero

(b1 Sepa 5 um conjunte finito e F{5) a colegho de todas as fongles 5 5 = 5 munida do operagio de composicdoe
de fungtes. Como a composigho de fungles ¢ associativa, F(5) € um semigrugo. De fato, FUS) & um mondi-
de, ji quoe a fungio identidade & um elemento identidade em EI8

(e) Sejad = (o b, o, ). As belas de mubtiplicagiio na Figura |2-1 definem operagies = & - em 5. Note que *
pode ser definido pela fdomula x * v = x parn todo x ¢ v em 5. Portanta,

[xeploz=xaz=x © xxfperl =xep=1x

Postamio, * € axsociativa e, loge, (5, # } & um semigrupo. Por outro lado, - niio € associalivi, J§ que, por exém-
plo,

(h-el-e=a-c=c¢ s hofe-ei=h-a=h

Logo, (5, -] niio & wm semigrupo.
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Semigrupo Livre, Mondide Livre
Seja A um conjunto ndo vazio. Uma palaves wem A € uma seqidéncin finita de elementos de A. Por exemplo,

w = ababbbb = abab* © v = barcaaaa = bac*a’

sio palavras em A = [a, b, c}. (Escrevemos a para aa, a para gag, e assim por diange.) O compriments de uma
palavra w, denotado por Hw), € o nimero de elementos em w, Portanto, le) = Te ! (1) = E,

A concatenapdo de palavras ¥ ¢ v em um conjunto A, denotada por & * & ou s, € a palavra obtida quando se
escreve 06 clementos de w seguidos pelos elementos de ¢, Por exemiplo,

wy = (abab'|(bac’a®) = abab’ g

Agora, seja F = F{A) a colegdo de todas as palavras em A munidas da operagio de concatenagdio. Claramente,
para quaisquer palaveas &, ve w, 8 palavras (nedw e wlew) sio idénticas, Elas consistem simplesmente nos elemen-
bos de w, v e wescrios um apds o outro. Portanto, F & um semigrupo; ele € diw o semigrupo livee em A, € 05 ele-
menios de A sdo oz geradores de F,

A seqiéncia vazia, denotada por A, também € considerada uma palavra em A, Eniretanto, ndo assumimos que
A pertence ao semigrupo livee F = F{A). O conjunto de todas as palavras em A, incluindo X, € denotado, fregiien-
temente, por A * , Logo, A = € um mondide sob a operagio de concatenago; € chamado mondide livee em A.

Subsemigrupos

Seja A um subconjunto nEo-vizio de um semigrupo 5. A € dito um subsemigrupo de 5 se o prdprio A € um semigru-
po munide da operagio definida em 5. Como os elementos de A ambém sho elementos definidos em S, a bei asao-
ciativa vale automaticaments para o5 elementos de A, Ponanto, A € um subsemigrupo de § se ¢ somente se A & fe-
chado s0b o operagio em 5.

Exempio 12.T7

(g} Denore por A ¢ 8, respectivamenle, os conjundos de pares ¢ impares nos inteinos p-:m'il;ill.m. Entfin, (A, xhe (B, x)
siin subsemmigrupes de (N, %), pois A ¢ B silo fechados sob a opeagio de multiplicagio, Por owtro lado, (4, +) ¢
um swhsemignapo de (N, +), 4 que A ¢ fechado sob a operagio de adigiio, mas (8, +) ndo ¢ um subsemigrops
di (M, +1, 3 que B 0o € fechado sob adigo.

k) Considere o semigrupo livee Fem om conjunte A = [a, bj. Seja i o conjunto de todes as palavras pares, isto &,
palavras de comprimento par. A concatenagho de duas tais pabavras tambefm ¢ par. Portanto, & ¢ um subsemi-
grupo e F.

Relagoes de Congruéncia e Estruturas de Quociente
Seja § um semigrupo, ¢ seja ~ uma relagio de equivaléncia em 5. Lembre que a relagio de equivaléncia ~ induz
uma partigio de § em classes de equivaléneia, onde [2] denota a classe de equivaléncia contendo o elemento a de

8¢ que a colegdo de classes de equivaléncia € denotada por $/-,
Suponha que a relagio de equivaléncia ~ em 5 tem a seguinte propriedade:

Bea-a‘eb-bentdo ab - a'h’,

Entdo, ~ € dita uma relapdo de congradneia em 5, Além do mais, podemos agora definir wma operagio nas classes
de equivaléncia por

o]« [d] =[a=h  ousimplesmente [a][&] = [ab]

Além disso, esta operagio em 5/~ ¢ associativa; portanto, /-~ ¢ um semigrupo, Formalizamos esse resultado a seguir.

Teorema 12-3:  scja - uma relagio de congruéncia em um semigrupo 5, Emdio 5/~, o conjunto das classes de
cquivaléncia induzidas por ~, forma um semigrups sob a operagio

[a [B = k]
Este semigrupo € chamado de guociente de 5 por ~.
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12.4

Logo, a fungio determinante define um homomorfisma de semigrupos em (M, =), as matrizes sob a opergio
de multiplicaghio, Por cutre lade, a fungio determinande nfio ¢ aditiva, seo €, para algumas mamzes,

ded (A4 + 8 3 det (A] + det (8]
Laogn, a fumghoe desermimante nio define wm komomorfismoe de semigrapos em (M, +),

{dy  Seja - uma relagdo de congruéncia em am semigrupa 5, Sejn & 5 = 5~ o mapeamenro sanerl de § no semi-
graps queienie 51 - definido por

) = [a]
Isto &, cada elemento a em 5 & asociado & sua classe de equivakéncin [a], Entfio ¢ € um homomorfismao, pois
alab) = lob| = |a]ib] = ¢{a}s(b)

Teorema Fundamental de Homomorfismos de Semigrupos
Lembre que a imagem de uma fungdo £ § — 5, denotada por 151 ou Im f, consiste nas imagens dos elementos de
Fpor 5, isto &,

Imf=[bE 5" existc a £ § para o qual fia) = b}

O teorema seguinte (provado no Problema 12.8) ¢ fundamental para a teoria de semigrupos.

Teorema 12-4: seja i 5 — 5 um homomorfismo de semigrepos. Defina a ~ b se fla) = fib). Entio;
(1} =~ ¢uma relagdo de congruéneia em 5.
(i} /- ¢isomorfoa s,

Exemplo 12,70
() Seja Fosemigrapo livee em A = |a, b A fungdoe £ F < Z definida por

Flu) = Eu)

& i hamoinesfisms. Mot qoe §F) = M. Laga, F !~ § somorfoa N

(b) Seja M o conjunto das matrizes 2 % I com elementos inteiros, Considers & fungio det: M — . Para quealquer
imbeirg @, temos

a 0

p | =7

|

Logo, aimagem de detlerminante é £, Pelo Teorema 12,4, M/ ~ & isomorfo a .

Produtos de Semigrupos

Sejam (5, # ) e [S5y, +3) semigrupos. Formamos um novo semigrupo § = 8| @ §,, chamado praduro direto de §,
& X, como descrito a seguir.,

{1} Oselementos de § viém de 5, = 5, is10 €, 08 elementos de § siio pares ordenados (a, blondea € S, e b € 5.,
(2} A operagio * em § € definida componente a componente, isto &,
(bl wi{a’ b’y = (as,a’ . bah") ou simplesmente (o, b)ia’, b = (oa’, bb")

Pode-se mostrar facilmente (por exemplo, como no Problema 12.50a)) que a operag@o acima ¢ associativa.

GRUPOS

Seja 7 um conjunto ndio vazio com uma operagio bindria (denotada por justaposicio). Entio G ¢ dito um grupo se
05 Seguinies axiomas valem:

[G,] Leiassociativa:  para todo a, b, ¢ em (7, temos ablc) = albe),

[G,] Elemento identidade:  existe um elemento ¢ em 7 1al que ae = eg = a para todo g em G.

[G,] Inversos: para cada @ em G, existe um elemento a”' em G (o inverso de a) tal que
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LUm grupo & € dito abelione (00 comutarive) s vale a propredade de comutatividade | [sto €, ab = ba para o~

doa b E (.

Quando a operagio bindria ¢ denotada por justaposicBo, come hi pouco, diz-se que 0 grupo & estd descrite de
forma mualriplicaniva. As vezes, quando O € abeliano, a operagfio bindna ¢ denotada por +, ¢ diz-se que & esti des-
crito aditivamente. Neste caso, o elemento identidade € denotado por 0 ¢ € denominado elemento zen; o inverso é
denotado por - @ e € chamado de regarive de a.

O nimero de elementos de um grupo G, denotado por |G, é chamado ordem de G, e G € dito um grupo finito
s sua ordem € finita- 5e A ¢ B &0 subconjuntos de G, escrevemos

AB={aae A, b e B} ] A+ B={a+kae A ke K}

Exempio 12.11

(1)

]

il

i)

O comjunta & dos inteirs £ um gnapo abelinns sob adiglio, O elemento identidade €0, ¢ — a € o irverse aditive
de a em i,

4 mibmeres. racionats ndo sules 0] formam um grupa abeliano sob 3 operagio de multiplicagio. O ndmer
1 é g idemtilade, & o elemento gip & o inverso |'r|||.||1i|;:-f|i|:l1il.'|:| de g,

Sejn § o conjunio das mairizes 2 % 2 com elementos racionais sob a operagio de multiplicagio de matrizes.
Ertdo 5 ndo & wim grapo, |4 que o4 inversod nllo existem wmpre. Entretanto, seja 0 o subconjunio das matri-
2es 2 2 com determinante nfo nulo. Entko, & ¢ um gropo sob a operagdo de multiplicagdo de matrizes. O ele-
mento idemidade é

_fr . _fa b 1 _ f df|d] =Bf|d|
I_(n I:]tnlnumnde.!_(F nr:]E-,-! _(—!‘ﬂ-‘ﬂ ajld] |

Esse  um exemplo de um grupo ndo abeliano, j§ que muliplicagio de matrises ndo € comutativa,

Lembre que Z_ denota os inteiros madulo m. £_ € um grupo sob adicdo, mas nio € um grepo sob o maltiplica-
&0, Enretanio, sein U, wm sistema reduzido de residuos médulo rm consistindo nos inbeinos primos relativoes
de . Emido U ¢ am grupo sob a operagio de mubtiplicagio (mod m). Por exemplo, a Figura 12-3 mostra a 1.
hela de multplicacio para U .= {1, 5.7, 11}.

@ - &y wy &) iy
x| 1 5 11 tlr o moomon H %
1 1 5 7 1 &, &y @ ¥y ay &y iy
i LT R § I ry &y & 0 & @y -,
O B T I a | e, 8 s
nin 51
# & L oy iy #iy 8
# LE T b oy Ll &y
Fig. 12-3 Fig. 12-4
Grupo Simétrico S,
Um mapecamento um-a-um & do conjunto {1, 2,..., #] em 51 mesmo € div uma permutagio. Uma tal permutagiio &
denotada por
C 23 ... r:)
ag=1, . .
[ -
onde j; = oli).

O comjunto de todas as permutapdes deste tipo & denotado por 5. e existemn! = |- 2. - .- ndelas, A compo-
siglo de permutagbes ¢ u inversa de permutaghes em §, pertencem a §,, & a fungdo identidade £ pertence a §,. Por-
tanto, 5, forma um grupo sob a composicio de fungies que € chamado grupo simétrico de grau n.
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125

O grupo simétrico 8, tem 3! = 6 clemenios como a seguir:
1 3 1 2 3 & = 1 2 3
_(1 3)' ”‘“(s 2 1)' '*(2 3 |J
B I 3) L 2
“'_(l 2} ”3_(2 13

A tabela de multiplicagdo de 8, aparece na Figura 12-4.

g bk B3 B

MAP{ A}, PERM{A) e AUT(A)

Seja A um conjunto ndo vazio, A colecio MAPTA) de wodas as funghes (mapeamentos) £ A = A € um semigrupo
sob a composicio de funghes; ndo € um grupo, peis algumas fungdes ndo Bm inversas. Entretanto, o semigrupo
PERM{A). contendo todas as cormespondéncias bijetoras de A em si mesmo (chamado permuragdes de A). € um gru-
po sob o composicio de fungdes.

Além disso, suponha que A coniém algum tipo de estrutura geométrica ou algébrica; por exemplo., A pode ser
o conjunto de vérices de um grafo, ou um conjunte ordenado ou um semigrupe. Entio, o conjunto AUTA) de -
dos os isomorfismos de A em si mesmo (chamados gutomorfismos de A) também ¢ um gropo sob a composigio de

fungbes.

SUBGRUPOS, SUBGRUPOS NORMAIS E HOMOMORFISMOS

Seja H um subconjunto de um grupe G, Entdo M ¢ dito um subgraps de 7 se H €, em si, um grupo sob a operacio
de 7. Apresentamos 3 seguir critérios simples para determinar subgrupos,

Proposicio 12,5 um subconjunio A de wum grupo O € um subgrupe de O se:
(1} o elemento identidade & E H
(iiy H ¢ fechado sob a operagio de G, 1.2, a, b € H, enlio ab £ H,
{1y H ¢ fechado sob inversos, isto &, se a € M. enlfioa’ € H.

Todo grupo & tem {e] ¢ o prdprio & como subgrupos. Qualquer outro subgrupo de 7 € dito um siebgrupo ndo

rriviald,

Classes Laterais
se H & um subgrupo de e g € G, entio o conjunto

Ha = {hah e H)
& chamado classe lareral i@ direita de H. (Analogamente, ald ¢ chamado classe lateral & esguerda de H.) Temos os
seguintes resulizdos importanies {provados no Problema 1217 ¢ 12.19).
Teorema 12-6:  seja H um subgrupo de um grupo G. Entdo, as classes laterais & direita Ho formam uma parti-
i de G,
Teorema 12-7; (Lagrange) seja A um subgrupo de um grupo finito . Entdio a ordem de H divide a ordem
di 7.

Nu verdade, & possivel mostrer que o nidmero de elasses laerais & direita de B em &, chamado fndice de B em
{7, & igual ao mimero de classes laterais & esquerda de A em &) ambos os nimeros sio iguais a |G dividido por |H].

Subgrupos Normais
Apresentamos a seguinte delmigio,

Definigio: Um subgrupo H de G ¢ um subgrupo normal se o~ Ha © H para todo a em . Equivalentemente, H
¢ normal se alf = Ha para todo a £ G, i.e. se as classes Laterais & direita e i esquerda coincidem.

Note que todo subgrupo de um grupo ahelians & normal.
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A importineia dos subgrupos normais vem do resultado seguime (provado o Problema 12,240,
Teorema 12-8:  seja H um subgrupo nommal de um grupo . Entdo, as classes laterais de & formam um grupo
sob a operagio de multiplicegho de classes laterais.,
(aH )b H) = abH
Esse grupo & chamado de grupo quociente e & denotado por CVH,

Suponha que o operagio em O s2ja adicio ou, em outres palavres, G seja descrito aditivamente. Ento, as clas-
ses laterais de um subgrupo H de 7 530 da forma 2 + H. Além disso, s¢ H € um subgrupo normal de 0, entdo as clas-
s laterais formarm um grupo sob a adigio de classes laterais, s &

ja+ H)+ b+ H =la+ b+ H

Exempia 1272
(g) Considere o grapo de permutaghes de grau 3, 5, que fod espodsdo ateriormente. O conjunto Jf = {e, o} € um
subgrupo de §.. Suas classes lalerais b esquerdn e direitn sho:

Classes loterais & diveita Classes laterals & esquenda
H=[ea)} H={ea}
Hdy = {gy,m] g = [y, m)
Hey = {dn, m} &l = {1, ;]

Observe que a5 classes buterais i esquerda ¢ & direita sio distincas; pomanto, 5 nio & um subgrapo nommal de 5,
i Considere o grupo & de matrizes 2 % 2 com elementos racionais ¢ determinante ndo nube, [Veja o Exemple
120 1eh). Seja B o subconjunio de O congistindo nas matrizes cujo elemenin superior direito € 2ero; Le.. mairi-

25 dn forma
a 0
e d

Entlio, H ¢ um subgrupo de &, pois H ¢ fechado sob muliplicagio e inversos e FE H, Entretanto, H ndo é um
subggrupo normal paois, por @xempla,

NN Y

Por catre lado, sejo & o subconjunto de G formado pelas matrizes de determinamte |, Pode-se mostrar gue
K mmbém & um subprupe de G, Aldm disso, para qualquer matnz X cm G ¢ qualquer matriz A em K, lemos

det (X" AN = |
Portanta, X" AX pertence a K, ¢ & ¢ um subgrupo normal de G.

Inteiros Médulo m
Considere o grupo G, dos inteiros sob adigio. Denote por H os midltiplos de 5, isto &,
H={.—10-50510,..}

Entiics, H & um subgrupo (necessanamente normal) de &, As classes laterais de H em Z sho:

O=0+H=H={. ~10-503510,..}
O=1+H={. , -9-41611..}
el =], -8-32712._.}
i=3+H={....-7.-23,813...}
d=d+H={.. -6-1,4914. ]

Pelo Teorema 12.8 acima, £H = [0, 1,2, 3, 4} ¢ um grupo sob a adiglio de classes laterais; sua tabeln aparece na
Figura 12-5.
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para todo @, b £ . Ademais, se ffor bijetor, entiio € dito um isomorfismo, e diz-se gue 7 ¢ &' slio isomorfos es-
crevendo-se G~ G

Se f G = & é um homomorfisme, entdo, o kermel” de £, denatado por Ker f, € o conjunto de elementos cuja
imagem ¢ o elemento identidade de O, €7 15to €

Kerf={ae G fla)=¢'}

Lembre gque a imagem de f, denotada por (7 } ou Im f, consiste no conjunto das imagens dos elementos por f,
isto &,

Im/ = {b € G existe e o € G 1al que f(a) = b}

O teorema seguimte (provido no Problema 12.21) & fundamental para a teoria de grupos.

Teorema 12-9:  sejaft & = & um homomorfismo com kernel &, Entdo K € um subgrupo normal de &, e o gru-
po quociente GIK € isomorfo a f1G).

Exempio 1213

() Seja o grupo dos mimenos reais mamides da operacio de adigio, ¢ seja G 0 grupo dos ndmeres reads posic-
wvas sab a multiplicag®o, O mapeamenio £ G = & definido por [a) = 2° ¢ um homomorfismo pargue

fla+b) = 2" = 22" = f{a)f(h)

D fao, Frambém € bijetor; portanto, & ¢ G 550 isomorfos,
by Seja & o grepo dos ndmeres complexos dilerentes de zero com a operagdo de multiplicagie. O mapeamento
i G = 3" definide por iz} = || & um homomorfismo porgue

Fnz =55l =2 |22l =n i)

O kermel K de f# composio pelos mimeros complexes : no cincube unitdnio, Le., |z] = 1. Porame, GE & isomarfo
iim.ug;:n:l e i 1e, :|.|:|];|'|.|pn-|,‘¢ MAIMErDS rels 'Fm:iliumm,ﬂ: a multiplicagio,

i) Scjaaum elemento qualquer em um grupo 7. A fungho £ Z — & definida por ({n) = &" ¢ um homomorfismio,
M

fim+n)=a™" =a"-a" = f(m) fn)
A imagemn de & pplal, o subprepo ciclico perado por a. Pelo Teoremn 12-9,
gl = &K
onde K ¢ o kermel de £ Se K = |0}, entiio gpla) = Z. Por outro kado, se m é a ordem de g, entdo X = | milti-

plos dee mj e, portanto, gp(e) = F,,. Em outrs palovras, qualqueer grupo ciclion € isomaorfo ou aos inteirms £
s adigdo, ou a L, o5 inteiros sob adigho mialo m,

12.6 ANEIS, DOMINIOS INTEGRAIS E CORPOS

Secja £ um conjunto ndo vazio com duas operagies bindrias, uma operagio de adiclo (denotada por +) ¢ uma opera-
a0 de multiplicaglo (denotada por justaposicio). Em3o R ¢ dito wm anel 2 550 satisfeitos 0s seguintes axiomas:

[R,] Paracadaa,b.cER{a+bl+c=a+{b+c)

[E,] Existe um elements ) E R, chamado elemeno zero, tal que g + 0 = 0+ g = g para todoa € K.

[B,] Paracada o € K, exizte um elemento —a £ K, chamado de negative de g, tal que g + (-g2) = (-al+a =L
[R,] Poarntodoa, bER a+b=hb+a

[R,;] Paratedoa b, o= R, temos (alle = albe).

[R,] Parawsdoa b,cE R, emos (ilaib+c)=ab+acelii)ib+cla=ba+ca

Olbserve que os axiomas [R, | sé [R,] podem ser resumidos pela afirmagfio de que R ¢ um grupo abeliano sob
adiciio.

" M.de T Optamos pelo uso do terme crigingd bremed, como ¢ freqiiente em testos em portagus. Quando o termo ¢ irsduzide, sormalmente

leilt-50 & pralavia eescien
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A subtrago & definidaem R pora -b=a+ (-8),

E possivel provar que (veja o Problema 12291 -0 = 0 g = () para todo a € R,

Um subconjunto 5 de 8 ¢ um sulvane! de R se 5 for, por si, um anel sob as operagbes de R, Notamos que 5 ¢é um
subanel de K se (O E Se(n parawdoa, b E §, emosa-bE Seab € 5.

Tipos Especiais de Anéis: Dominios Integrais e Corpos
Esta subsegio define alguns tipos especiais de anéis, incluindo dominios integrais ¢ corpos.
B & dito um ane! comutative se ab = ba para todo a, b € K.

R & dito um arel com elementa identidade | se o elemento | satisfaz a- 1 = | - @ = o para todo elemento a €

R. Neste caso, um elemento a £ R é uma wiidade se @ tem um inverse multiplicativo, isto €, um clemento @' em

R tal que aa =a'a=1,
R € dito um anel com divisores de zero s¢ tem elementos nbo nulos a e b & R wais gue ab = 0, Neste caso, a e
b sdo chamados diviseres de zer.

Definigio:  Um anel comutative B ¢ um dominde integeal se B ndo tem divisores de zero; isto €, se ab = 0 impli-
cadg = Qoukb =0

Definigio:  Um anel comutative & com elemento identidsde 1 (diferente de 0 éum corposeindoa E R, a# 06
uma unidade, isto &, em inverso multiplicativo.

Um corpo ¢ necessariaments um dominio integral pois, se ab = De g # 0, entdo
bl bmaglabma ! 0mi

Observamos que um corpo também pode ser entendido como um anel comutativo no gual os elementos nido nulos
formam um grupo sob a multiplicagso.

Exemplo 12.14

{a} O conjunto X dos inteiros com as operagbes usuais de sdiglio @ multiplicagio € o exemple clissico de dominio

imtegral {com um elemento kenndade). As unbdades em E sio apenas | ¢ -1, isto &, nenham outro elemero em
& vewn um dsverso maltiphicativo.

iy Oeompunto £, = {0,1,2.... m — 1} munidoe da operacdo de adigio & mubiplicesie médulo /& wm ansl; ele
¢ conhecide como o aaed dos infeiros modalo m, Se m & um primoe, Z_ ¢ am corpe. Por outro kado, se m o é
urn prime, & tem divisores de zero. Por exemplo, no anel I,

2:3=0 mas 2# 0 (mod &) e 35 0 (mad &)

(c} s nibmeeres racsonals 0 ¢ o8 mimenos reais B formam, cads um, um corpo em relagiio s operagbes uswais de
acligiio & multiplicagino.

() Seja M o conjunto das matrizes 2 = 2 com ebementos reais ou intziros, Entlo W, munido das operagiies usuis
de soma e multiplicaglio de marizes, ¢ um anel w5 comutative com divisones de zero. M wm am elemenlo
identidade, a matriz identidade.

(e} Seja B am anel qualquer. O conjunto Rlx] de iodos os polindmios sobre £, munido das operagies usunis de
adighio ¢ multiplicag®o de polinfmios, £ um anel, Além disso, s¢ R & um dominio integral, R[=) ¢ um domi-
ni irtegral.

Ideais
Um subconjunto J de um anel B & dito um ideal em R g2 valem as seguintes irés propriedades:
(i) e

(i) Paratodoa b€ J, emosa-EE L
{iti) Pammdor=E Rea £ J, temos m, ar 2 J.

Mote primeiramente gue J € um subanel de B. Além disso, J ¢ um subgrupo (necessariamente pormal ) do gru-
po aditivo B. Assim, podemos formar a coleglio de classes lmerais

{a+diae R}

que formam uma partigho de &
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A importineia dos ideais vem do ieorema seguinte, que € andlogo ao Teorema 12,7 para subgrupos normiis.

Teorema 12-10: sejaJ um ideal em om anel B, Emao as classes laterais {a +J: @ £ R]formam um anel quando
munidas das operagies

fa+J)+i{b+T) =a+b+J e (a+Jib+ Sy =ab+ J
Esse anel € denctado por R e € dito o anel gociente,

Seja K um anel comutative com elemento identidade 1. Para wodo o € B, o conjunio (a) = {ra r € 8] = alk
& um ideal; ele é dito o ideal principal gerado por a. Se todo ideal em R € um ideal principal, entlio £ € dito um
anel ideal principal, Em particular, se R também ¢ um dominio integral, entio R ¢ chamado dominia ideal prin-
cipal (DIF).

Exempio 12,15

[y Conssdere o anel £ dos inteiros. Todo ideal S em 2 € um ideal principal, lso é, J = (m) = m, para algam in-
tearo e Porane, & ¢ am dosiinie ideal prcipal (DIPL O anel quociense &, = &/(m] £ simplesmente o anel
dos inteiros maédulo m, Embora & seja um dominio imtegral (nfo contém divisones de zerol, o anel guociente
& pode ter divisores de zero, por exsemplo, 2 e 3 sfo divisores de zereem £,

(th Seja K oam anel quabguer. Entdo |0} ¢ 8 so wdeais. Em particular, se 8B am corpo, {0} e & sho os (nkeos kdeais.

ich  Sejo & um corpo, Entiio, 0 ansl K]x] de polindmios sobre & € um dominio sdeal prncipal (DIF). Por outra ado,

o anel Klxy] de pelindmios em duss vanidveis nilo ¢ um DIF,
(dy  Sejo M o anel das matrizes 2 = 2 com elementos nbeiros. Defina J como o conjunto das matrizes da forma

0w
0 b

Mote gque (130 £ L (i) Paratodo a, b € 1, tlemds a = b € J. (1) Para todo rem M e aem 1, iemds ne E 0
isio &, RS C J, Entrefanto, JR @ J. Logo, J nfio é um ideal. (Ele & dito um ideal @ esgrerda),

Homomorfismos de Anédis

Uma fungo fde um anel B em um anel B¢ dita um komomorfismo de andéis ou, simplesmente, um komomonfis-
o S

Sla+b)=[fla)+f{b)  flab)=fla}f(b)

para todo a, b € R, Se fambém £ bijetora, (¢ dita um (somorfime e diz-se que R e R slio isomorfos; denota-
s B~ K

Se iR = B¢ um homomorfizme, entdo o nicleo de £ denotade por Ker £ € o conjunto de elementos cuja ima-
gem & ozemo de R isto &

Kerf = {re R f(r] =0}

O reorema seguinte (andlogo ao Teorema 12,9 para grupos) € fundamental para a1eoria de andis,

Teorema T2-T1; szja f: B — B um homomorfismo de anéis com nicleo K. Entio & € um deal em K, ¢ o anel
quociente AK€ isomorfo a {R).

Divisibilidade e Dominios Integrais

Seja Drum dominko integral. Dizemos que b divide o em D se o = be para algum ¢ 0. Um elemento g em D& di-
o uma unidade se p divide 1, 1.2., 22 & tem om inverso muluplicative, Um elements b em & € dito um associads de
o € [ se b = wa para alguma unidade & € 0. Um elemento que ndo ¢ uma unidade p € D& dito irredunived sep =
abr implica que a ou & ¢ uma unidade.

U dominio integral & dito um doriio de fatorggdo inica (DFU) se toda odo unidade a £ D pode ser escrita
de maneira dnica (a menos de assoctados ou ordem) como um produto de elementos irredutiveis.

Exemplo 12.16

(@) Oranel & dos imeires ¢ o exemplo cliéssico de domimio de faoragdo dnica. As unidodes de & 530 1 e <1, O dni-
cos associaded de n € Z son e =, 05 elemenios imedutiveis de & sbo ndmeros primos.
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by O conjunto [} = {g+ hy13 : g, b inteiros | € um domineo integral. As unidades de Dsfio 1, 18 £ 5,13 ¢
—18 & 5/T3. Os elementos 2.3 — T3 e—3 — /13 sho imedutiveis em 1. Observe que
4=2-2=(3-TI[-31- 13

Portanto, I nfio & um dominke de fatorsgho dnica.

12.7 POLINOMIOS SOBRE UM CORPO

Esta seqdo investiga polindmios cujos coeficientes perencem a algum dominio integral ou corpo K. Em particular,
MOSIFAMmos que polindimics sobre um corpo K 18m muilas das propriedades dos inteiros.

Definigdes Basicas

Sejn K um dominio integral ou um corpo. Formalmente, um polindmio f sobre K é uma seqiséncia infinita de ele-
mentos de K na qual apenas um nimero finito de elementos € diferente de zero; isto &,

Fe=lo g, ... a8 ou equivalentements M =ag"+ - +ag
onde o simbole ¢ € usado para representar wm valor nio determinado, Um elemento a;, € chamado k-&simo coefi-
ciente de f. S¢ n é 0 maior inteiro para o qual g, # 0, dizemos que o grau de [ n; escreve-se degif) = n', Tam-

bém chamamos a, de coeficiente pivd’” de fe, se a, = |, dizemos que f € um polindmio ménico. Por outro la-

do, se todo coeficiente de ¢ zero, entdo ¢ dito o polindmio zero; escreve-se f= 0, O grau do polindmio zero nio
¢ definmdo,

Scja K1r) a colegio de todos os polindmios fir) sobre K. Adigdo e muliplicagio sfio definidas em K[t como a
seguir. Suponha que

fi=as"+--+a4 e g1 =B t™ + o+ by
A soma f + g é obtida pela adigio dos coeficientes correspondentes; isto €, s¢ m S n, entio
FU) +ge) = agt™ 4 v o (dyy + Bt ™ o0 (ag =+ By )t + (g + by
Além disso, o produto de fe g € o polindmio
Flngln) = (b )r"™™ + - + (avbo + aphy J1 + (@)

1510 &,

[
F0g{N = coamt ™™ #0411 + 1 onde Oy = Zﬂiﬁ"t-l =dply ayhy -+ ahy
=i}

O conjunto K de escalores € entendido como um subconjunto de K[r]. Especificamente, identificamos o esca-
lar gy € K com oo polindmio

S =y LT ag = (...,0,0,a)
Mg operagbes de adiciio ¢ multiplicacio por escalar <o preservadas por esta ientificagio; isto é,
G Dag) += (oo 00l = (Lo 0,8 + By e (- Doag) o (oo 0 aphy) = (..., 0, aghy)
Logo. a fungio y: K — Klr] definida por #(ay) = ay ¢ um homomorfismo que insere K em K[¢].

Teorema 12-12: seja K um dominie integral. Entdo K]¢], munido das operagbes de adico e muliiplicacio de po-
lindmios, € um anel comutative com elemento identidade 1,

" MadeT. D ingles, degrer. Mantivernas & abreviana, como om 1euos clissicos de digebra em portoguds,
7 M.deT. WMoaoriginal, leaalag,
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O seguinte resultado simples tem conseqiiéncias importantes.
Lema 12.1%  suponha que fe g 3o polindmios sobse um dominio imegral K. Entdo,
deg (fg) = deg [ f) + deg (g)

A demonstragio segue diretamente da definigio do produto de polindmios. Isto &, suponha F{r) = a1+
ooty g BE) = byt™ 4 -+ & by, onde a, # 0 e b, # 0. Entdio,

Flng(n = ab,t™ "+ termos de ordem mais baixa
Alén disso, como K € um dominio integral sem divisores de zero, a5, % 0. Logo,

deg( fg) =m+n=deg( f)+degg)

¢ & demonsira; 3o estd completa
A seguinte proposicio lista muitas propriedades de polindmios. [Lembre que um polindmio g divide um poli-
nf mio e existe um polinbmio h tal que fr) = g{rihir).]

Proposicio 12.14:  seja K um dominio integral ¢ sejam fe g polindmios sobre K,
(1) K]r] é um dominio integral.
(i1} As unidades de KTr] s80 as unidades de K,
(i) Se g divide f, entio, degig) < degifl ou f=10.
(v} Se gdivide fe fdivide g, entdo fir) = kgie) onde & ¢ uma unidade em K.
(v} Seded sdopolinbmics mbnicos tais que J divide J' ¢ J" divide J, entio d = ',

Algoritmo de Euclides, Raizes de Polindmios

Esta subseg®o discute as raizes de um polindmio fir) onde agora se supde que os coeficientes de f1#) pertencem a um
corpo K. Lembre que um escalar a = K € uma raiz de um polindmio fir) se fa) = 0. Comegamos com um impo-
ke leorema, que & muito parecido com um eorema correspondente para 0% inteiros I,

Teorema 72-15: (Algoritmo de divisdo de Euclides)  sejam 11 e gl polindmios sobre um corpo K com gir)
# (I, Entio existem polinfmios g{f) e rf) tais que

SUt) = qledgls) + ey
onde ou Ff) =0 oo deg(r) < degig).

O eorema acima {provado ne Problema 12.39) formaliza o processo conhecido como “divisio longa™, O poli-
ndmmie gid) & dito o guociende, @ o polindmio A0 € dito o resto da divisio de 09 por gin.

Coroldgrio 12-16: {Teorema do resto)  suponha que fir) € dividido por g(t) = = a. Entiio fla) € o resto.
A demonstracio segue do algontmo de Euclides. 1sto &, dividindo /) por ¢ - a, temos
o) = qle)(e = a) + rix)
onde degir] < degir —a) = 1. Logo, Ar) = ré um escalar. Substituindo r = a na equagio de fr), obem-se
flaj=glalla—a)+r=q{i) - 0+r=r
Poranto, fla) ¢ o resto, como afirmado.
O Corolirio 12.16 também diz que fla) = () s¢ ¢ somente s¢ o resto r = rir) = (. Conseqlicntemente,

Coroldrio 12-17; (Teorema da fatoracio) o escalar g € K € uma raiz de 1) se & somente s £ = a ¢ um falor
de fr).

O préximo teorema nos diz o ndmero possivel de raizes de um polindmio,

Teorema 12-18: suponha que /1) € um polindmio sobre um corpo K. e deg(f) = . Entdo, 1) tem no miximo x
rafzes.
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) teorema seguinte € a ferramenta principal para determinar raizes racionads de polindmios com coeficientes
iTteires,

Teorema 12-19; suponha que um nimero racional pdy {na forma irredutivel) € raiz de um polindmio
flt) = ant” + -+t +ag
onde todos o8 coeficienies gy, ..., gy, 8 $50 inteiros. Entio, p divide o ermo constanie a;, ¢

i divide o termo pivd a_ . Em particular, se ¢ = pfg € um inteiro, entio o divide o termo cons-
Lanle g,

Examplo 12,17
{a) Suponhague F[¢] = PP - B4, Assumindo que 1) wem uma raie racional, ache vodas as raiees de .
Como o cosfickente piv & 1, as rafzes rcienais de {1} devem estar entre o5 inbeiros £ 1, 2 2, £ 4, Note que
Jly = 0 -1} # 0. Pela divisio ssnsética, ou dividinds por r— 2, emos

201 + - & + 4

I
A . |

I + 3 — 1 + 0
Portanto, ¢ = 2 & uma raizde (1) = (1 — 2){r* + 3r — 2). Usando a férmula quadriticapara © + 31— 2 =10,
obtemios & seguintes ralzes parn i)
=2, 1w (=341T)/2, 1w (=3 =4T7)/2
i) Suponhaque k(1) = ' — 27 + 111 — 10. Ache ns rafzes reais de hif) assumindo que duas das raizes sio inbeirs,

As rafzes inteiras estlo enre £ 1. £ 2, + 5, + 10 Pela divisdo sintética, ou dividindo por v - 1 e depois
por e 2, temos

11l = 2 + 0 + 11 - I
Il = 1 = 1 =+ 1

-2l 1 - 1 -1 + 10 + 0
- 1 + & = 10

Il = 3 + 5 + 0

Logo, 1= 1 e¢= -2 sho raizes de (1) = (1 — 1)1+ 2){F — 3r + %), A fdemula quadritica wsads em & — 1 + 5
ms Gomta que nilo existem outras mizes reais. Isto & ¢ = | er = -1 sho as dnicas rafzes reais de A,

K[t] como DIP e DFU
0 seguinies teoremas podem ser usados,
Teorema 12-20: o anel de polindmios sobre um corpo K, K[f], € um dominio ideal principal (DIF). Se J € um

weal em K[¢], entdo existe um dnice pelindmio mbnice d que gera J, isto &, todo polindmio f
em J ¢ um miliplo de 4.

Teorema 12-21: sejam fe g polindmios em K[¢], ¢ suponha que pelo menos um deles nfo & zero. Entfo existe
um dnico polindmio mdnico J @l que:
(i) o divide ambos, fe g.
(i} Sed'divide fe g, entlo J' divide 4.

0 polindmio & no teorema acima € dito o mdxime divizsor comum de fe g e é denotado por d = mdc(fg). Se

g = 1, fe g sdo ditos primos relasivos,

Coroldrio 12-22: seja d 0 miximo divisor comum de fe g. Entiio, existem polinfmios m e n tais que d = mf + ng.
Em particular, se fe g sfo primos relativos, existem polindimios m e n tais que mf+ ng = 1.
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Um polindmio p € K[¢] € dito iredutivel se p niio € um escalar ¢ se p = f implica que € um escalar ou g é
um escalar, Em outras palavras, p & irredutivel se seus dnicos divisores s&o miltiplos escalares.

Lema 12.23;  suponha que p £ K[r] € irredutivel. S¢ p divide o produte g de polindmics e g em K¢, entdio p
divide fou p divide g. Mais genericamenie, se p divide o prodate f) 55 - - - f, de » polindmios, entdo p divide um
deles.

0 priximo teorema afirma que os polindmios sobre wm corpe formam um dominio de faoracio dnica
(DFLY).

Teorema 12-24: (Teorema da fatoragho dnica)  seja fum polindmio ndoe nulo em K[r]. Entio fpode ser escri-
to de maneirs onica {exceto pels ordem) como um produts

f=kppzr--pa
onde b £ K e os psio polindmics minicos irredutiveis em Kr].

Teorema Fundamental da Algebra
A demonstracio do teorema seguinte estd além dos objetivos deste texio.

Teorema fundamental da digebra: 1odo polindmio ndo nulo fin) sobre o corpo dos complexos C tem uma
raiz em C. Assim, (1) pode ser escrito de maneira dnica {(exceto pela ordem ) como um pro-
du

Sl =kit=r){r=r)(t=r,)

onde & & r, sdo mimeros complexos ¢ deg(f = m.
0} teorema acima certamente ndo ¢ verdade para o corpo dos reais B. Por exemplo, ((¢) = ¢ + 1 6 um polind-

mio sobre B, mas fif) ndo tem raiz real.
0 seguinte ieorema pode ser usado,

Teorama 12-25: suponha que fr) € um polindmio sobre o corpo dos reais R, ¢ suponha que o nimers comple-

X0z = a+bi b # (0, ¢ uma raiz de fir). Entio, 0 conjugado complexo I w g = b também é
wima raaz de i, Portanio,

e =(t—z)e—=¢F—2ar+ o +
& um fator de fr).

Teorema 12-26: seja flr) um polindmio nio nulo sobre o corpo dos reais R. Emdo, fir) pode ser escrito de ma-
neirs inica (exceto pela ordem) como um produto

Fleh = kpy(npalel- - pall]
onde &k € R e os py(¢) sBo polindmios reais ménicos de grau 1 ow 2.

Exempilo 1218 Seja /(1) = ¢* - 3f' + 6 + 25 - 19, Ache todas as rafzes de fir) sabendo que r = 2 + 30 é
KA FaiE.

Como 2 + 3¢ ¢ uma raiz, 2 - 3 é uma raiz, e ef1) = £ — 41+ 13 & um fator de fr). Dividindo fig) pewr i), ablemos
Fin =0 =4+ 13 +r-1)
A firmula quadrdticn em r* + 1 — 3 nos dd as outras raizes de /). [uo &, a5 quatro raizes de 1) sSoc

P=24+ 3% P=2-3 f= (=1 +T13)/2, fw (=1 =+T3)2
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Problemas Resolvidos
Operacdes e Semigrupos
12,1 Considere o conjunto N dos inieiros positivos, e denole por * o operagio de cileulo do minimo miltiplo comom
() em N,
faj Mched =6 3 =59%[Hel =6
(k) (N, *) & um semigrupo? E comutativo®
(e)  Ache o elemento identidade de =
() Quais elemenos em N, s¢ houver, possuem inversos, ¢ quais sio esses inversos?
ta)  Comox #y significa o mimmo mbliple comam de x & v, lemos
dxfh= 12, 1e5= 15, Ja %= 4, lakimb
(b Pode-se provar, na leoria dos ndmers, que (@ *B) 0 = a # (b ¥ £}, i. e., 0 operagho de caleular o midmiemo madbiplo
oo & associativa, e que s = b = b ¥, e, a operagio € comutaliva, Poranto, (N, # € um semigrapo comutativi,
(e O anderr 1 € o elemento identsdade ji que mme (1, @) = @ para todo infeiro positivo g, e, | *fa=a* 1 = g para
oo £ N
() Como mme {a. b} = | se¢somente sea = Leb = 1, o dnico nimero com inverse € 1 e ele & o seu proprio inversa.

122

Comsidere o conjunio ) dos mimercs racionais, ¢ seja * a operagio em ) definida por

e 1]
h}
(e}
(d)

i)

k)

(ch

()

e w B g op b= gh

Ache 3 #4,24(=51e Tl
(), *) é um semigrupo? E comutativo?
Ache o elemento identidade para +.
Algum elemento de O vem inversa? CQual?
4 =3+4-3.-d1=3+4d4-12=-5
Qei=f) =24 [=5]=2:|=5=2<5+10=T
Ted=T+{-ThH =4
TE['HI.'IL:
fgeblee=(a4+b—abjee
el GRS Tl R B
=@+ b—ab+rc—ar—be+ abe
=d+b+¢'—n‘h—u-:—.lrc+ﬂ.ﬁ'c
aelheg]=geb+c=i]
=a+ (b+e = be) = alb+ ¢ = )
=|:.|--|':|-|-|.'—b.|.'—.|:n|:l—u':+a'br

Portnndn, * € associntiva e (). *) € um semigrupo. Além disso,
geh=gth-ghabig-br=heg

Laogo, (0}, #) & um semignapo comsarivo,

Un elemento & & wm elemento idantidade se @ * ¢ = 3 para todo a £ . Proceda comao a seguir
ke =, J = =, = =10, el —a) =10, ¢=1

Conseqibentemente, § € o elemento identidnde,

Para que ¢ tenha um inversoe r, devemos tera *x = 0 jd que 0 £ o elemento ientidade pela parte (). Proceda oo
A SEEUir;

awx =iy ax=ax e i, a = ax - X, a=xia— 1], x=aflg—1]
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1.3
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1L5

Logo, s2a # |, entlo a tem irverse igual o afa= 1),

Seja § um semigrupe com idenidade ¢, ¢ sejam b e b inversos de a. Mostre gue b = B, isto &, 0 inverso, se existir,
& Qneco,
Termos:
bajasb’ ) =heg=5 [ (bea)eb' =gsh’ = b
Comso 5 ¢ sssociative, (s bl e b= belu = b7 logo, b=,

Verifique se cada um dos seis subconjuntes de inteiros positivos N & fechado solb a operagiio de multiplicagio:

{a) A4={01} i) D={24,6,..}={xxépar}
k) Be={1,2} (e} E={1,35...}={xx éimpar}
(¢} C={xxépnmo} (N F={248. . }=xx=2"neN}
Dienire 04 seis conjuntos, quais, se algum, sho fechados sob a operagio de adicio?
[l  Temos:

D0=0, 0.]=0, 0=, -1 =]

Logn, A € fechado sob multiplicagiio,
(b Como 22 =4, guenioperience a &, o conjunto B nda £ fechado sob multiplicagks.
(e} Moge que 2 e 3 slo primos, mas 2+ 3 = 6 nlio ¢; poranto, C ndoe ¢ fechado sob a multiplicagiio.
() O produto de ndmeros panes & par; logo, O ¢ fechads sob muliplicasdo,
(¢} O produto de ndmeros impares & impar; portango, E £ fechado sob multiplicagio
(i Como 2.2 = 2" F&fechado sob multiplicasho.
Camo n soma de dods infeiros pares £ par, o conjunto [ € fechado sob adigfio. Entretanto, cadn um dos sutros con-
juptos ndo &, pois, por exemplo,
I+i=2¢4, I+i=8¢gC I+td=nmgF
1+2=13¢8 1+3=4¢E

Sejal = NxN Seja *a operagio em § definida por (o, &) # (a’, b = {aa’, b7,
(gt Mostre que * ¢ associativa. (Portanto, 5 € um semigrupo).
(i) Deefina fi (5, ) — (0}, =) por fla, &) = a'b. Mostre gue £ um homomorfismo.

() Ache arelagdo de congmadncia - em 5 determinada pelo homomaorfismo ineino, Le., x = v se fix) = fiv), (Ve-
ja o Teorema 12.4.)

(ef) Descreva 57 ~, 5 ~ tem um elemento identidade T Tem inversos?
(a)  Temos
(xy)z = (oe, bd) & [e.f) = [(ac)e, (bd|f]
x(vz) = (o, b} w (e, df ) = [alce), bdf Y]
Comao g, b, ¢, d. ¢ & Fslio intziros positives, (acle = alee) e (Bl = M), Logo, (xvis = sv:) e, portanto, * ¢ assoe
ciativa. Isto £, (5, *) & um semigrupo.
(B Temos

Sl v y) = Floe,bd) = (ac)[(bd) = (afb){e/d) = J{x]f(¥)
Loga, & um homemaofisma,
(e} Suponha que fixy = fiyh Entho,

a r
j = 5 & poranto, ad = be.
Logo, Fdetermina a relagio de congrnstncin = em § definida por (a, 51 = ic, d) @ ad = be,

{dd A imagem de fé ), o conpunto dos nimeros mcionais positivos, Pelo Teorema 12,3, 8/ = ¢ isomorfo a Q7. Logo,
& =~ lem um elemenio identidade, ¢ todo elemento tem am inverso.
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11.6
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1.8

Seja § = N = M. Seja + a operagllo em 5 definida por
(a0 s (a" b Y=(a+a' b+ b

(@) Mostre que * & associativa, (Portanta, 5 € um semignapi.)
(b)) Defing £ (5, %) = (£, +) por fla. B) = @ - b, Mostre que /¢ um homomosfismo.

(e} Ache arelagho de congruéncia - em § determinada pelo homomorfisme f 1.6, x =~y se F{x) = F(yh (Vejao
Teorema 12.4.)

() Descreva 5/ < 5/ - tem clemento idenndade? Tem imversos?
Suponhax = (a, b), v = e, dhe z = e,
(al  Temos
[xy)zw (@4 e b+ d)elef)=la+c)+e(b+d)+ 1]
xlpz) = (o b)sie e d+ ) =la+(e+e), b+ d+))

Comaa, b, o, d, € e fsiio insino positives,

fa+cl+e=a+{c+el e (b+d)+ =+ (d+]

Logo, (iviz = x{vz) e, porcaneo, * ¢ assockativa. [sto €, (5, *) & um semigrapa,
() Temos

flasy)=flat+eb+d)=la+c) = (b+dl=(a-F)+{c—d)=fx)/y)

Portanto, € um homomarfismo,

(cd  Suponha qgue fixy = fix). Enthog — b = c—d e, poanto, ¢ +d = b+ c. Logo, Mdetermina a relagio de congruén-
cla — em § defindda por:

(o ) = (g, se a+d=h+¢

(f) A imagem de £ € iodo o compurta £ §8 gque todo inteiro € o diferengn de dods inteims positivos. Porianto, pelo Teore-
mea [2.5, 57 ~ disomorfooa & Logo, 50~ tem wm elemenco identidade, & todo elememo tem inverso (aditivo).

Provve o Teorema 12,10 soponha que * ¢ uma operagdo associativa em um conjunta S, Entlo. todo produo
dy = gy = - 0o # g, prescinde de pardnteses, isto &, todas as possibilidades sio iguais,

A demonstragho ¢ por indugho sobre 5, Como * <None>¢ associaliva, o teorensa vale pasar = 1, 2 ¢ 3, Suponha
gue n = 4, Usaremos a notagios

(@ymy, - -a) = (o ({masJay) o ey € [@yay - a,) = qualquer produto

Mostramos que [y - a,] = (e oo, ) 0 que implica que odos os produtes desee tpo sdo igusis. Como (ga, - - a,)
denota algum produtae, existe am e e tal que [aga; - - - ag) = layi - a s, |- -+ | Pomanto, por indugdo,

frpay -] = [agay - agllmey o] = oy ap ey o)
= r':'ll' . '”r]l:[“-a-l "'H_..._|:|H_.|:| =|:|'=| ’ ""rr]I:ﬂr-l ' "'u'u-l]]ﬂ.u
= [y oo ity W = 0y il iy = [y -y

Axsim, o lecrema fica demonstrmdo.

Prove o Teorema [2.4:  seja £ 5 — 5 um homomorfismo de semigrupes. Defina a - b ae fa) = 1), Em&o: () -

¢ uma relagdo de congrudéncia, (31 5/ - € isomorfo a f5),

(1) Mostramaos primeirmmente gues ~ € uma relaglio de equivaléncia. Como fia) = fla), a = a. Se a = I, entlio fa) = fik)
on fiby = fa) e, portanco, & = o Finalmente, se a - be b - o, entdo fa) = b e fib) = fe) e, porante, fa) = fck
Lago, a - c. [sto &, — & uma relacho de equivaléncia, Suponha agora que a -~ a'e b ~ ", Entiio, fie) = fale k) =
SUE), Como € um hamomprfi sme,

Slab) = fla)fib) = fa") F(#7) = f{a’t’)

Portando, aly ~ a'h’, Isto &, ~ ¢ uma relagho de congruéneia.
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12,12 Sejam «F ¢ Tos seguintes clementos do grupo simétrico 5,
123 4 5 6 . f_EEJ#SIEu
T=la o s o4 6 2 W s 31 06 2 4
Ache T, a7, ot e o 'L (Como T e o 30 fungdes, Ta significa aplicar o e depods 1.)

O efeiro de e depois Tem 1, 2, ..., 6 esti representado na Figura 12-8(a), O efeito de T e depois dFem 1,2, .. 6
esti representada na Figura 12-8(k); o efere de oe depoas o novamente em 1, 2. ..., 6 estd representado na Figura 12-

e, Logn,

1234 5 6 f1 23456 Aot 23456
TELL 08 2 6 4 3 FT=le 33 21 4 “Vs 3 86 4 21

1 2 3 4 5 6 I.?.3'1-5-E| | 2 3 4 § &

L BRREN YRR

i' ;' L] L L)

11 5 4 6 2 E Y1 &6 I 4 il 5 4 6 2

} | | |

1 4L

tllltl ’atliir -|'1

1 % 2 & 4 3 & 5 3 11 4 5 1 8 42 1
(i} i) (ch

Fig. 12-8

1213 Seja 5 o quadrado no plano R desenhado na Figura 12-9, com o ponto central na orgem 0. Nole que os vértices de
§ estdo numerndos no sentido anti-hordrio de | para 4. (a) Defina o grupo ¢ de simetria de 8. (&) Liste os elemen-
tos de 0. {c) Ache um conjunto de geradores minimo para .
fa)]  Uma simetria fde 5 & wma cormespondéncia rigida mjetora de 5 em s mesmo, (Agui, rigide significa que a distin-
win entre dois pontos ndoe muda. b O grupo & de simetrias de 8 ¢ o conjunto o podas as simetrias de § sob a compo-
segiio de [ungbes.

B

3 4

Fig. 129

(b1 Existem oalo simetrnas, como descrito a seguir, Para o = 0°, %07, 1807 ¢ 2007, ssja o (o) @ simetria obtida pela ro-
tngiio de §de o graus em tomo da origem e seja T (o) a simetria obtida pela refleado de 5 no eixo v, seguida de mo-
tagho de o grams em tomeas da angem. Observe gue guabqoer simetaa de § & delerminada pelo seu eferto nos véri-
ces de 8 e, porvanio, o pode ser represeniada como wma permutagdo em 5, Logo,
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12.14

1215

f1 134 {1234 1234
EH:M_(I 3 3 4)' "lm’"(z 34 1)' "“w]"(s il zj'
-]
= (373 3)

{1134 1134 N
T['”'{z 1 4 3:]‘ "mj'{x 2 4)' f{m]-[‘ 32 t)'
o {123 4
”“'"J=(u 43 2)

(e) Sejam a = «(90°) ¢ b = w[(0°). Entio a ¢ b formam wm conjunto minimo de geradores de . Especificamente,

a0 =a', (W) =a ol =, a200°) =4’

T = b, T(90°) = b, T{IBO7) = b, A7) = ba’

e G nio € ciclico ndo sendo perado por um elemento. (E possivel mostrar que as relagdes o = e, 5 = e &
Fab = g deserevem & completamente. )

Sejam H ¢ K prupos. (@) Defina o produto direto & = H = K de H e K. (8) Qual € o elememo identidade de & =
x K7 () Descreva e exiba a tabela de multiplicagio para o grupo & = &5 = X5,
(al  Seja = H = Ko prodato canesians de M e K com g operagko * definida componente a componente por

(&) = (0E") = (b k")
Eritdo, G ¢ uem grapo (Problema 12.73) denomifado o prodice direte de H e K.

(b Oelemento ¢ = (g, e € 0 elemento wlentdade de G, e [G] = [HA]
(e Coma E, tem dois elermentos, G tem quatro elementos. Sejam

e=100y a={10, b={Ll, e=(1,1]

A tabeln de multiplicagho de O estd na Figora 12-10, Mote que & £ abeliano, uma vez quoe sua tabela o simérnca.
Tambfm

1 1 2
a =, =g =g

Assam, O ndo € ciclico &, pomanto, 7 £ £y,

[ ] | I

=]
i ]

La T ]
noE R om
L G T -]
B a & | B
LT

Fig. 12-10

Seja (rum grupo @ s2ja A um conjunto niio vazie.

{a} Defina o sentido da frase *'G age em A™.

(#)  Defina o estabilizador H de um elemento g € A,
(cd Mostre que i & um subgrupo de O,

(@) Sejn FERMiA) o prapo de todas as permutagtes de A. Defina ye & — PERMA) um bomomorfismo gualguer. Dh-
zemos, enldo, que O age em A ¢ cada elemento de & define uma permutagio g: A — A por:

gla) = (¥iglHa)

(Freglentemente, a permutagdo g: A — A £ dada dirccamente ¢, poramio, o homomorfismo ¢ definido implicica-
mesle. )
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12.29

1230

12.31

1232

1233

() Pelo Problems 12,53, o8 inteires relativamente primos s midreleay m o= 10 480 as umdades de F, . Portamo, as uni-
dades sfio 1, 3, Te 9.

(4  Em o anel R, - a sigaifica o elemenio tal goe a + (—a) = 0. Ponanio, -3 = 7, jdque 3+ T =T+ 3 = 0em &y;.
Analogamente, - § = 2. ¢ a~' em um anel & é o elemento tal que @-a™' =a™" - @ = 1. Portanin, 3°' = 7, ji que
3.7=73=lem Z,,

(e} Substitua cada elemente de &, em f{x) para venficar guass debes tomnam f () igual a (. Temoes

J10) =4, J1Z) =10, fid) =2, Fl6) =0, Sl =4

FN=0, fd=4  fiSi=4  fNh=0  f¥=12
Logo, as raizes sdo |, 16 e 7. (Este exemplo mostrn que am polindmioe de grau p pode ter mais de m raizes sobre um
anel arbitrario. Tswo ndo ecorre se o ape] for um corpol.

Prove gue, em am angl B, (e -0= 0-a = 0 (ijai-b) = {—aph = —ab; {j§i)(-1)a = - (quando R em o clememo ).

(1) Comal =0+ 0, temos

a-b=al+0)=a-0+a-0
Somands =(q - 01 a ambos 0% lados, oblemos 0 = g - 0, Analogamente, 0-a = 0,
(in)  Usando b+ (=B} = {=B)+ b = [} lemos
ab + e —b) = alb + (-b))j=a-0=10
al=h) +mb =al{-b+bj=a-0=10

Pomamta, al—f) & o negative de ab; ksto €, al-B) = —ph, Anabogamente, (—alb = - ab,
iy Temios
a+i{—lw=1-a+{-la=(1+(-1le=0-a=0
[—lja+a={-la+l-a=({-1j+lm=0-a=0

Poanito, (— 1 ¢ o negative de a: iso é, (-1)e = -a.
Em um dominio integral ), mostre que, s¢ ab = a0 com a = 0, entlio, b = ¢,

Coano ab = ae, 12mos
ah— e =10 @, pomanto, aif— ) =10
Comoa # 0, devemas v b - ¢ = 0, jd que O nio tem divisores de zer., Logo, b= ¢

Suponha que S e K sejam ideais em um anel 8. Mostre que JOK & um ideal em 8.

Como J e K sioideais, 0 € Je 0 £ K. Portanto, § £ JNE, Agora, considere @, b £ JNK e seja r £ 8. Entdo, o, b E
Jea kE K Como ¢ K ado ideaks,

ga—h ra, ared I -t ro, are K

Logn, @ — &, me, ar £ JOK, Assim, JOK € um ideal,

Seja.f um ideal em um anel £ com elemento identidade 1. Prove:  (a) Se | € f entiio = B, (#) Se qualquer uni-
dade w = J, emilo J = K.

(e Sel EJ emio paravodo r € K, iemos ¢+ | € Jou r £ J. Pomanio, J = R,

(hi Sew € Jentio v ou | € J, Logo, J = R pela parte (a).

Prove: (@) Um dominio integral finito & um corpo.
&) Z, & um corpo, onde p ¢ um ndmero primee.
{c} (Fermat) Se pé um primo, enido o = g (mod ) para iodo inteiro g
i) Suponha que I tem n elemenios, digamos 0 = {4, a5, ... ,d, }. Sejn e qualquer elemento niio nalode D, Conside-
Fi 0% elemenios

Ty . iy, amEq i,

Como a # 0, temos que aa, = 5, implica g, = g, (Problema 1230}, Logo, o8 n elementes acima sho distintes ¢,
portanto, devem ser wma reprdenagio dos elementos de [ iste &, ga, = |, Logo, g, € o inverse de g, Como o € am
elemenio ndo mulo qualqusr de £ conclufmos que 0 & um conpo,
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k) Lembregue Z, = [0,1,2,...,p - 1}. Mostraremos que Z_ado wem divisores de 2ero. Suponha que o + b = ODem
L. isto &, ab = (Wmod p). Endlio, p divide ab. Como p & um primo, p divide a ou p divide b. Pomanio, a = (imod )
op belmod pl; isto €, 0 = Dow b = lem Z_ Conseqiientemente, , nio tem divisores de zero 2, portanto, Z, € um

dominio integral. Pela parte (@), Z_& um compao,

i) Sepdivide a, entiio o = 0imod pi e, assim. a” = a = 0 (mod p). Swponha que p s divide o. Enitdo a pode ser vis-
Lo comme wm elemento ndo nule em Z, Come £ & um corpo, seus elementos niio nulos formam um grupo G sob
multiplicagiio de ordem p - 1, Pelo Problema 12.21, @™ = 1 em £, Em oairas palavras, @™ = 1 {mod p). Mul-

tiplicando por . obtém-se a” = o (mod pl, & o 1eorema fica demonstzado,

Palindrmios sabre uwm Corpo
1234 Suponha que firy=r —2¢' —6r— 3, Ache as raizes de fir) sabendo que /1) tem uma raiz inteira,

1235

12546

1237

A% paizes pderras de ﬁr] devem sert | ow £ A Mode que {15 # 0, Usando a divisio sintéica ou dividingo par i~ I,

abriermos
-] 1 = 2 =
]

Il - 3 - 3 + 0

Portanto, 1 = —1 & uma raiz de 0. Podemos asar agora a feemula quadriticaem ¢ — 35 — 3 para ohier as (0é raizes se.

guinbes de Ty

J—

t=-1, t=0+I)2 1={3-VI)2

Suponha que fin=2¢" =3¢ =fr=2. Ache 1odas &5 raizes de flr) sabendo que A1 tem uma miz racional,

A3 radzes racionais de i) sé poderm ser £ 1.+ 200 4 J; Testando cada possibilidade para raiz, oblemos, assndo di-

visdo sintEeca (ou divadindo por 26+ 1],

-4 |2 I - 6 - 2
-1 + 2 &2
2 — 4 — 4 + 0

Portanto, { = = 4 & uma iz ¢
il =+ P27 4 =4 = (U + 1) -2 -2
Podemios agora usar a forma quadrdtica em /© — 27 — 3 para obber as seguintes trés rafzes de Ak
r=-4, I=1++3, i=1-%3
Seja fif)=r'=3¢'+3r' +31—20. Ache todas as raizes de fr) sabendo que r = 1 + 2i € uma raiz.
Como 1 + 2 duma raiz. | - i é iz, ¢ (1) = ¥ — 20 + 5 é fator de fr). Dividindo {1} por cif), obtemos
fi={f-u+5)f-r—4)
A Toemula quadritica com @ — ¢ — 4 nos dd as outras rafzes de i), Isto £, as quatro rafzes de i 2o
r=1+2, r=1=2, t={14+17/2. 1=l -+IN2

Seja K = Zy. Ache lodas as rafzes de f(r) =  + 61,
Aqui, £y = {0, 1,2, ..., T}. Substimindo cads elemense de &, em fArh, chiemos

fol=0,  Jf2)=n, Sid) =0, Fig) =10
Emtiio, fir) tem quatro raizes, 1 = 0, 2.4, 6. (0 Teosema 12.21 ndo pode ser ussdo, ji que & nio & um conpo.)
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12.38

1229

1240

Suponha que f{r) &€ um polindmie real de grau @ impar.
() Mostre algebncamente que i) lem uma raie neal,
(b)) Mostre geomelricamente que 7 wem uma raz real.

(al  As mizes complexas de fif) ocomem aos pares, Como {1 tem um mimero fmpar de rafzes (contando a muliplici da-
i), fry precis ter pelo menos uma raiz real.

b Suponha que o cosficwente pivd de e seja positive [se ndo for, meltipligue §0 por = 1], Como o groe de £ = 8. com
n impar, bemos

fimf(f =400 e lm f{f)=-o

Loga, o grifico de f{r) precisa cortar o gixo ¢ ¢m pelo menos um ponio, como mostrade na Figura 12-11.
A

'

Fig. 12-11

Prove o Tearema 12,15 (algorimo de divisio de Euchdesk  s&jam firy e gir) polindmios sobre um corpo & com gir)
# 0. Entho, cxistem polindmios glr) e mi) tais que

Fir) = gleigl(s) + rir)

orde ou )= 0o degir) < degigl.

Se i) = Dow deglf} < deglgh, entlio lemos a representagio desejada {53 = Ogid) # frk Agony, suponha que depif) =
depip), digames Fr) =a.0" +- -+ apr+ap e pli) = b r™ 4o & byr 4 by, onde . by, # 0 n 2 m. Formamos o
pedimimaia

Al =rin) —:—:r““ﬂrl ()

(Este & o primeino passe na subtrogiio no algoritme de “divisle longa™, ) Entdo, deg (£} < deg(f |. Por indugio, existem
poinimios g, (fh & ri) tais que (0 = gy (00 + rr), onde ou mi =0 0w degir) < degig), Substitwindo em {1 & resol-
vemdo para fr), obeemos

S = [:-nl::fl + :—"r"")gm + i)

que ¢ a represeniagio desejada.
Prove o Teerema 12,18:  suponha que fr) ¢ um polindmio sobre uwm corpo K ¢ deg( = &, Entdao, 40 wwm, no mi-

KIMKE, 1B rales.

A prova ¢ feita por indogdo sobre v, Se o = 1, entdo fir) = o + be fie) 1em a raiz dnica ¢ = - Wy, Suponha que # >
1. Se fir) ndo wem raies, entho o leorema € verdade. Suponha que a € K sgja raiz de ), Entio,

Sin) =t —ajalth i

onde degie) = r - 1. Afirmamos que qualguer oulre raiz de i) tnmbém & raiz de girh. Suponha que F #= a tambeém @ raiz
de fir). Substituinda ¢ = Fem (1) tlemas 0 = fib) = (b - a)eib). Como K néoe em divisores de zemo e b-a # 0, devemos
ter glfih = 0, Por indugda, g0 tem, no mdxin, 7 — | raiges Loga, 1o wemy, o mdxime, n - | raizes além de a, Portanio,
Jrk nem no miximo e raibes.
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1241

1242

1243

1244

1245

1246

Prove o Tearema 12, 1% suponha que o ndmero racional pfg (na forma irmedutivel) € raiz do polindmic
Hrj=ag" +--+mt+a

onde os coeficientes. iy, . . ., @y, @y 50 inteitos, Entiio, pdivide o termo constante a,, @ g divide o coeliciente pivd
a,. Em pamicular, se ¢ = plg & um inteire, enido c divide o termo constanie g,

Substitua o termo 1= plg em A0 = 0 para obter o,(p/9)" + -« + o (p/g) + ay = 0. Multipligoe ambos os lados
da equngiio por " para ohier

i + g g A PN 42 apg T S g =0 ()

Com pdivide 1odos o4 primeiros g lermos de (), pdeve divider o dbime ermo g’ Admitinde quee & ¢ g s8o primos re-
latives, p divide oy, Analogamente, g divide os dlimos a termos de (1) logo, g divide o primeiro werme g, g”. Como p e g
sdo primos relativos, § divide a_,

Prove o Teorema 12,20 o anel K¢ de polindmios sobre um corpo K € um dominio wdeal principal (DIF). Se J
¢ um ideal em K[f], entdo existe um dnico polindmio monico o que gera J, isto &, todo polindmio fem S £ um
endltiplo de o,

Seja of um polintmio de gran minlme em J. Como podemos mualtiplicar o por wm escalar phio nalo permanecendo
em J, assumimos, sem perdn de genemlidade, que 4 € um polindmio minice. Supomba agom que £E 1. Pela algoritmo de
diwisho, existiem polindmios g ¢ » tais que = gd + r onde r = 0 oo deglr) < degld). Mas f, 4 £ J implica que gd € Je,
portando, r =_f—q'd'E S Mas dé um Fl:llinﬂln'in{l:];lﬂ.l minimo &m J, C'mmqlh:nl:mznl.:. = ouf = gd, istoé, J divi-
de f. Resta mostrar que J ¢ dnico, Se d° for owro polindmio ménico que gera S, entlo o divide o e g' divide . Isto impli-
ca que o = J, porgue d e J° sE mdnuess. ASKim, o E0rema S0 provado,

Prove o Teorema 12210 sejam e g polindmios em K¢, sem que ambes sejam o polindmio zero. Entiio, exisie
um tinice pelindmio médnico ol que; (1) o divide ambos, fe g ) se ' divide Fe g, entdo J divide d.

O conjunie [ = [mf+ kg, n £ K] | € um ideal. Seja d o polintmio monico que gera 1 Note que § g € 1 logo, o di-
vide fe g Agora suponha que A divide fe g. Seja J o ideal gerado por 4. Emtlo, f g € J e, portanto, [ C J. Conseqgllente-
menle, d E J e logo " divide d comea afirmade antenormente, Besla mostrar gue d & dnice. Se o, for cutrd mdxmme divi-
sar comum {manico) de fe g, entio d divide 4, e d, divide . Isto implica d = 4, porque d e &, 8o mdnicos. Assim, o teo-
rernad estl provado.

Prove o Corolério 12222 sejo d o mdxima divisor comum de fe g Enldo, exislem Flu]irﬂ'.'un'um & o las g o =
mf+ ng. Em parhicular. s fe g sio relativamente primos, entiio existem polindmios m e o tais que mf+ng = 1

D demonatracio do Tearema 1221 no Problema 1243, o mdxime divisar comum & gera o ideal f = {mf+ag:m, 2
£ Kir] |. Logo, exislem polindmios s e g Lais que d = mf + &g,

Prove o Lema 12.23:  suponha que p & K[r] ¢ irredirivel. Se p divide o produio 7 de polindmics £, g € K1, en-
tio p divide Fou pdivide g, Mais genericamente, s¢ p divide o prosuto £, f -« - £ de n polindmiocs, entlio p divide
algum debes,

Suponba que pdivide fz mas nd3o £ Como p é imedutivel, o5 polinfmios (e p devem ser relativamenie primes. Por-
tanio, existem polindmios s ¢ 5 S Ke] tais goe mf + mp = 1. Maliphcande st equagdo por g, oblemos mig + npg = &
Mas p divide jp e, pomamo, p divide mfg € p divide npg, Logo, pdivide o soma g = mife + npg.

Agory suponha gue pdivide f - f. Se pdivide £, o lema estd provado. Sendo. pelo resulindo acima. p divi-
de o produto 5 - Por indugdo sebee a, pdivide um dos polindavios &, - . e o lema esid provade,

Prove o Teorema 12.24 {teorema da fatoragio dnica).  sejafum polindmic n¥o mulo em Klr). Entio, f pode ser es-
crito de maneira dnica (exceto pela ordem) coms wm produtg [ = Epyps -0 p onde £ € K e os pr sfio polindmios
mdinicos iredutiveis em K.

Mostraremos prinseiramente a existéncia de am tal produte. Se (¢ imedutive] on, s F £ K, o produto claramente
exigte. Por outro lado, suponha gue = gh onde g ¢ b ndo sio escalares. Entdo. g ¢ & tbm grou menor do gue o grau de f
Por indugdo, podemos assumir que g = kg g;---g, ¢ h=kohyhy b, onde &y ks € K £0s g e b, sho polindmios
mimicos imedutiveis, Conseqibentemente (= (& kg - - ghyphs - - - by € 2 representagio dessjoda,
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Provaremos agora & unicidade (exceto peln ordem) de wm tal produso para £ Suponha que

F=kpypy - py =k onde kK eX
COUE Py Pyl S0 polindmees imedutiviens midnicos, Agon, p, divide j,-‘q-, co s gy, Como py & iredutivel ele
deve dividie pelo menos um des g pelo Lema 12.23, Suponha que p, divide g, Como p, ¢ g, 330 ambos imedutiveis e mi-

nicos, gy = o, Conseqlentemente, bpyop, = E'g; o §. Por indugdo, iemos goe n = me py = gy, 00,y = i, P
ra alguma reordensgho dos g, Tambem wemos que & = &', Assim, o teorema fica provado.

Prove o Teorema 12,25 suponha que 60 € um polindmio sobne o corpo dos reais R, ¢ suponha gue o mimens oom-
plexo z = g+ b, B # 0,8 uma rag ce A8, Entio, o complexo conjugado também € uma miz de f7). Portanto,

) =(1=z)(t = 2) =7 = dar+ a* + ¥
€ um faor de 1),

Como graulc)y = X, existem g{f) ¢ ndmeros reais 8 e & s gque
Tl =elnigley + Mi+ N i
Coamity 7 = -+ bil & uma rai de T e cf), lemos, substituindo £ = a + b em (1),
flz) = clz)qlz) + Mz} +n at O0=0giz)+ Mz} + N o Mla+bdli+N=0D

Logo, Ma + & = e M = (. Comp b o 0, concluimos que M = 0, Parante, 0+ N = 0 oo N = 0, Consegilentemente,
S = citgin e = a — bi ¢ uma raiz de 75,

Problemas Complementares

Cperacdes & Semigrupos

12,48

1244

12540

1251

1152
153

1254

Seja * g opemgiio no conjanio dos ndmeros reais B definida pora = b= a4 b+ 2ab,

fap Ache2 *=3, T#(=5) e T+l

By (R, *) € um semigrapo? E comutative?

i) Ache oelemento mlentidade,

{dh  Que elementos t&m inverses e quais s4o os imverses?

Seja A um conjunlo nfio vars oom a operagdo * defineda como a * 5= g, @ assuma gue A lem mais de am elementoe. (@)

A € um semigrupa? (&) A € comutativa? (c) A tem ebemento identidade? () Quazs elementos (se algem) Bm inverso e
quiais &b 0s inversos?

Szja A = [a, b). Ache o mimero de operagles 2m A ¢ exiba uma gue niio sjn nem associativa nem comuatativa,

Sejad = ..., -9 -6, =303 6 9. ], e, os miliphos de 3. A & fechado sob (a) adiglo, (&) mubiplicagio, (c) sobira-
gho, () divislio (exceto por 107

Ache um conjunio A de rés nlimenos gue seja Fechado seb (e) adiglo, (d) maltiplicagdo.

Seja 5 um conjunto infinito. Seja A a colegho de subconjuntes findtes de 5 e seja 8 & colegio de subconjumos infinitos
de §,

() A & fechado sob (i unido; (i) intersecko. (i) complememares?

() B fechado sob i umi®a: (id) interseg®o, {inl) ormphementares?

Seja § = () % 0} o conjunio de pares ordenndos de mimeros racionais, com o opersgio * definkda por
[ &) o [, 0] = (@, ay + &)

() Ache (34«1, 2ped-1, 3 =(5, 25

i) & ¢ um semigrapo? B comutativa?

(e} Ache oelemento identidade de 5.
(e QI:IIE elemeitos (e algum) tEm myersos e guars 530 os myersos?
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1267
1268

12649

12.70

12.71

12.72

12.73

Seja i um subgrupo de O com apenas duas classes lnberis, Mosine quoe /€ nommal,

Sgja ¥ wm poligono regular com o lados, ¢ seja & o grupo de simerias de 8. (o) Ache a ordem de & (b)) Mosire que & ¢
gerado por dois elementos a e btais que a” = &, ¥ = e e b 'ab = a”', (G é chamado de grupo diedral.)

Supaonbi guee wm grapo 0 age em am comjunts § por wn homomorfismo w & — PERM(S)L

{ad  Prove que, paratido 5 € 5 (i} els) = 5, e (ige)is) = glpisionde g, g’ € G.

by A drbita de G, para qualquer s € 5, € defimida por &, = (g5} g € &}, Mogire que as drbinas formam uma parti-

gho de 5.
(e} Moswre gue |G = [0 H], o nidmero de classes laterais dos estabilizadores M, de 5 em G [Lembre gue

H,={g e Ggls)=1}]

Seja & wm grupo abeliano ¢ scja m um inteino positivo fixo, Mosire que a fusgio £G — G definida por fila) = a" ¢ um
haenamorfisimio,

Seja O umn grupo mobiplicative de ndmeres complexos s goe |2 = 1, e sega B o grapo adiive de nidmenos reals, Pro-
voque = R

Suponha que M e ¥ sk subgrupos de G com W nermal. Mostre que (@)Y € sabgrupo de G (B B0 € ums subgnapa nor-
mal de i; () HTAHNN) = HININY.

Sejam M ¢ K grapos. Seja & o conjumo produto H = K com a operagho
il k) (A" &) = (R0, k")

(@) Hmﬂmqu: 7 € um grupo (chamado de prodico direte de B e K.
(b Seja H' = H = [e]. Mostre que: (i) H = B (i) B ¢ um subgrupo normal de G (i) G5 = K

Angis

12.74

1275
12.%
12.77

1278

1279

1280
1281
12.82
1283

1284

Comstdere o amel £, ={0,1,..., 11} dos imteiros maddulo 12, Ache (o} ns unidades de & (b)) a5 mizes de
Fix) = x" +4x + 4 sobre Z,.: (c) 05 associados de 2.

Considere o anel Zyy = {0,1,.... 20} dos inteiros midula 30 Ache (@) <L -7, =11:(0 77 117" e 2671,
Basire gL, B um anel B, (@) (=a=h) = gh: (b} (=1H=11= 1, @ & tver o elemento idenndade 1.

Supmnhis que & = @ para Wdoe a € K. (Um anel com essa propriedade ¢ chamado anel boofeane.) Prove que R ¢ comu-
Lativa,

Sein R um anel com elemento sdentidade 1. Transformamos & em um nove anel B delinindo
aih g4l e gtb=gh+a+h
(a)  Werifigue que B™¢ um anel. (&) Dedermine os elementos De | de B,

Seja & um grupo abeliano (aditivo) qualguer. Defina wma maltiplicagdo em & por a - & = 0 para wdo a, & £ G. Mosire
que isto ransformg & em am ansl.

Sejam Je K wleais em um apel B Prove que 7+ K e J MK ambém sio deais.
Sejn B um anel com elemento kentidade. Mosre que (a} = [ne r € 8] € 0 menor idenl contendo a,
Mostre gz & ¢ [0} sfo ideais de qualquer anel 8,

Prove que (@) as unidades de um anel 8 formam wm gropo sob maltiipficagdo. (b1 as unidades em £ sbe os intzinos pri-
mis relatives de m,

Para mesdo inteiro positive s, verifique que md = {pe ¢ £ Z} dum anel, Mostre que 22 2 32 ndo siio isomorfos,
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1285

1284

1287

Prove a Teorema 12,00c  szja J um ideal em um anel R, Entiio, 05 classes |steris (o + J: @ © B formam wm ansl sob as
operagies nas classes laberais

fg+d+h+dy=a+ b+ 5 [ w+ LIk + I =ab+Jf

Prove o tzorema 12110 seja £ R = 8 um bomomordisma de anéis com kermed K. Entdio, K ¢ um weal em R, € 0 quo-
crente RIK & momorlo a fiR).

Seja S am kdeal emoum anel B, Comsidere o mapeamento candaico | R — R definido por fa) = a + 1. Mostse qoe: (a3
¢ um homomorfismo de andis: (0 & um mapsamealo sobrepetor.

Suponha ques J € um ideal 2m um anel £ Mostre que:
(a)  Se & & comutativa, R ¢ comamativi.
() Se K lem elemento unidade | e se | & 0, entdo 1+ K & um elemento unidnde para B2

Dominios Integrais e Corpos
1289 Prove que, se v’ = | & um dominic integral [, epiioy = -l oux =1,
1290 Seja A& (0] um anel comulative finio sem divisores de zero. Mestre que 8 ¢ um dominio miegral, ie.. que & iem um

129
1202
1293

1294

1295

11.9%

12.97
12.08

12,99

clemenio identdade 1.
Prove que F = | + p'T: a, hracionais | € um corpo.
PFroveque F = | g +.t:-1.ﬁ._:g,.':| inlerres | € wm dominio integrad mas n@oeum CEHHR

Um nibmere complexo a + B omde o, & 550 inbeiros ¢ chamado de farsino grudsimae. Mostee que o conjunto & dos dnfei-
oy gawssianas € am dominio integral. Mostre tambsEm que as onidedes sho+ | e 24

Seja & um dominio inmtegral @ seja S wm ideal em 8, Prove que o anel quociente RL$ um dominio integral se & somente s
Jéum ideal pamo. (Um adeal & @ primose S * reseab € Jimplicaag E fou b E L)

Seja R um anel comutativo com elemento identidade 1, e seja S um ideal em R, Prove gue o anel B0 & um carpa s e s0-
mente s ¢ um ideal maximal. (Um sdeal S & macmal se f # R e penhum ideal £ estiver esiricamente contido entre ¢
Risnd seJOCKC RenlinS=Kouk =R)

@

Seja D um sdeal de matriees reais 2 < 2 da Forma [.h

_:] , Mostre gue DVé isomorfo so corpa dos complexos O ponan-
Ler, £ o umm compa.
Muinstre que o5 dnicos ideais em um conpo K sho [0} ¢ o proprio K.

Supoitha que f K — K7€ um homomodisma de um corpo & em um corpo K7, Mostre que (€ umn isrerado; isbo & & in-
jetorn, [Assumimes que /1) = 0)].

Considere o dominio mtegral © = [a + &v13; @, b inteiros). [Veja o Exemplo 12.16(0)). S2 o = a 4+ #/13, definimos
Nio) m a® — |36, Mostre: (i) N{ad) = Nia)N(F). (i} o & uma unidade so & somente se N{a) = 1. (i) Dentre
s umidades de O et £ 1, 18 = 5, T3 & 18 + 5075 (v 0% ndimeros 2. 3 — /13 & 3 — 13 slo irreduiiveis.

FPolindmios sobre um Corpo

12,10

12.1m

12.0m

Ache 25 ralzes de Ar) assumdisdo que K8 vem uma FIz inkelna,
) ) o= o = = = 105 (B A 07 4 207 = 130 - 6,

Ache as rafzes de i) assumindo gue S tem uma raiz racional, (2} S0 e 205 = 37 = 165 =T;
B (=2 = =949,

Ache as rafzes de J(1) = t* — 5% 4 1607 — O — 13, cabendo que § = 2 + 3i & uma raiz.
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1L 103
12104

1214k

12 10K

Ache asralzes de £y = ¢* SRPL I PEIS L TINET Y sabendo goe 1 = 1 - ¢ uma raiz.

Fara um escalar gqualguer a € K, deling a fimpdo aveligede w o K] — K pory (i) = fa). Mostre que w & am homo-
enorfisemo de andis,

Frove a Proposigio 12,14,
FProve o Teorema | 2,26

Respostas dos Froblemas Complementares

1248
1249

12.50

1251
1252
12.53
12.54

12,58

1256

1258

(a) 17,=-32,2%2, (h) sim,sim; ) zero; fa) sea #1720, entdo q lem wm inverso que € =a( 1+ 2a).
() Sim: (b mdog () mde;  (d) ndoem sentdo falar em inversos quando nio exisie elemento idemntidade.

Siin 16, §é que existem duns escolhas, 0 0w b, para cada um dos quairo produios aa, ab, ba e bb, Na Figura 12-12, ab =
bar. Além disso, (gl = b = g, mas alab) = ag = b

= | g B
| b o
| B @
Fig. 12-12

(@) Sim: () sime  (ed sime (d) mdo.

() [1.=1,0% (8} nioexiste qualquer conjumnio,

(o) Sim, shm, ndo; (B} sim, ndo, ado.

e (3, 000, (=5, 1 (B} sim, mfo;  ded (0, 000 Gdb o ebemento (B oo om imverss g # 0, ¢ seu inverso | D, -Ba).

fad (09, D018 (b Sim. (o, B = (o, ) se ad = bhe,  {e) 5~ & isomorfo aos nimenss racionais postivos sob
afigho, Lopo, &~ ndo tem elemento dentidade nem inversos.

fa) H=-|'I:I,5,]EI,'|5'|-=|H|=:!-.
() H, 1+ H={1611,16}, 2+ H ={2712,17}. 3+ H = {3,813, 18}, 4+ H ={4.9, 14,19},

(@) Viejaa Figarn 12-13,
B 5 =1L, 7 = 13,17 =0T

{cl (ih gp(a] = &, [3] =& Ail) gpil3) = {1,713} ]13] =3
{d) Sim, pois O = gp3),

0T om o137

0 o0 5
Tl o0om o3
TUT I 5 10U
L N I
131 1 1 17 7§
I O T T I R - B

A = | -

Flg. 1213

fa) |1 =1, |8 = 2 |7 =2, [H}=2 &) ndo. ()} & {1}, {0, 7} {0, 5} {1,110}
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Linguagens, Gramaticas
e Maquinas

131

13.2

INTRODUGAO

Poce-se othar um computadar coma uma méageing M gue tem as propriedades descritas a seguir. A cada insfante,
M tem um “estado interno”, M 1€ alguma “encrada”, M “imprime” alguma saida que depende apenas do esiado in-
lerno & da entrada e, entio, possivelmente, M muda o estado interno, Existem virias maneiras de formalizar o no-
o de uma mégquina M bem comao ume hierarguin de tals maguinas.,

Pode-se também definir uma funcio “computivel” em emmos de um tipe especial de mdquina M (mdquina de
Tunng) que produz wma saida inteira ndo negativa MWn} para qualdguer entrada imteira nio negativa o, Como a mino-
ria dos dados pode ser codificada por tais inteiros, a maguina M pode tratar 8 masor parte dos dados.

Este capitulo € dedicado a essas quesides e a wpicos a elas relacionados.

ALFABETOS, PALAVRAS E SEMIGRUPOS LIVRES

Considers um conjunio ndio vario A de simbolos. Uma pofavee ow siring w no conjunto A € uma seqiséncia finita de
clementos do alfabeto, Por exemplo, as segid¥ncios

it = ahabf e ¢ = et

=0 palaveas em A = {a, b, o], Quando ratamos de palaveas em A, freqientemente depominamos A como o alfa-
Beto, & seus elementos 380 chamados de letras. Também vsaremos notagiico abreviada escrevendo a i 2, a pit-
ra gaa ¢ assim por diante. Logo, para as palavras acima, u = abab® ¢ v = ac"ba”

A seqlifncia vazia, denoinda por A (letra grega lamibsdng, = (bewra grega dpsilon) ou 1, também & considerads
uma palavra em A, chamada de palovea vazia. O conjumto de todas as palavras em A € denotado por A*

0 conmprimiento de uma palava o (escreve-se ||:|| ou Wiedh € o nimero de elementos na sua seqiiéncia de letras.
Para ns palavras w e v acima, emos w) = 5e fip) = 7, Além disso, (L) = 0, onde & € a palavra vazia,

Observagio: A menos que afirmsgio em contrdano seja feiti, o alfabeto A seni finito, os simbolos u, ve w es-
triko reservados para palavras em A e os elementos de A esaclo as letras a, b e .
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13.3

Concatenagao

Considere duas palavras u e v em um alfabeto A. A concatenagdo de u e v, denotada por w, € a palavra obtida quan-
do se escrevem as letras de o seguidas das et de v, Por exemplo, para as palaves o ¢ @ acima, temos

uy = ababbacchaaa = abab*ac*ba’

A exemplo das letras, definimos o = u, & = e, em geral, 1™ = we”, onde u € uma palavra,

Claramente, para quaisquer palavras i, v e w, as palavras (s)w ¢ u(vw) sho idénticas, consistindo, simplesmen-
te, nas letras u, ¢ e w escritas uma apds a outra. Também, o scoplamento da palaven vazia antes ou depois de qual-
quer palavra o nio aliera a palavra k. Em outros rermos:

Teorema T3-1:  aoperagdo de concatenagdo de palavras em um alfabero A & associativa, A palavrea vazia 4 & o
elemento identidade da operagiio.

(Falando em termos gerais, o operagfo nido ¢ comutativa, por exemplo, e # wpark a5 palavras o e v acima.)

Subpalavras e Segmentos Iniciais

Considere qualquer palavea u = a@ya; - - g, em um alfabeto A, Qualquer seqidncia w = qyay,, -+ - ay ¢ chamada
subyplavea de w. Em particular, a subpalavma W = @y - - - dy, comegando com as primeiras letras de w, € dita um
segereete infcial de o, Em outros termos, w & uma subpalavea de i se & = ppwes, @ wé om sepmento inicial de w se
u = wy. Observe que A e u 5o subpalavras de i, jd que u = Lo,

Considere a palavra i = abca. As subpalavras e segmentos iniciais de w s&o;
{1} Subpalavras: A, a, b, ¢, ab, be, ca, abe, bea, abea.
{2) Segmentos iniciais: A, a, ab, abe, abea.

Observe que a subpalavea w = a aparcce em dois lugares de w. A palavra ac ndo € uma subpalavra de & mesmo que
todas as letrs pertengam a w,

Semigrupos Livres @ Mondides Livres

Zeja F o conjunto de palavras ndo vazias de um alfabeto A com a operagio de concatenag®o. Como observado aci-
ma, a operagho ¢ associativa. Assim F ¢ um semigrupo, chamado semigrupo livee solire A ou semigrispo livee gera-
de por A, Pode-se mostrar facilmente que F satisfaz as leis de cancelamento b direita ¢ & esquerda. Entretanto, F
n&Eo ¢ comutative quando A em mais de um elemento, Escreveremos F, para o semigropo livee sobre A quando qui-
sermos especificar o conjunio A.

Considere agora M = A * o conjunto de todas as palavras de A, incluindo a palavra vazia A Como A € um ele-
mento identidade para a operagdo de concalenagdo, M € um mondide, chamado mondide livre sobie A,

LINGUAGENS

Uma linguagem L sobre um conjunto A € uma colegho de palaveas em A. Lembre que A ¥ denota o conjunts de to-
das as palavras em A. Portanto, a linguagem L €, simplesmente, um subconjune de A7,

Exemplol 3.1 O seguimies conjuntos s3o linguagens sobre A,

(@) Ly = [a.ah,ab. .. .} (€ Ly={a"F"m =0}

() Ly={a™t"m=0, n =0} )y Ly ={Hab™m =0, n =0}
Pode-se, verbalmente, descrever essas linguagens como a seguar,

(a) L, consiste em todas a3 palavras comeganida por 0 e seguidas de pero ou mais bs,

(bl I, consiste em indas as palavrs comegando por im0 mais & ¢ seguidas por um ol mats b,

(e Ly consiste cm todes a5 pakavras comecando por um ou mais o @ segiaidas pelo mesmo ndmera de by,
(el L, conseste em todas as palavras com exalamente am a,
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13.4

Operagoes em Linguagens

Suponha que L e M sfio linguagens sobre um alfabeto A. A “concatenagio” de L e M, denotada por LM, € a lingua-
gem definida como a seguir

LM = {niwe Live M}

isto &, LW denota o conjunto de todas as palaveas que vém da concatenagio de uma palavea de L com uma palavrea
de M. Por exemplo, suponha

L, ={.|1..5-1} L= {ﬁ':.a.&.h}}, L,_:{E!:.:r’,af',...}

LiLy = {a b ol Ba* Fab, b}
Liby={dda,.... Ba' ba b, )
LiLy = {a ab® ba b)

Claramente, a concalenagio de linguagens é associativa, ji gue a concalenagio de palavras &€ associativa,
As porfncias de uma linguagem L sio defimdas como a seguir.

"={ay, L'=r, L=tL L™ =L"L para m>L.

A operagio undria L {lé-se “L estrela”) de uma linguagem [, conhecida como o fecho de Kleene de L. porque
Kleene provou o Teorema 13.2, € definida como o uniie finita

x
Lr=r"uL' oty =Lt
kel

A definigio de L™ ¢ coerente com anotagio A™ que consiste em odas as palavras sobre A, Alguns extos definem
L como sendo aunifiode L', L7, .. iswo & L* & a mesma coisa que L *, mas sem a palavra vazia i.

EXPRESSOES REGULARES E LINGUAGENS REGULARES

Seju A um alfabeto (ndo vazio), Esta secio define uma expressio regular r sobre A ¢ uma linguagem Lir) sobre
A associada i expressio regular . A expressio r e sua linguagem correspondents Lir) sio indutivamente defini-
das a seguir.

Definigio: Cada uma das expressdes seguintes & uma expressio regular sobre um alfabeto A.
(1} Drsimbole “A" (palavea vazia) e o par Y )" (expressdio vagia) sdo expressiies regulares,
{2} Cada letra @ em A € uma expressdo regular.
{3} Se r ¢ uma expressdo regular, entdo (r*) ¢ uma expressio regular.
4} Ber e r, sio expressdes regulares, (r) W ory) € umas expressio regular,
{5} Ser er, slo expressdes regulares, entdo {r)r; ) ¢ uma expressio regular.
Todas as expressies regulares sdo formadas dessa maneira,

Chbserve que uma expressio regular & um tipo especial de palovea (siringh que vsa as letras de A e os cinco
simbolos

i ) " W A
Enfatizamos que nenhum owro simbolo € usado em expressies regulares.

Definigho:  Uma linguagem L{r) sobre A, definida por uma expressio regular r sobre A, ¢ definida comas
(1 Lix) = [A) e Ll 1) = &, o conjunto vazio,
{2} Lig) = {a ), onde a € uma letra em A.
(3} Lir") = (Lir))", o fecho de Kleene Lir).
{4y Lirg W)= Lirg) U LIr ) (n wnido das linguagens),
{5y Lirgry) = Lirg}ors) (a concutenogio das linguagens).
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A Linguagem L{M) Determinada por um Automato M

Cada sutdmato M com um alfabeto de entrada A define uma linguagem sobre A, denotada por L(M), como a seguir.
Seja wow ayay o i, uma palavra em A. Entio w determina ama seqiidncia de estados

By = §| =t 5y =t occc o By
onde £, & o estado inicial ¢ Fs_,, ) = 5 poara i 21, Em ovtras palavess, w determina o caminho

F= {jl'h @y, Sy, B3, 834000 80y :.w]

no grafo do diagrama de estados DM,
Dizemos que M reconhece a palava w se o estado final s, for um estado aceitivel em Y. A linguagem de M,
LMD, € a colecio de rodas as palaveas de A que 530 aceitiveis por M.

Examplo 13.5

(@) Dhetersmime s o authimaio M s Figera 13-2 acenla ou 8o 3 palaves woonde: {1 jow = ghabb; (2) w = baab; (3}
W=k
{1y UseaFegara 13-2 ¢ a palavea w = ababbe para obler o caminbo

& & T & b a
P=gpy—sp—sy =5 —8 — 5 — 5

(2% A palavra wo= boash determing o caminbio

[ a a f
Pr=y — 5 — 59 — 5 — 5

() estado final 5, estd em I portamio, w & aceitdvel por M.
(3 Aguioestado final & igual ao estado inicial 5, j4 que w é a palavra vazia, Como 5, estd em ¥, L & aceitive]
pisr 8.
(b} Descreva o linguagem LM do putémate W nn Figam 13-2,
LiM) consistird em todas as palavras w de A que nfio Bm dols bs sucessives. [swo decome dos fatos se-
guintes:
(1) Podemos entrar com o estade 5, apenas apds dois B sucessivos,
(2) Nunca podemos sair de s,
(3 Oestsdo 5, & ooinico estado rejeitadoe (niio aceitdvel ).

A relagio fundamental entre linguagens regulanes ¢ goudormald e5id contida no (eorema seguinte (Cuja prova 5.
L além dos objenvos deste wexio),

Teorema 73-2: (Kleene) uma linguagem L sobre um alfabeto A € regular se ¢ somente se exisie um autdma-
to die estado finito M al que L = LMD,

A operagiio estrela L * em uma linguagem L & chamada, &s vezes, de fecho de Kleene de L, ji que Kleene foi
querm primeiramente provou este resultado bisico.

Exemplo 126 Scjad = {a, b}. Consirua um amdmate M que sceitard precisamente as palavras de A que tenmi-
nem com dods b

Como b’ € aceitdvel, mas & e b ndo o 4o, precisames de tris eslados, 5, o estado inkcial ¢ 5, € 5., com uma seta
rotulada com b oindo de 5, para 5, @ outra de 5, para 5. Além disso, £, & um estado sceitivel, mes ndo 5, ¢ 5. 150 Bod
dd o grafo da Figura 13-3a). Por oulro kado, se existe um 4. emio querensos voliar 5, ¢ s estivermos EITL 5, £ EXi%e
tir um &, entéo queremas ficar em 5. Essas condigies adicionais permitem dererminar o autdmato dessjado M que
aparece na Figura | 3-30k).

(D——)
(A D

Flig, 13-3
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{sentenga}
///\\\'-\
foragio mominal} (oracio verbal)
{artigo) (oragho nominal) {verba) {oracdo objetiva}
(adjetiva) {substantivo} fariga)  {substantive)
|
0 peqL'u:- me!mm COmeEy uim magi
Fig. 13-5

Uma grawuifica oe esirurura de frases ou, simplesmente, uma gramdrica O oonsisie em quatrs pares:

(1) um conjunio fnito (vocabuldriog ¥

(2} um subconjunts T de Vcujos elementos sio chamados ferminais (08 elementos de N = VAT sio denominados
rader pewmtlimals ou wrridvelsh)

{3) um simbalo ndo terminal § chamado simbolo de start';

(4} um conjunto finito P de produgdes. Uma produgdo € um par ordenado (e, ), normalmente denotado por
o = [, onde o e B sdo palavras em V. Cada produgiio em V deve conter pelo menos uma varidivel no seu
lade esquerdo,

Uma tal pramdtica & € denotada por & = GV, T, 5, P) quando queremos indicar suss quatro partes,

As seguintes notaghes, a menos gue declaragdo em contrinio seja feita ou esteja implicita, serdo usadas para a
nossy gramatica, Terminats serdo denotados por letras mindsculas latinas em itdlico, a, b, c,..., € vardvels seriio de-
notadas por letras latinas em itilico maidsculas A, B, C,. .. usando 5 para o simbolo de sierr. Leiras gregas, o, ﬁ
denotardo palavras em V, isto &, palavras envolvendo erminais ¢ nlo-terminais. Além disto, escreveremos

= (3, Bl 3 emvezde o — F, 0= T, o= T

Observagio:  Freglentemente, definiremos uma palavra & apresentando apenas suas produgdes, assumindo
implicitamente que § £ o simbelo de sreer e que o5 terminais ¢ nfio-terminais de O 350 apenas agqueles que apare-

cem em suas produgbes,
Exempilo 13,8 Definimos a seguir umn gramitica G

V={ABS5abl. T={ab). P={5dABA>A08%8.4%a850)
com & como simbolo de siare. As pridugies podem ser abreviadas coma a seguir.
5 — AR A — (Aa.a), & — (Bh.b)

Linguagem L|G) de uma Gramatica G
Suponha que w e w' 830 palavras sobre um conjunto vocabuldrie V de uma gramdtica &7, Escrevemos

w o

Se w' pode ser obtida de w usando uma das produghes, 510 ¢, se existem palavras we v lais que w = witr ¢ w' = u
P e existe uma produgio . = . Escrevemos

] * ¥
W s W Ml W = W

se w' pode ser obtida a partir de w usando um mimero finito de produgdes.

" Mode T Deixames o nome come oo original dada a freqiéacia de sea wso sem radugdo, Alguns texios wtilimm o terma “simbolo incial™,
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Seja O uma gramaiica com conjunto lerminal T, A linguagem de &, denotada por LiG, consiste em todas as
palavras em T que podem ser obtidas do simbolo de starr § pelo processo descrito anteriormente; isto €,

LG = {we T*5==w)

Exemplo 13.9 Considere a pramdtiea G no Exemplo 13,8, Observe que w = o 5" pode ser obtida do simbolo de
ST 5 comi a segair;

Ko AR = Aal = anl = galth = anlhb = gofbhb = gabhhb = o b

Agui, ysamos os Flruﬂun;ﬁes: 1,24, % % &5 respectivamente. Logo, podemos escrever § == d!!l". Partankis,
w=a"b pertence & Li(G), Mais peralmente, o seqliéncia ¢ produgdes 1. 2 (r vezes), 4, 3 (s vezes), 5 produzini a pala-
vraw = a'wb'h, onde re 5 580 inteiros ndo negativos. Por outre lade, nenhuma seqiéncia de produgies pode produ-
2ir a depols de um b, Conseqllentemene,

L(G) = {a™F" m e n inteiros positivos |

Tsbe &, a linguagem LG} da gramiitica & consiste em fodas as palovmss que comsgam com um o mais @y seguidos
PoT Wm0 enads b

Exampio 13,10 Ache o linguagem LidF) sobre [a. b, ¢} perada pela gramdtics & com produgiies

5w afh, Ty = A, Aab — ¢

Primeiramente, precisamos aplicar a primeira produgio uma ou mas vezes para obier 3 palaves w = o855, onde
a = ) Para elimanas 8, aplcamos a segunda producio para ober a palavia w'= o Aabb™ onde m = s - | 2 0. Final-
mente, 56 nos rests aplicar a terceirn produgiio para ohler s paluves W =a ch” onde m =0, Conseqibentements,

LiG) = {a™eh™ m ndo negativo)

st &, LG comsiste em todas as palavias com o mesmo ndmen ndo pegativo de ¢ b separados por um

Tipos de Gramaticas
As gramdticas s3o classificadas de acordo com os tipos de produgio possiveis, A seguinte classificagio de gramd-
ticas ¢ devida a Moam Chomsky.
Uma gramiitica de Tipo 0 nido wem resirighes nas suas produghes. Os Tipos 1, 2 ¢ 3 sbo definidos como a se-
guirs
(1) Uma gramdtica € dita ser de Tipo | se toda produgio é da forma a — fonde | «| = | ou da forma o — A.
(21 Uma gramitica 7 € dita ser de Tipo 2 se toda produgio € da forma A = B, 1. €., onde o lado esquerdo & um nio
terminal,

(3} Uma gramitica (7 ¢ dita ser de Tipo 3 se toda produciio & da forma A — g ou A — all, i, onde o lado esquer-
do & uma dnica vardvel, ¢ o ludo direito & um terminal simples ou um Eerminal seguido de uma vardvel, ou da
Forma 5 — A,

Observe que as gramancas formam vma higrarguia; 510 &, wda gramdtica do Tipo 3 € uma gramdtica do Ti-
po 2, toda gramdtica do Tipo 2 € uma gramética do Tipo | ¢ toda gramdtica do Tipo 1 € uma gramdtica do Tipo 0.
As gramdticas também sdo classificadas como sensivels a contexto, livees de contexto ou regulares.

(a) Uma gramditica & dita sensivel @ contexto se as produgdes sho da forma
cede = oo
A denominsgio “sensivel a comtexto” vem do fuo de que podemos substiuir a varidvel A por b em uma pala-
vra apenis quando A estiver entre & e @'
() Uma gramdtica & € dita livee de contexto se as suas produgies sio da forma
A—g

Acdenominagio “livee de contexio™ vem do fato de que agora podemos substituir a vandvel A por B o despeito
do local onde A aparece,
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() Umin gramitica € dita regudar se as suas produgtes sdo da forma
A = a1, A = af, K=l

C¥serve que gramdtica livre de contexto tem o mesmo sentido que gramdtica do Tipo 2, ¢ uma gramdtica regular ¢
igual & uma gramdtica do Tipo 3.

Uma relagio fundamental entre gramdticas regulanes ¢ autdmatos finitos ¢ enunciada a seguir,

Teorema T3-4: uma linguagern L pode ser gerada por uma gramdtica & do Tepo 3 (regular) se e somente s
existe um autbmato finito M que sceita L

Portanto, a linguagem L & regular sse L = Lir), onde r & uma expressio regular sse L = M) onde M & um au-
1himiEto finito sse L = LG, onde 7 & uma gramdtica regular, (Lembre que sse & a abreviatura de “se ¢ somente se'".)
Exemple 13,17  Considere a lingungem L = {a"5"; & = 0}
() Ache uma gramdnea &, livee de contexto, gue gera L.
Clarnmente, a gramiitica {5 oom s seguinbes produgies vai gerar L:

& — ab, 8§ — aSh

Npte que O & uma linguagem livre de conlexto, pois cada Indo esquerds € um nio tzrminal,
(B Ache wma pramitica regular & que gera L.
Pela Exempla 137, L nds & uma linguagem regular. Portanto, £ ndo pode ser gerada por uma gramadtica
regular,

Arvores de Derivagdo de Gramaticas Livres de Contexto

Considene uma gramadtica livre de contexto & {Tipo 2). Qualguer derivagio de uma palavea w em L) pode ser re-
preseniada graficamente por uma drvore com rafzes crdenada T, denominada drvore de derivagdo ou parse tree’,
Por exemplo, seja & a gramanca livie de comexio com as segmntes produgGes:

5 o= AR, A =+ Bho, = b, B—p

A palavra w = achabe pode ser derivada de 5 como a seguir;
5 = adf = a Bha)B = achal = achalbE) = achabe

Pode-se desenhar uma drvore de dervagio T, o partir da palavra w, como indicado na Figura 13-6, Especifica-
menie, iniciamos com § comao raiz ¢ depois adicionamos ramos & drvore de acordo com a produgdo usada na deri-
vacho de w. Esse procediments leva i drvore completa mostrada na Figura 13-80¢). A seqiiéncia de folhas, da es-
guerda para a direita, em T € a palavra derivada w. Além disso, qualquer nd gue ndo seja uma folha em T¢ uma va-
nivel, digamos A, ¢ 05 sucessores imediatos (filbos) de A formam uma palavra & onde A = ¢ & o produgio de &
usada na derivagio de w.

Forma de Bakus-Naur
Existe uma outra notagio, chamada de forma de Bakus-Naur, que € peralmente usada para descrever as produgbes
de uma gramitica livre de contexto (Tipo 2). Especificamente,

(i} ::=¢usado em ver de —.

(1) Todo ndo-terminal aparece dentro de delimitadores { ).

(i) Todws os produgbes com os mesmos nilo-termainais do lado esquerdo sio combinadas em uwma declaragio com
indos os lados direitos listados & direita de @ =, separados por barras verticais,

" ModeT. A tradugka litersl seria “drvere de andlise sinkitica™.
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13.7

Por exemplo, as produgdes A — a B, A = b, A = BC sio combinadas em uma dnica sentenga
(A) ::=alB)|b|(B){C)

0 N N N
TN TN\

B 3 a B B a b B
l | |
[ [ [
dy B—=bF {8) B—=¢
Fig. 13-6
Maquinas e Gramaticas

O Teorema 134 nos conta que linguagens regulares cormespondem a autdmatos ( AEF). Tamb&ém existem mquinas,
s funcionais do que AEF, que cormespondem a outras gramsticas.

() Antdmatos de pilhe:  um aoidmaro de pilha P ¢ similar a um AEF exceto pelo fato de que P iem uma uma pi-
Iha auxiliar gue toma disponivel uma quantidade infinita de memidria para P. Uma linguagem L € reconhecida
por wm sutdmato de pilha P se e somente se L é livre de contexio.

() Autdmatos inearmente imitados:  um audmato linearmente limitado B dispde de mais recursos do que um
autdmato de pilha. Um tal autdmato B usa uma fita que € linearmente limitada pelo comprimento da palavra de
entrada w. Uma lingeagem L € reconhecida por um autdmato linearmente limitado se ¢ somente se L € sensi-
vel @0 contexio.

() Mdguings de Turing:  uma mdguina de Turing M, assim denominada em homenagem ao matemdtico britfini-
co Alan Turing, usa uma fita infinita, Ela € capaz de reconhecer qualquer linguagem L que pode ser gerada por
qualquer gramdtica de estrutura de frases G, Na verdade, uma maquina de Turing M ¢ uma das muitas manei-
rus equivalentes de definir uma fungdo “computdvel” f

A discussio acerca de autfmates de pilha ¢ avtdmatos linearmente limitados estd além dos ohjetivos des-
te texten, Discutiremos maguinis de Turing na Segdo 13.8.

MAQUINAS DE ESTADO FINITO

Lima miquing de estado finito (MEF) € similar a um aotdmato de estado finito exceto pelo fato de que uma mégui-
nit che estado finito “imprime” uma saida usando wm alfabeto de saida distinto do alfabeto de entrada. Apresentamos
a seguir a definigio formal.
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Uma midquiing de estade fAnito {on mdguing segilencial complera) M consiste em seis pares:
{1} um conjunio finito A de simbolos de entrada;
{2} um conjunto fimito 5 de “estados intermos’;
(3} um conjunte Anite £ de simbolos de saida;
(4} um estado inicial 5, em 5,
(3} vuma funcdo de praximo estado Fde § % A em §;
(6} uma fungdo de saida g de S = A em 2.

Uma méquina como esta ¢ denotada por M = M{A, 5, Z, 5. [, g} quando se quer indicar suas seis panes,

Exemplo13.12  As informagles seguintes definem uma médguina de estado finito M com dois simbolos de entra-
da, s estados imernos ¢ irés simbolos de saida:

(1} A= [a.b);
(2} 8= {8,451

By Z={xnylk

{4} Estado inicial 1,

{5y Fangho de pedaimo csiado £ 5= 4 — 8 definida por

Flsg.a) = 5, S5, a) = 5, flsy ah =15
.rl:.'l'|'|-|ll:']=.li!, _lfl:.'l'|.|l:|:|=_|;|I _Ir.l;"!|-ﬁ':'=.1'|

(60 Fungiio de saida g; 5% A — Z definida por

Elsa) = x, Elsy ) = X, Elrg.a) =z
El5g, ) = 3, El5y, b} = 2, JFixs, b)) =y

Tabela de Estados e Diagrama de Estados de uma Maquina de Estado Finito
Existem duas maneiras de representar uma méquina de estado finito de forma compacia. Uma maneira € por uma
tabela conhecida como rabela de estados da mdquina M; a outra € por um grafo erientado rotulade conhecido ¢o-
e diagrama de estadoes di midguimi M.

A abela de estndos combinag o funglio de prixime esado e a fungio de saida g em wma Gnica tabela que pe-
presenta a funglio F: 5 x A = § x Z definida por

F':'Th"-"'.l:' - Uf-’:-ﬂ_ljlg{-‘ll ﬂ}]‘]

Por exemplo, a tabela de estados da maquina M do Exemplo 13,12 esui desenhada na Figura 13-T(a), Os estados es-
tio listados no ladoe esquerdo da tabela, com o estado micial aparecendo em primeiro lugar, ¢ os simbolos de cnira-
da estdo listados no topo da tabela. Cada elemento da tabela & um par (5, = ) onde 5 = ({5, 0] € 0 proximo esia-
do, e 1, = g5, o) € o simbolo de saida. Admite-se que o8 dnicos simbolos de saida s§o 08 que aparecemn na whela

Sy | fpE Sy ¥
s | fmE ALY

| foeF E¥

{a)

Fig. 13-7
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O dingrama de estados [} = DM} de uma maguina de estado finito M = M4, 5, 7, 5,/ 2) & um grafo
orentado rodulsdo. Os vértices de [V sdo os estados de M. Ademais, se

Fisa) = (5, 5,), istod,  fls.a) =5 e gla,a) =z,

entdn exisie um arco (seta) de 5, para 5, que € rotulado com um par a, 7. Normalmente, colocamos o simbolo de
entrada a, priximo i base da seta (perto de 5) e o simbolo de saida z, proximo ao centro da seta. Também rotula-
mos o estado inicial 5, desenhando uma seta extra para 5, Por exemplo, o diagrama de estados da méguina M do
Exemplo 1312 aparece na Figura 1 3-T{ b},

Fitas de Entrada e de Saida

A discussio acima sobre uma migquina de estado finito M ndo mostira as propriedades dindmicas de M. Soponha que
M recebe um string (palavra) de simbolos de entrada, dipamos,

= 3y iy

Wisualizamos esses simbolos em uma “fita de entrada™; o madquina M “18" esses simbolos de enirada,

(LR *X % TRERE

um por um ¢, simullaneaments, passa por uma seqiéncia de estados

W= 25

onde 5, € o estado inicial, enguanto imprime um seeing (palavra) de simbolos de safda em uma “fira de saida™, For-
malmente, o estado inicial 5, ¢ a cadeia de entrada ¢ determinam as cadeias o e w por

5= fisi-1y @) & = g%y ay}
ondei=1,2,..,m

Exemple 13,13  Considere a miguina M da Figura 13-7, isto 4, o Exemplo 13-12. Suponha que a enirada & a
palavra

I:f=ﬂ'lll|ﬂ'ﬂb

Calculamos o seqiléncia ¢ de esados ¢ a palavra de saida s a panir do diagrama de estados como segue. Comegando
no esiade imicial 5. seguimos a5 setas roaladas pelos simbalos de entrada como o seguir;

K 5 n: a.x - LN
Fy = 5 = By o= §y o=y = 5y

lsse prodaz a seguinte seqiincia de estados p e a palavra de saida ws

B = 8y Sy Sinds 3 W= XZXZ}

Adicao Binaria
Esta subsegdio descreve uma maguina de estado finito M capaz de executar adigiio bindria, Adicionando 0 no ini-
cio dos nossos nimeros, podemos assumir que eles i2m o mesmo nimero de digitos. Se & méquina for informa-
da a entrada;
11aian
+ 11 10Ll

queremds, entdo, que a saida seja a soma bindna

10100110
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13.8

Especificamente, a entrada ¢ a cadeia de pares de digitos a ser somada:
I, 11, 00, 11, o1, 11, 1, &

onde b denota espago, ¢ a saida deve ser a cadeia
o0 5 Looo 00|

Também queremos que & migquing assuma o estado chamado de “parada™ quando terminar o adigio.
Os simbolos de entrada sio

A= {00,00,10,11,b}

e o= simbaolos de snida s8o
Z = {0,1,b}

A magquing que “construimos” ten trés estados:
L= I1-'i1.1'-umr (), niio vad-um (m), parada (5] |

neste caso, o & o estado inicial. A maguing estd mostrada na Figura 13-8.
Enunciamos o teorema seguinte a fim de ilustrar as limitaghes das nossas maguinas,

Teorema 13-5:  ndo existe maguina de estado Gnio M que possa fazer operacbes bindras,

Se limitarmos o tamanho dos nimeros que multiplicamos, tais magquinas existem. Computadiores sio impor-
tanies exemplos de médquinas finitas que multiplicam nimeros, mas o5 ndmeros sio limitados em seu tamanho.

Fig. 13-8

NUMEROS DE GODEL

Lembre (Segio 11.5) que um inteiro positivo p > 1€ dito um niimero primo se seus tinicos divisores positivos forem
| ¢ p. Denote por p, o, ... 05 ndmeros primos sucessives, Logo,

F':|=.2. P::]., _p‘3=5_ p_1_=-|r_ F5=]]|

(Pelo Teorema 11.11, existe um nimero infinito de primaos, ) O reorema fundamental da ariimética (Teorema 11.19)
afirma que qualquer inteiro positivo n > 1 pode ser escrito de maneir dnica (exceto pela ordem) como um produ-
1o de mimeros primos. O ldgico alem3o Kurt Gisdel usou esse resultado para codificar seqiiéncias finitas de nime-
ros ¢ tambdém para codificar palaveas sobre um alfabeto finilo ou enumeravel. A cada seqiiéneia ou palavra € airi-
buido um inteire positive denominado nimero de Gidel como a seguir

" M.deT. Mooriginal, carry,
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Definigio 1.2:  uma expressdo de fita ¢ uma expressio envolvendo apenas elementos do conjunto fite A.

A mdquina de Turing M pode ser vista como um cabegote de leltura/gravagZo de fita que se move para fren-
1e ¢ para trds a0 longo de uma fita infinita, A fita & dividida, no sentide do comprimento, em quadrados {célu-
las}, ¢ cada gquadrado pode ser branco ou guardar um simbole. A cada tempo, a méquina de Turing M estd em
um determinado estado interno 5, lendo um dos simbolos na fita .. Supomos que apenas um nimero finito de
simbolos niio brancos aparecerm na fita.

A Figura 13-Wa) € uma representagho grifica de uma configuragio de uma méquina de Turing M no esta-
do 5. lendo o segundo simbolo onde @ a; Ba,a, € escrito na fita. (Note, novamente, que # ¢ o simbolo branco.)
Este desenho pode ser representado pela expressio o = gy S:a; 8 a), onde escrevemos o estado 5, de M antes
do simbolo de fita g, que M esul lendo, Observe que o € uma expressio que usa apenas o alfabeto de fita A, ex-
ceto pelo simbolo de estado 5, que ndo e51d no final da expressdo, jd que este aparece antes do simbolo de fita
iy que M estd lendo, A Figura 13-9 mostra duas outras representagdes grificas de configuragiies ¢ sups expres-
sides correspondentes,

L1 (o= [&fe] | | [ [s]afa] | | | I=dafa] | |
=y @y By ey P=g Bayaym 7= ey f
() (i (ch
Fig. 13-8

Apresentaremos as definighes formais.
Definigio 1.3:  uma configurapdo’ o € uma expressio da forma
o= Pra 0
onde P e (¢ sdo expressbes de fita (possivelmente vazias),
Definiglo 1.4:  seja o = Puay(? uma configuragio. Dizemos que uma mégquina de Turing M estd no estado 5. len-
do'’ a letra . & que a expressdo na fiia € a expressio Fag 2, isto €, o sem o simbolo de estado s,

Como mencionado acima, a cada instante, a miguina de Turing M estd em um certo estado 5, e lendo um sim-
bolo de fita o, A mdgquina de Turing M ¢ capaz de fazer as rés arefas seguintes simultaneamente;
(1) M apaga o simbolo lido g, e escreve no seu lugar o simbolo de fia oy (onde admitimos oy = o).
(i) M muda seu estado interno 5, para o estado 5, (onde admitimos 5, = 5,).
(i) M move um quadrado para a direita, move um quadrado para a esquerda ou ndo 52 move,

As aghes de M mencionadas acima podem ser descritas por uma expressdo com cinco letras, denominada gaiiu-
pla, que definimos abaizo.

Definiciio 1.5:  uma guintipla € uma expressdo de cinco letras da forma:

L
§= (5.0 d, 5,4 R ]
4

lsto &, a primeira letra de g € um simbolo de estado, a segunda € um simbolo de fita, a terceira € um simbolo de
fita, a quarta ¢ um simbolo de estado ¢ a dltima & um simbolo de diregio, L, B ou N,
Apresentamos a seguir a definiglo formal de uma milguina de Turing,

T K.deT. Moorigisal, pieniee

N.deT. Noorigimal, soavsing,
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Definigio 1.6:  uma médquina de Turing M ¢ um conjunto finito de quintuplas tal que:
(1) Duas quintuplas distintas ndo podem iniciar com as mesmas duas Jetras.,
(i) Nenhuma quintupla comeca com Sy, 5y ou Sy.

A condiglo (i) da definigio garanie que & maguina M ndo pode executar mais de uma tarefa a cada empo, e a
condigho (i) garante que M pdra nos estados Sy, Sy ou Sy,
A definigio seguinte € uma maneira equivalente de definir uma méquina de Turing.

Definicho 1.6":  uma maguing de Turnng € uma fungdio parcial de
.'S"-,{.i‘..;,.?k.;.'_-.,.} oA Em A 5wy

O ermo “Tungdio parcial” significa que o dominio de M ¢ um subconjunto de 5\ {5y, 5y, 5w} % A,
A acgiio da miquina de Turing descrita acima pode ser agora formalmente definida.

Definicdo 1.7:  sejam o e [ conhguraghes. Escrevemos
i = [3

se uma das seguintes condipdes ocorre, onde &, b e ¢ 530 letras de fita e P e 0 530 expressies de fita (possivelmen-
b wazias )

) o= Psal. 3= PibQ ¢ M contém a quintupla g = subs, V.

(i) o= Piac, 3= Phso) e M contém a quintupla g = 5l R
i) o= PesaQ, 3= PsobQ e M contém a quintupla g = sabs, L.
(vl o= Pra, 3= Phy B ¢ M contém a quintupla g = s,abs, R,

vl o= meld, 7= 5800 ¢ M contém a quintupla g = 5,abs,L.

Observe que, em todos 03 cinco casos, M substitul a por b na fita (onde & permitido b = a), ¢ M troca seu esta-
do de 5, para 5. Além disso:

(i) Meste caso, M ndo e move,
(i) Meste cose, M se move para a direita,
(i) Mesie caso, M se move para 2 esquerda,

(iv) Nesie caso, M se move para a direita; entrétanto, como M estd lendo a letra da exirema direita, € necessdrio
acrescentar o simbolo de branco, 8, & direita,

(v) MNeste caso, M se move para a esquerda; entretamto, como M estd lendo a letra da extrema esquenda, € neces-
sdrio acrescentar o simbolo de branco, B, 3 esquenda,

Deefinigdio 1.8 uma configuragio o ¢ chamada de ferminal se ndo existe configuragiio B tal que o — .

Em particular, qualquer configuragio o em algum dos trés estados de parada deve ser izrminal, ji que nenhu-
ma quiniupla comega com Sy, Sy 00 Sy,

Computagao com uma Maquina de Turing
A descrigho anterior € de uma maguina de Turing M estitica, Discutiremos agora sua dindmica.

Defindgio 1.9 uma compudagde com uma miquina de Turing M € uma seqiiéncia de configuraghes g, o, .. -,
Oy LAL QU fp_y — oy, parad = L, Lomee G & uma configuragdo terminel,

Eny outeas palaveas, uma computagio ¢ uma seqiiéncia

Chiy == Cip =+ (k3 = =0 = Oy

que n&o pode ser estendida, uma vez que oy, ¢ um estado eeminal. Usaremos a nomenclatura rermier) para denotar
a configeracio final de uma configuragio iniciando com @&, Logo, (o] = o, na computagio scima,
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Definicio 2.1:  cada nimero a serd representado pela expressdo de fita (o) onde (0} = 1**'. Portanto,
@=11n=1 =1 @=I11=1.

Definicio 2.2:  scja £ uma expressdo. Entio, [E] denota o ndmero de vezes que | ocomre na expressio. Logo,
(11 Bsya;111 Bay] = 5, [y5: Bas] =10 e [(m]=n+1.
Definigio 2.3;  umo expressdo 2 Ny — Ny € compridve! se existe uma méquing de Turing M tal que, para todo
inteiro », M pira em (n) e
fim) = [termind{u}}}]

Meste caso, diremos que M compuia f
Isto &, dados uma fungdo fe um inteiro r, informamos como entrada {n) e usamos M. Se M sempre pira em {n}
e a2 o pdmere de 1s na configuracio final for igual a fa), entdo § & uma fungo computdvel, & M computa f,
Exemplo 13.15 A fungo fin) = # + 3 ¢ computdvel. A cotrada ¢ B = 1", Logo, precisamos apenas sdicionar
diois 14 enrada, Descrevemos a sepuir uma meéquina die Tunng M quee compalta £

M= {q.q1,q) = {815l 585, 5 Bla,N}

Clbserve gue:

{1} g, move o méquing M para o esquerda,
{2} g escreve | no quadrado branco & ¢ move M para a esquenda,
13y gyescreve 1 no guasdrade branoo & e pira M.

Conseqilentemente, para quakjuer mbeiro positivio n,

; 1 .
sl — B — 5 BT s 1

Logo, M computa fin) = m+ 3, E claro que, para iodo inteiro positiva &, o fungdo fin) = n + & € computiivel,

Teorema 13-8:  suponka que Ny — Ny ¢ g2 Ny — Ny o computiveis. A fungio composta b= go [ &
compuldvel.
Indicamos agui a prova do teorema. Suponha que M, ¢ M, sio as maguinas de Turing que computam fe g. res-

pectivamente, Dada uma entrada (#), aplicamos M, a {n} para obter a0 final uma expresso E com [E] = fix). Emfo
escrevemos que £ = 5" Depois acrescentamos | a E para obter £ = 5,1 11" ¢ aplicamos M. a E". Iss0 pro-

duzird £ onde [E™] = g{f{n)) = (g o /{n), como desejado.

Fungdes de Varias Variaveis
Esta subseiio define uma fungiio computivel f(my, n, ..., 5, ) de & varidveis. Primeiromente precisamos represen-
iar a lista my o= (0, 03,..., we | o nosso alfabeis A.

Definigho 2.4:  cada lista s o= (ng, e, ) de & inteiros € representada pela express®o de fita {m) onde
ity = (my ) Bing) B - Blny)

Logo, ((2,0,4)} = 111B1ELLLI = 17 B1'B1*,
Definicio 2.5:  uma fungdo Mny, 0, ... ) de k varidveis € computivel se existe uma maguing de Turing M wal
que, para toda lista m = [/, 02, ... .0 ), M pdraem {m} e
Sim) = [term{a({m))]]

Meste caso, dizemos que M compirg [
A definigio € andloga i Definigio 2.3 para uma varidvel.
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1314

1315

1316

1317

Sejad = {a, b). Descreva a linguagem Lir) onde:

(@) r=abb%: (b r=>5b%b b () r=ab®sa®

(@) L{r) consiste em todas as palovras comegando e terminando em A e tendo po meio umn ou mais letrs b,

(b1 LiF) consiste em todas a5 palayras com exatamente dods @

(eh  Mesie cxso, rndod exatamenie wma expressdo regulbar j4 que ndo € um dos simbolos gue podem ser usados para for-
mear expressdes regulares,

Sejad = |a, boc] e w = ac. Verifique s w pertence ou niio a Lir) onde:
() r=ab®® () r=(a"bve)”
(@) Sim.jdque w = alce b € Lib*er € Lic™).

(b Mo, Mode que Lia™b) consiste em palavras a’b. Logo, se @ aparecs em uma palavea em Lir), entho g 56 pode ser se-
guida pos o ou b, Ao por c.

SejaA = {a, b, c] e sejaw = abc, Verifique se w pertence ou ndo a Lir) onde:
t@yr=a*ibvc)s (B)r=a%bvo®

(a) Mo, Meste caso, Dr) consigie nas palovias em o oo palavs em b e e

(b1 Sim,poisa € La*iebe € (bw o)™

Seja A = [a, k], Ache una expressio regelar rial que Liry consista em todas as palavras w onde:
{a) w comega com a° e termina com &', (B) w contém um mimero par de letras as.

ta) Sejar= a'lav bt
ih) Note que s = b*ab™ab® consiste em todas 05 palavras com exatamente dois as. Logo, r = 5% = (b*ab®ab®)*,

Autdmalos Finilos, Maquinas de Estado Finito
LAL18 Sejn M om awidmato com conjunio de entrada A, conjunto de estados § ¢ conjunio de esiadoes de aceite (“sim™) ¥

descritos a seguir:
A={ab}, S={nan} ¥V={x}

Suponha que £, € o estado inicial de M, e gue a funglo de prdximo estado, F, de M ¢ dada pela tabela da Figu-

ri | 3-10al.

(a) Desenhe o diagrama de estados D = Qi) de WL

(k) Descreva alinguagem L = L{M) aceita por M.

(] Crdiagrama de estades I aparece na Figura |3-10b], Os vértices de fF silo os estades com um circulo duplo indi-
cando um estado de aceitagiio, Se Fl5. x) = 5. existe uma aresta orientada de 1, para 5, rotlada pelo simbodo de
entrada x. Além disso, existe umna arests especial que termina no estado imcial 5,

(h]  LOM) consiste em odas as palavras w oom exataments um b, Especificamente., sz uma palavrn de entrada nfio tiver
& entlio ela terming em 5, @ se w tiver dois ou mais b ela iermina em g, Emogualguer outea condicio, w temmina én
&, que ¢ o dnico estado de seebe.

[l (i

Fig. 13-10
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1319

13.20

132

1322

1323

Sepp A = (o, bl Construn um awldmato M que aceitard precisamente as palavras de A que 1Em um nimess par de
as. Por exemplo, aababbab, ag, bbb, sbaban serdo aceitas por M, mas ababe, aaa, bBabb serio rejeitadas,

Precizamos apenas de dois esiados, s, e 5. Assumimos gue M esti no estade 5, ou 5, dependendo do pimero de
letras a, até o passo em questho, ser par ou impar. Além disso, 1, ¢ 0 estado indcial. O diagrama de esisdos de M apa-
rece na Figura 13-11.

Fig. 13-11

Sejn A = [a, b}. Construa um austdmaio M que oceitard os palavras de A que comecem com a seguida de um ou
mais bz,

Veja a Flgura 13-12.

Descreva as palavras w na linguagem L aceitas pelo ausbmato W da Figara 13-13.

O skstema s pode atinglr um estade de aceite 1, Quando exisis WM Sm w que segue uim b,

Drescreva as palavras wona linguagem L sceitas pelo sutdmato M da Figura 13-14.

A presenca de um a em w ndo misda o estado do sislema, mas cada b emow muda o estado de 5, para 5, (mid 4), Por-
tanto, w & aceita por M se o ndmero A de bs em ow £ congruente & 3 mddulo 4. isto d,n = 3,7, 11,...

Fig. 13-13

Suponha que L & uma linguagem sobre A que € aceita pelo autdmato M = {4, 8, ¥, 5, F}. Ache um autbmato &
que aceita L7 isto €, as palavras de A que ndo periencem a L.

Simplesmente trogue os estados de aceitagho & rejebgho em M para obter &, Entdo, w serd a0zita na nova mdkguina N
s ¢ pormente s6 for repeitada por M, Bue &, s ¢ somente s w pertence a £L°, Formalmente, ¥ = (4, 5.5\ Y, 5, F).
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13.24 Sejam M = (A, 5, ¥V 5, Fle M = (4, 8 F

13.25

13.26

.55, F"} authmatos sobre o mesmo alfabeto A que aceitam as

linguagens LIM) e LM, respectivamente, Constrog um autbmato N sobre A que aceita precisamente LIMINLIM T,

Considere § = 5 como o conjunts de estados de W, Defina (5, &) como um éstado de soeite de N w2 5 e 5" &0 edlados

de aceite em M e M, respeclivamenle; escolha {_Tn_:ﬁ"}. ooma estado inicial de &, Tome o fungio de pn’il:i.m::tld.n de ¥,
5 (5= 5= A = (5 x 5 definida como

Glis2"), a) = (Fls,a), Fls'a))

Esnitdo, W aceitard exstamente as palaveas de LML,

Repita o Problema 1324 fazendio, agora, N aceitar as palayvras de LOWILUILIM .

Movamente, considers § = §' como conjunto de estados de N, @ sejn (5, 5] © estado inicial de N, Agora consi-

dere (5= ¥ LY 2 57 os estados de aceave em N A funglio de proximo-esiado serd mals uma vez definida como

G{(5,3"),a) = (Fls,a), F'z",a))

Entdo, IV aceitard precisamente as palavras em LOMIULLW L

Seja M a migquina de extado finito cuja tabels de estados aparece na Figura 13-15(a).

)
(4

i)
larh

(&)

{€)

Ache o conjunto de entrada A, o conjunio de estados 5, 0 conjuntoe de saida £ e o estado inicial.
Diesenhe o diagrama de estados D = (MW de M.
Suponha que w = gababaabbak & uma palavra de entrada (sring ), Ache a palavra de saido comespondents 4,

s simbodos de entrada esthio no topo da tabela, Os estados estlio listados & esquerndn, & os simbolos de sasda apane-
cem na tabeka, Logo,

A= [a, b} 8= {5, 5. 50.5}. Z2={xyz}

0 estado 5, & o estado imicial uma ver g2 € o primearo estadds listadao no tabela
0 dingroma de estados [ = W) aparece na Figurs 13- 150b), Mote que os vértices de D 2o os estados de W,
Supoaha que

Fism) = (8,5 s d,  Fisa) =5 ol B8 =1z,

Emio, existe uma aresta onentads de 5, para 5, rotalada pelo par o, 2. Normalmente, o simboelo de emrada o, € co-
locado prosime 4 base da seta (peno de £), ¢ o simbobe de sabda 2, & colocado perto do centro da seta,

Saindo do esiado inleial 5. movemo-nos de esiado para esrsdo arrgvés das setas gue s3o, respectivamente, rolaladas
pelos simbolos de entroda dados o seguar:

& ] A g & ] E] ] b il B
Xy = & = Ty —+ Sy = 5} —¢ 5y =% Ty — Sy = L1 == 5y = 5 == 5|

Ohs simbodos de saida nas setas aclma produzem a palavr de saida desejaca v = yyzvovirs

lap (=13

Fig. 13-15
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Gramdticas

1327

1328

1329

13.30

13.31

Drefina: (o) gramditica livee de contexte: (b)) gramdtica regular.

) Uma gramdtica livee de contesto € o mesme que uma gramaética do Tipo 2, isto &, toda produgio & da forma A = f,
ister é, o lade esguerdo & uma inica vandivel, ¢ o lndo direite £ uma palavra com um ou mais sinybolos,

() Uma gramiética regular & o mesmo que wma gramidtca do Tipe 3, swd, wda produgio @ da forma A = g ou A =
erf, 1510 £, o lado esquerdo & wma dnica varidvel, e 0 lado direito € am terminal ou om terminal seguido de uma va-
ridvel,

Ache o linguagem LiG) gerada pela gramatica & com varidveis 5§, A, B, werminais a, b e produgdes 5 — alf, = b,
B— b4, A —ah

Observee que podemos usar a primeira produgio apenas uma vez, jd que o simbolo de starr 5 niio aparece em outro
lugar. Ademais, s podemas obter umn palavra terminal usando o segunda produgio. Em ootrss siuagbes podeimos, co-
ma ahernativa, adicknar ketras @ ¢ b usando a terceira ¢ a quarta produgio. Em outres palavras,

Lit) = {{ab)" = ababab - --ab:n € N}

Seja Lo conjunio de todas a2 palaveas em o e b com am ndmero par de as, Ache o gramédtica & que itd gerar L.
Afirmanios que & gramidica O com as seguintes produghes gerard L

& — ad, 5 = b, B = b, B = ad, A = al, A = bd, A — B—b

Oibserve que a soma dos a2 e Ar, em qualguer palavro &, o0 niie s2 altem o auments em 2 quando gualguer produgdo &
aplicada a i Logo, qualquer palavra w nod termanais @ € b que seja derivada de 5 comeni um nidmero par de as. Em ou-
i pakavias, LG O L. Par outro laco, fica clare quois prdecies deveriam ser wsadas pars escrever quealquer palavin o
em L isto €, psamas § = ad ou 5 = b, dependendo de b comegar com a ou b, ¢ wsamos A — af ou B — A se gualguer
letra subseqienie for wm . ¢ usamos 4 — bA ou B — b se quakqoer letra subseqiente for um b Come dltima letra de o,
usamos A — aou § = b Logo, L0 = L.

Determine o tipo de gramitica (7 que consiste nas produgies:

(@) S—ad, A —adB, §-—5 Ad—a.

by 8§ —gdf AB—bE B—5b A —aBb.

(¢] §—adB AR —a A—§h B— AR

() §—al, B—bd B~ B—n A—ali, d—a

{ad  Coda produgio € da forma A — o, iste &, wma vanidvel & esqoends; oo, O € wma gramdtea Hvee de conlexto ou do
Tipo .

(B} O comprimento do lado esguerds de cada produgiio nda excede o comprimento do lado diredto: logo, G £ wma gra-
minca do Tipo 1.

(el A produgiio AR —» a significa gue G ¢ uma gramiitica do Tipo 0.
() O é uma gramsética regular do Tipoe 3, pois coda produgido ¢ da forma A — @ on A — af.

Seja L o linguagem em A que consiste om tidas a5 palavras w com exataments um b, isto £,
L={bdab bi', a'ba'ir =0, 50}
(ad  Ache uma expressio regular #tal gue L = Li#).
&y Ache uma gramiticn regular & que gera a lingoagem L.
(@) Sejar= g ha® Emdo, Lir) = L
(b A gramitica regular O com as produgdes sepuintes gern L:
5 — {h ad), A — (b ed, bH) B — [a,af)

Isto £, a betra b 56 pode sparecer uma vez em cada palavea derivada de 5. G & regular, jd que tem o forma desejada
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13.32

13.33

13,34

1335

1336

Seja L a linguagem em A = [a, b, ¢} que consisie em todas as palavras da forma w = &' b'c’ onde r, 5, 1 > 0, isto &,
ay seguidos por be seguidos por e
{1 Ache uma expressio regular - al gue L = Lir).
(b} Ache uma gramitica regular G que gera a linguagem L
(@} Seiar=aa"bb¥ec®. Entho. L = Lirl.
{k} A pramdtica regular O oom as seguintes produges pera L
§ —ad, A — (ad, B8], B — (kR o o0, C— [e,eC)

Considere a gramdtica regular O com as produgies
§— ad, A—al, B— hB, B—a

(@)  Ache a drvore de derivagdo da palavra w = aaba,
(b1 Descreva toidas as palavras w o linguagem L gerada por o7,
{ap  MNoge primeino que w pode ser derivada de 8 como a seguin:
5= ad = alal) = ae(bB) = aaba

A Figuara 13-16 mosira & drvore de derivagio comespondente.

(B)  Usando as produges 1, depois 2 e depois 3, r vezes, e 4, derivamos a palovea w = aeh’a onde 2 0, Nenhama ou-
tra palavra pode ser derivada de 5.

/\4 ’_‘___‘-"""-"1\._\__
> N /‘>\ I\,

Fig. 13-16 Fig. 13-17

A Figura 13-17 € a drvore de derivagho de uma palavra w em uma linguagem L de uma grarmanca livee de comtes-
b 0, ) Ache w. (b)) Quais werminus, varidves & produgbes devemn estar em 7
(a) A seqiidncia de folhes da esguerdn para a direita produe g palaves w = ababishiba,

(f3 As folhas mostram gue a & b devem ser ierminais, ¢ o8 vémices intermos mosiram goe § ¢ A devem ser varidvels, sen-
do 5 a vamdvel de srars, Os filhos de cada vandvel mostram que § = AbS, A = a%, 5 = ba e A = b devem ser pro-
dugies,

Existe uma drvore de denivagdo para qualgquer palavra w derivada do simbolo de srant § em oma gramdtica G7

Wio, Arvores de derivaglio @ existem para gramdticas dos Tipos 2 ¢ 3, isto £, para gramdticas livees de contexto
gramiiticas regulares,

Besscreva coda gramitica O do Problema 13,30 na forma de Backus-Maur.

A forma de Backus-Maur 56 se aplica a gramiticas livres de contexta (0 que inchui gramiticas regulares), Portanta,

apenus (@) e (d) podem ser escritas no forma de Backus-Noar, A forma & obtida conee a seguir,

(1) Trogque =« por ;- =

fii} Delimite ndo-terminais com { ),

(til) Todas as produgles com o mesme bado esquendo sio combinadas em uma dnica declarsgio com wodod o lados darei-
tos lisiados & direita de @ = separados por barras veriicals.

Conseqiemlemente,

(@) (8} ::=ald), (A) ::= a{A)(B)|a, (B} 1= b,

() (5} e @l (B) = BA)|bla, (4) = alBe
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Médgquinas de Turing

1337

1338

1339

1240

Seja M uma miquina de Turng. Determine a confligorsgio o corespondents a cada situagdio,
(@) M esid po estado 5, e lendo a werceira betra da expressio de fita w = aaboa,

(b1 M estd no estado 5, e lendo a Gliima letra da expressio de fila w = abea,

{c} A entrada é a expressdo de fita w = 1*B1°,

A configuracdo & obtida colocando o simbelo de estado antes da letra da fita que estd sendo lda. Inicialmenste, M es-
i no estade 5, lendo a primedra beira de uma enrada, Logo:

(0] o =gmarhes (B) o= abcpa, o) o= 51111811,

Suponha que o = gas;ba & uma configuragio. Ache [31al que o — P se a maquina de Turing M 1em a guintupla ¢
ofide:

@) g=sbanL; (b g=s5bhaR; (c)g=snbanN, () g =sabs L.

{a} Meste caso. M apaga b ¢ escreve g, muda seu estado para 5, € ¢ move para a esquenda. Logo, § = as @aa.
(i) Meste caso, M ndo msda & lewra lida b, muoda seu estado para £, ¢ 52 move para a direita, Logo, J = aabsya.
(cd Meste coso, M apagn b e escreve a, mant€m sew estado 5, ¢ nfio == move, Logo, 3 = sasan,

()} Meste cnso,  nio tem efeito sobre o, pois ¢ nio comega com 5,8

Sein A = |a, b)) esejo Lo {a'h ;r=0, 52 0], isto &, L consiste em todas as palavras W comegando com uma ou
miais letras as ¢ seguidas por wm on mais b, Ache wma mdquina de Turing M guee reconbecs L.

A estratégia € a de que queremos que M | 1) mova-se para a direita sobre a, (2) mova-se para o direiia sobee b (3) pa-
re no estado aceite 5, quando encontrar o simbolo branco B, As sepuimtes quintuglas fapem koo

g = fpans R, gy = fpaasy i, gy = 5 hbs R, gy = wabhs R, s = sp i85 R

Especificamente, o, € g, fazem (1), g, € g, fasem (2) e g, faz (3).

Eritretanio, tambdém queremos gque A ndoe aceite uma palavea de entrada W ogue niio pertence a £, Logo, ambém pre-
cisamins das quiniuplas

gy = s lFley R, §y = suirhy R, gy = 5 Blsy R, Gy = Fenasy B

Mote que g, £ usada 5= pemtracda W = & = B, a palavra vazin; g, € ussda se a entrada W& uma expressio comegando por
by gy f wsnda se a entrada W condm apenas ax e g, € usada e a entrada W contém uma letra a seguindo ama letra b,

Ache uma méguina de Turing M que reconhece a linguagem £ = (ab)* = {{ab)":n 2 0].

Drada unia entrada W, o estratégin € fazer com que M apague o primeiro a, o Gltimo b, o primeiro a, o Glimoe b, e as-
sim por diante. Se todas as letras sio apagndas, entho W aceita W, ji qoue W pemencs a L. Caso contrério, quensmos. que M
nio aceite (rejeite} W, Conseqientemenie, M preciza das seguintes 17 quiniuplas:

(1) o estado inicial 5, M apags ¢ primeiro a e vai para ¢ estado 5, oo A aceita W se W = 3 oo rejeita W se Weome-
gar com e

q = spatin R, gz = 5085y R, iy = Spdibay R

(20 Moesado 5, W se move pard  dingita por lodos 0% as alé encontrar um b ¢ entrar no estado 5., on M rejeita W se ndo
exishir i

iy = 5| iMIE R, iy = ILbb.'i]-R., ifs = !!HE?H.E

{3} Hﬂl:il:adn:r,.ﬂ-l'ﬂ! mm-'tparaadlfeiu pﬂrmdm-nn&:mfmuunn-nrmuﬂ'zmmmghﬂu;,: 52 IMHAWET PArn o es-
querda, ou M rejeita Wse W encontrar 2

gr = s;bbe, R, g = 5 BB85:L. gy = foesy R

(4} M noestadoe 5, spaga o ditimo b e depols entra no estado 5, & @ move para 8 esquerda:
i = :_;J:l.ﬂhi
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(3 M noedado 5, pira no eslado 5 (sucessa) se W encontra B oo M se move para 3 esqueerda passando o b da extrema
dirzitn no estadks 5.0

) = .'i]_ﬂﬂl |.'.L. iz = J=_1|EIIl¥.'|'3_.II_

(61 M noedado 5, se move para a esquerda atravds dos b abd goe W encontro um @ ou rejeita Wose existir um B

i3 = Sabbel,  gu = ssoanl, g5 = 5 BB L

(71 Mo esado 5, M se move para & esquerds airavés dos o ¢ volta ao estado inicial 5, quando encomra 8:

s = sprasgl, g = 58858

Fungdes Computdveis

1341

1342

1343

1344

Ache (ol e (1hm = 5; (ipm = (4,0, 30 (niym = (3, =2, 5),
Lembre que () = 1" = 11" e {{nyme,..,0, ]} = () Blny )8 Bin,). Portama,
fay {m)=1"= 111111
ity ()= 1'81'B1* = 11118181111,
(eh {nn ko & definddo para inteiros nio negativos,

Ache [E] pora as expressies:
(@) E=alls;Bh111,
tb] E = 17111:1.!1!!"

(¢} E={m) onde m=(4,12).

(@) E={m) onde m=(ry,m,...,R).
Lembre que [E] conta o ndmero de | em £ Lng-n-:

)] |.E| =5

b [E]=0
(e} |E] =10 jigque E = 1"81°81

() [E] = 4wy 4 oo e 4 uma vez que o pdmere de 1 com que coda ny conaribui para E¢ g, + |,

Seja Fa fungio fr) = k- 1 s¢ n = 0e f0) = (. Mostre gue ¢ computivel.

Precisamos detarminar uma méquing de Turing M que computa §. Especificamente, qoeremos que M apague dods s
rea emirada de {a) quando & =0, mas apenss am 1 quando & = 0. [ss0 & exscutade pelas quinmuplas:

§ =RlBgR. g =B8N, g3 = 5 L Big ¥

Adai, i, apaga o primesing | e move M para a direita, Se existic apenns um | entdo M 1 um simbobe branee 8 ¢ o, diz a0
computador para parar, Caso comrinio, g, apaga o segundo 1 ¢ pdra M

Seja fx, vi = v, Mostre que é computivel.

Precisamos achar uma madguing de Taring M que compute f Especificamente. queremos gue M apague todos o8 15
de {x) e um dos 15 de (v} [sto # feito pelas quintaplas:

f = &g I..ESDR., gy = E‘[..Bﬂ.ﬂ . iy = & IR'IHJ‘fI

Aqui, o, spaga todos os s de (5 e um dos §s de () engquante move M para a direita. Quandoe A 12 8, g, muda o estado de
M de s, para s, ¢ move M para a direita. Encho, g, apaga o primssieo | em (0 ¢ péra M.



Capmuud 13 » LINGUAGERS, (SRAMATICAS E MADUMAS 415

Problemas Complementares

Palgvras

1345
1346
1347
13148

Comsbdens as palavras w = abta o= mﬁﬂ!.’:l!. Achke:  dab e (b oews (2 u", () A (&) he
Para as palivras o = ab’a’ & v = aba® i, ncher  Jal, o], bad, [ow] € 7).
Sejaw = abede.  (e) Ache odas a4 subpalaveas de w. (b)) Quaks delss 4o segmenos iniciais?

Supomha que g = gy o og,, 00m g distimes. Ache o ndmero & de subpalavras de .

Linguagens

1349

1353

Sejam L = {.::!.srb} e = iu.ab.b’}.h:h:: {ab LK (bY KL o) Lw KD dd) Kv i
Seja L = [, ab). Ache: (@) L™ (b)) L% (&) LF

Sejud = [a, b, c]. Descreva L' se: (g} L= {a'}; (M) L={a,F} () L={ab 7).
Serdque [L%)" = (L')*? Se nio, como eles se relaclonam?

Considere um alfobeto enumerdvel 4 = {a;, a5, ..} Seja L a Baguagem sobre A consiaindo nas palaveas w Ll gue &
wma dos indices das letras em w ¢ igual a &, (Veja o Problema 13.12). Ache:  {a) L1 (B) Ls,

Expressdes Reguiares, Linguagens Regulares

1354

13.55

1356

11.57

Sejad = {a, b, ). Descreva a linguagem Lir) para cada expressio regular:

{a)r=ab " ih) F= (@b v o) e r = @hov e”

S:_-ju A = |a, b}. Ache wma expressio regular rilal gl L[r:li‘:dmsiﬂt ean 1odas as Fﬂ]a.'n‘l‘ﬂ.'i. w Ll ques
(@) wooniém exalaments més lemas a,

(h) O mdmsere de letras g & divisivel par 3.

(ch  weomsepa ¢ verming em b e bal nunca ¢ subpalavea de wi isto €, a cadn ocoméncin de @ em w, sen expoente € maior
0w igual & 2

Sejnd = [a, b e] e seln w = a0, Decidn se w pertence oo pilo 3 Lir) onde:
fa) r=a"e", (Blr=a"b"c; (c)r=(abve)

Sejad = [a, b o} esejaw = ac. Decida se w pertence ou niio & L(r) onde:
L) rF = ﬂb'[.bf.':ll: Mr=awv I:;!l W l:]'1 le] ﬁ'fll:br".-' f‘z]'

Autdmaros Finifos

13.58

13.5%

L3600

Sejnd = [a, ). Construa um sutdmate M fal que LI} consastind nas palavras w tais que o ndmeno de letras B seja divie
sivel por 1. (Sugestioc <l necessdrios trés estados, }

Seja A = |a. b}, Constron wm gutdmaoto M tal qus LOM) consistird nas palavrns w que CoOmegam com o € ferminam
canmn B

Sejnd = [a, b} Constirun um aadmate M que aceite a linguagem L{W) = [a'b"r = 0, 5 = 0],
BejnA = [a, b). Construn um aatdmato M que sceife & linguagem LiM ) = {§ab"r =0, 5 > 0},

Sejad = |a, b} Constrsa um autdmato M tal gue LM consiating em iodas as palavras nas guaks o mlmero de ar seja di-
visivel por 2, ¢ o milnsero de lewras b seja divisivel por 3. (Sugestio: use os Problemas 1309, 13582 13.24)
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Gramdiicas

13,67

12.68

13.6%

13,70
1271
1372
1373
1274
13.75

13.76

Determine o tipo de pramitica G que consiste aas produges:
(@) = gAl, 5= AR, A = g; B b,

) SF—=wh B — A ad -k A — o B— b

() & — af, §— bl B — B, A = 3 § = &

Ache a gramdiica regular & que gera & lingeagem L que consiste em wodas &5 palavras em a e b tis qoe dois @5 nio apa-
regam em posigies contiguns,

Ache uma gramsitica livre de contexto £ que consiste em todas as palaveas em a ¢ b contendo tanos as quanto o dobreo do
nimero de b,

Ache uma gramitica O que gera o lingungem L que consiste em todas a5 palavras da forma a™be™ com n 2 0,
Muostre gue a linguagem G do Problema 13-T0 ndo o segular,

Desereva a linguagem L = LiG) onde G lem as produgdes § =+ ad, A = bibd, A = ¢,

Descreva a linguagem L = L) onde G lem as produgies § —+ afb, 5 = b4, abd = ¢,
Escreva cada grameéteca & do Problema 13-67 na forma de Backus-MNaus,

Saja 7 o gramitica livre de contexto com produgdes § < (@, ad8ie A < b5 (@) Escreva & na forma de Backus-Maur. (&)
Ache a drvore de desivagdo da palaveas w = abgabao,

A Figura 1322 € airvore de derivagdo de uma palavrs wem uma linguagem L de ama gramdtica livre de comtexto G, (a)
Ache w. () Quais erminais, varidveis @ produges devem periencer o G7

5
. I\ﬂ
N N,
h"# ‘\l

Fig. 13-22

Méquinas de Turing

177

1378

13.7%

1380

13.51

Seja M uma mdquina de Turing. Determine & configuragio o comespondendo 3 cada uma das situagies:

(a) M estd no esiado 5, ¢ lendo a wercerra betra da expressio de fita w = shban,

(b1 M estd o estado r, @ lendo a dltima letra do expressio de fila w = gabb,

(ch A enrada & g palaven | = o

id) A enrada € nexpressio de fita W= {{3.2)).

Suponha que o = absrd € uma configuracio, Ache [l que i = [ se @ mabquina de Turing M tem a quiniupla ¢ onde:
o) g = sprbry R, () g = saand. (g} g = sabn N,

(d b g = nabnd. (el g=mnabs . () g = smand

Repita o Problema 12,78 parn a configuragio o = syafiah.

Ache configuragdes distintas o e [ e uma mdquina de Turing M tal que o segiiéncia

ag—F—ag—73—-

ndo termine.

Suponha que o — 9 e o — (&, E necessdrio que 4, = 57
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1557 da) Sim: ¢ ndo.  {e) nio.

1338 “einn Figuma 13-23,

13%5% “ein o Figura 13-24,

1360 “ejaa Figora 13-235,

1361 Wegaa Figura 13-26,
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13.62

1363

13.64

1365

1366
1367
13,68

13,60

1370
1372
13.73

1274

Weja a Figara 13-27.

Fig. 13-27

LiM) consiste e todas &5 palaveas w que conbém ashb como subpalavra,

(@) A=1{uwhb), §={8.%, 6.5} £={xr2}e 5 &oestadoinicial,
() Veja o Figum 13-28,

(ch v = J;:J-':I:-T_I-':-

(@) Veinn Figurs 1329, () v = .'r}"".r:".w.'r.

i | 248 End T3

Ty | 5} EnE NI
T | Spf ST SpX

Fig. 13-28 Fig. 13-29

(a) e = x_1':.1.'_1".'::x!:!_l.‘:: b= :_|.'.r_1‘!:.'r::.'|:_|'!.1:_|.'.
[2] T1pn 2 Tl_pl.'rl.'l: {el T1pn 3.
5 — {a b aB, bA). A — (bA,ab,a.b), B — (b bA).

= AAS, AFA, BAA) A — (o, BAAA, AFAA, AABA, AAAR).
&= b, B8AA, BARA, aBAAR, ABAK, AABRH).

5 — (aSa h).

L= {ah™cn = 0}

L= [a"ct":n = 0},

fad 15} cr= aldM (AN B (A = a0 (B 1= B
(b W&o & definida para linguagens do Tipo 0.

€} (S) cr=alB), (B) == b(BBLA), (A} 2= alb.
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1378

1376
1377

13.78

13.79

1380

1351
1382

13,83

1384

1385
13.86
1387

1358

\

(o) oo =gl TN LENLL

(ah (8) o= arlol A}, (A} =05 (h) Vejoa Figara 13-30,
&/;it /ﬂ
[
Fig. 13-30
(@) w= aahahe: (h) 5 — ad8, A — af, B — ha
(a) & = @haphaa, (B a0 = achs; by (o) a = spaaably;
(@) 3= abbga, (B 3 = anbar (0] 3 = aheba (d) 8=

[} 0= o= phrae.

(g} @ = bs, Bab (B} §=s,BaBab; (¢} 3 = 5,bBab
() A= a = saBab
.ﬂ = .1'|IIZ|, gy = IDH!U“V: gy = .'|'|.E|:|I.'F|:|.I~|'I.

O = Spi,
Sim,
Mo, pois @ — [§ — o — B — ___ nunca termina

gy = sy R INADY g0 = sbbsy B (NADY

gy = spoas B gy = 5 BBy R (NADE

gy = syoasy R (NAD), g = 5 bbs B gy = 5ybbe &,
gy = sanaiy K (NAQY oo = 5, BBy R (5IM),

i = soBBry R (NAQY g = sghbay R (NAOK
iy = sprarn B gy = 5 B85y R (aceila)

iy = sy bhiy B (NAQY gy = 5oes B )

g7 = sl R (5IM) gy = spaasy & (NAOY
fa = Sybbay N (NAO),

() (6) = 17 (b {m) = 1B 1%
) [E] =2 () [E] =
Estrutégin: apague o6 primseinos rés s

|:il1=.i‘|-||.ﬂa'|.|q‘. q;-.‘:..ﬂ'.ﬂs.-;.ﬁrl'pﬁm},
iy = rpllEg N |pdra), o = &3 L B .

ic) {m) = 18181

(@) [E] = T;

i1 = 5 L85y R,

Estratégia: apague o primeine 1 e, apis, odos os 15 depois de 8:

7 = sl By R,
g = &1 l.ﬂ.’l]-ﬂ'.,

if2 =.'i||I.'i‘|R,
oy = &3 I.ﬂ};ﬂ-

ify = .'i|.E.EIE R,
G = 8 BBig N (pira).

(o} 3 = 5. BhBah;

agybivr,  de) o nio ¢ alteraida por g;

{2} o miio & alternda por g

id ) ndio definido.



Capitulo 14

Conjuntos Ordenados
e Reticulados

14.1

142

INTRODUGAO

Ordem e relagbes de precedéncia aparecem em muitas ocasides em matemanica e ciéncia da computagiio, Este capi-
tulo loma precisas essas nogoes. Definimos também um reticulado, que & um tipo particular de conjunto ordenado.

CONJUNTOS ORDENADOS
Suponha que B & uma relagho em um conjunto £ satisfazendo as trés propriedsdes seguinies:

[(y] (Reflexiva) para cada o £ 5, temos afa.

[0, (Ant-simdirica) 22 alb e bBRg, entdo g = b,

[ (Transitival se afif ¢ bRc, entido allc.
Entiic, & & ditn uma erdem parcial oo, simplesmente, uma relapde de ordem, e diz-se que K define uma ordenagde
prretal die §, O conjunto § com a ordem parcial & dito om covfanre rerciaimente ordenado ou, simplesmente, um
conjunto ordenado. Escrevemos (5, K quando queremos especilicar a relagio K,

A relagio de ordem mais comum, conhecida como ordem wsual, € a relagho < (l-se "menor ou igual™) nos in-
fziros positivos N ou, mais geralmente, em gualgquer subconjunto dos ndmeros reais B. Por esta razio, uma relagio
de erdem parcial € comumente denotada por =, ¢

a=h
& lndo como Va préceds &7, Neste caso, escrevemos tambem:
a = bosignifica a = b ea £ by lé-se g precede b estritamente ™,
& 2= a significa @ =5 &; K-sc b sucede a”,
B g significa a = b; 1&-52 “b sucede o estritamente”™,
T, e Fdm significado claro,

Quando ndo hd possibilidade de ambigitidades, os simbolos =, <, = ¢ 2 sio freqientemente usados no lugar de
=L =, g 2= Tespectivamente,
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Examplo 14.1

(@) Seja 5 uma colegio qualquer de conjumos. A relagio C de inclusio de conjumos & uma ordensgio parcial de 5,
Especificamente, A © A parn qualquer conjunio A;5e A S Be B C A, entbod = Bise A C Be B O, emilo
AL

() Consaders o conjumo N de imesros positivos, Dizemos que “a divide & (escreve-se alb) se existe um inteiro ¢
tal que e = b, Por cxemplo, XH, 3|12, Y21 ¢ assim por diante, Essa relagio de divisibilidade & uma ordem par-
cial emn M.

(e) Aorelaglio " de divisibilidade ndo ¢ uma ordem parcial no conjunio Z dos ingeiros, Especificamenie, o relagio
nder & amti-simétricn, Por exemplo, 21-2 e 22, mas 2 = -2,

L) Considere o conjumo Z dos inteiros. Defing afh se existe um imeiro positivo rial que b = o, Por exemplo.
2RE wma vez que & = 5, Emio, R ¢ ama ondenagso parckal de &

Ordem Dual

Seju = wma ordenagio parcial de um conjunio 5. A relagiio 2. 15to €, a sucede b, também é uma ordenacio par-
cial de 5 ela é chamada de ordesr dual, Observe que o = b e somente se b 2= a; logo, a ordem dual = & ain-
versa da relagio =, isiné, == ="

Subconjuntos Ordenados

Seja A um subconjunto de um conjunto ordenado 5 ¢ suponha que 2, 5 € A. Definaa = bem A sempre quea = 6
em ¥, Define-se pszim uma ordensg®o parcial de A chamada ordem indizides em A, O subconjunto o com o ordem
induzida & dito um subconjunto ordenade de 5. Todo subconjunto de um conjunto ordenado de ¥ serd tratado como
subconjunto ordenado de 5, a menos que afirmagio em comririo seja feita ou esteja implicita.

Quasi-Ordem
Suponha que = € uma relagio em um conjunto 8 satsfazendo as duas propriedades seguinies;

[ (Mic-reflexiva) paratodoa S A o+
D.] (Transitiva) s& o= be b=, entiio g = ¢

Entio, = & chamada de uma queasi-ordem em 3,

Existe uma intima relagio éntre quasi-ordens ¢ ordens parcias, Especilicamente, s¢ = & uma ordem parcial
cm um conjunto § ¢ definimos que o = b significa @ =% & mas a #b, entio < ¢ uma quasi-ordem em 5. Conversa-
menle, se = & urna quasi-ordem em um conjunte § e definimos que g = b significa o = b oua = b, entio = &
uma ordem parcial em 5. Isbo nos permite trensitar enire uma ordem parcial ¢ sua gquasi-ordem commespondente de
acordo com o que for mais conveniente.

Comparabilidade e Conjuntos Linearmente Ordenados
Suponha que @ ¢ b slo clementes em um conjunto parcialmente ordenadoe 5. Dizemos que a ¢ b slo compardvels se

a=h o b=a

isto €, se um deles precede o outro. Logo, & ¢ & so rdo-compardvels, denotado por
al|#

se nenhuma das duas opgdes entre o = b e b = o ocorre.

A palavra parcial € usada na definigho de um conjunio parcialmente ordenado § porque alguns dos elementos
de § ndo sio necessanamente comparivels, Suponha, por outro Txdo, que wode par de elementos de § seja compa-
rivel. Meste caso, 5 € dito um conjunto toralmente ordenads ou linearmente ordenado, sendo chamado cadeia .
Ainda que um conjunio ordenado ¥ ndo seja linearmente ordenada, € possivel gue um subconjunio A de 5 o seja.
Claramente, todo subconjunto de um conjunto linearmente ordenado ¢ linearmente ordenado,

MN.ode T, MNoorigeml, chare
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14.3

Exempio 14.2
ey Conmders o conjunbe M dos imteins positives ordenados pela divialbalidsde. Entdo, 21 & T 530 compardveds, &
gue 7|21, Por outrs lade, 3 & 5 nio sko compariveis, pois nem 3|5 nem 33, Logo, N néo £ linearmense ordena-

do pela divisibilidade. Observe que 4 = [2, 6, 12, 36} € um subconjunio linesrmente ordenade de M, pois 206,
612 1236,

(b O conjunto M dos inteims posiivos com a ordem usual £ (menor ow igual) & ineammente ordenada, porant,
oo subconjunto ordenado de N tambLm ¢ linearments ordenadao,

() O conjunto das partes de A, PA), onde A am conjunto com dols ou mais elememos, ndo & lincarmente ordena-
d-l;rp:ln inclusio de conjuntos, Par :;l|.|='r|1F|'||:|1 :cru.plml'm que a g b pertenceam a A, Entio iz} e Ib] mnﬁﬂw
rivels. Observe que o conjumo vazio, & [a} ¢ A formam wm subeonjunio linearmente crdenado de A ), pois
@& C |a) C A De modo samilar, @, (B] e A formam am subeonjuneo linearmente ordenado de PA )L

Conjuntos de Produto e Ordem

Existerm wvirias maneiras de definir urma relagio de ordem no produo cartesiano de conjunios ordenados dados,
Dhaas destas maneiras estdo descritas a seguir,

() Ordem do produto;  suponha que 5 e T sdo conjuntos lingarmenie ordenados. Emido, pode-se definir uma re-
lagao de ordem no produto § = T, conhecida como ordem do prodics, como;

(a.b)=(a".b") se a<a e bdh

(b Ordem lexicogrdfica: suponha que 5 e T siio conjuntos linearmente ordenados. Entdo, pode-se definir uma
relaciio de ordem no produto 3 % T, conhecida como ondem lexicoprdfics, comi

(a, b} = (a’, b & a < b ou 52 g=a e bah'

MNote que a ordem lexicogrifica também & linear,

Fecho de Kleene @ Ordem

Seja A um alfabeto (ndo vazio) linearmente ordenado. Lembre que A°. conhecido como o fecho de Kleene de A,

consiste em todas as palavras wem A, e [w| denota o comprimento de w. As relages seguintes sfo duas relagbes de
ordem em A.

{a) firdem alfabética (lexicogrdfica): o leitor ¢ indubitavelmente familiarizado com a ordem alfabéticn de A°.
Isio &:

{i) A< w, onde A éapalavra varia e w é qualquer palavra ndo vazia.
{ii) Suponhaque ¥ = au'e v = bv'sdo palavras ndo vazias distintas ondea. P E Aeu' '€ A°,
Entiio,

B s g < b ol se a=hmasu <o’

{b) €rdem comp-lex: agui, A" ¢ ordenado primeiramente pelo comprimento ¢ depois alfabeticamente. Para
quaisquer palavras distintas u, vem A",

w=v  selu<p]  ouselu = b mas u precede v alfabeticamente.
Por exemplo, “w™ precede “nds” pois ju] = 2, mas [nds| = 3. Entretanto “nd” precede “to™ pois, embora te-

nham o mesmo comprimento, “nd” precede “tu” na ordem alfabética. Essa ordem também € conhecida como
ordem di semigrupo ivee.

DIAGRAMAS DE HASSE DE CONJUNTOS PARCIALMENTE ORDENADOS

Seja § um conjunto parcialmente ordenado e suponha que a ¢ b pertencem a 5. Dizemos que @ € um predecessor
imediate de b oow que b € um sicessor imediaio de 2, escrevendo:

= b

se g < bomas nenhum elemento em 5 estd entre g e b, 1310 €, ndo existe elemento cem Sl quea<c< b
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Suponha que § € um conjunto finite parcialmente ordenado. Entdo, a ordem em § € completamente determinada
uma ver que s¢ conhega todos os pares a, bem 8 tais que a <= b, 150 &, uma ver que o relagio << seja conhecsda. I5-
10 & conseqiiéncin do fato de que x < ¥ s¢ ¢ somente s¢ T << ¥ ou existem elementos @, &2, - . ., J ©m 5 tais que

R N N S W

0O diggrama de Hasie de um conjunio finito parcialmente ordenado § € o grafo orientado cujos vértices s5o os
elementos de §, ¢ existe uma aresta orientada de g para b sempre que g << b em 5. (Em vez de desenhar uma seta
de o para b, colocamos, &s vezes, b acima de &, ¢ desenhamos uma linha entre eles. Fica entio entendido que moe-
vimento ascendenie indica sucessio. ) No diagrama assim consiruido, existe um caminho orientado do véntice x pa-
ra o wérlice y se ¢ somente se x < v Além disso, ndo podem ocorrer ciclos (orientados) no diagrama de § jd que a
relagho de ordem € anti-siméirica,

O diagrama de Hasse de um conjunto finito parcialmente ordenado € uma representagio de 5; portanto, € mui-
to titil na descrigiio dos tipos de elementos de §. As vezes, definimos um conjunto finite parcialmente ordenado com
a simples apresentagiio do seu diagrama de Hasse. Observamos que o diagrama de Hasse de um conjunto finito par-
cialmenie ordenado niio precisa Ser conexo.

Observacio: O diagrama de Hasse de um conjunto finiwe parcialmente ordenado § € wm grafo aciclico orien-
tado, estudado na Seg@o 9.9, A investugacdo feita agun independe de estudo prévio, Agqul, pensamos prioritariamen-
te em termas de “menor que” ou “maior que” em detrimento de relagies de adjacéncias orientadas. Conseglicnie-
menie, ooorrerdo alpumas redundfincias de conteddo.

Exempla 14.3

{a) -Bejad = {1,2,5 4,689 12, 18 24} ordenado pela relagio “x divide v, O diagrama de A & mosirado na -
gura I4-1{ah. (Ao comirdrio do ease de drvores com rafzes, a diregdo da linha em um diagrama de am conjumo
parcialmente ordenade £ sempre ascendenie.)

(b} SBeja B = {a b e d e} Odiagrama da Figera 14-1(5) define uma ordem parcial em B de modo natural, Tsto &,
da b, d S a, 0%, e assim por diante,

(e} O dizggrama de am conjunte fimite parcialmente ordenado, Le., uma eadeia finna, consaste em apenas um ci-
minha. For exemplo, n Figura [4-1ic) mostra o disgrama de uma cadeia com cinco elementos

A I
L1 'r
\,/N\ A\ i

\,” N/ \ ’f

Fig. 14-1

Exemplo 14.4  Uma partigde de um imeiro positivo m € am conjunto de inbeiros positivos caja soma & m, Por
cxcmplo, exisicm sete parnipdes de m o= 5 comd indicamos a segair.

5, 3-1 -2-1, 1-0=-1-1-101, 4=1, 3-1-1, 2-1-1-1
Ordenamos as parighes de um inteiro s do modo descrite a seguir. A panigho P, precede a partigio P, se os inteiros

em P puderem ser screscintados para obler os elementos de Py, ou, equivalendemente, s s inteitos em P, puderem
ser pesberiormente subdividides parn obter os inteiros em P, Par exemplo,

2=2=1 precede i-12

pois 2+ | = 3 Porowro lado, 3= | - 1 ¢ 2 -3 - | sho nio-compariveis,
A Figura 14-2 mosira o diagrama de Hasse das pantigies de m = 5.
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..--""'-.‘I T
1-1 3-2

| == |

3-1-1 221
-""‘--__ s
2-1-1-1

1-8-1-1-1

Fig. 14-1

Elementos Minimal @ Maximal, Primeiro e Ultimo

Seja § um conjunte parcialmente ordenado. Um elemento a € § € dito um elemento minimal s¢ nenhum outroe ele-
mento de § precede estritamente (¢ menor que ) . Analogamente, um elemento & € 5 ¢ dito wm elemento maximal
se nenhum elemento de 5 sucede estritamente (¢ mator que b, Falando sob o ponto de vista grifico, o € minimal se
nenhuma aresta incide {inferiormente) em a, ¢ b & um elemento maximil se nenhuma aresta derxo b (em doreg o as-
cendente ). Motamos que § pode wer mais de um elemento minimal ¢ mais de um elemento maximal.

5S¢ & £ infinito, & possivel que 5 ndo tenha elemenio maximal ou elemento minimal, Por exemplo, o conjunto £
dos inteiros com a ordem usual £ nio tem nem elements minimal nem elemento maximal. Por outro ludo, se 5 & fi-
nito, entdo § deve ter pelo menos um elemento maximal e pelo menos um elemento minimal.

Um eglemento a em 5 € dito um primeire elemenio s

a =

para todo elemento x em 5, isto €, s¢ a precede qualguer outro elemento em 5. Analogamente, um elemento b em §
€ dito um wltimo elemento 2

y=h

para indo elemento ¥ em 5. isto €, se b sucede qualquer outro elemento em §. Notamos que § tem no méximo um
primeiro elemento, que deve ser um elemento minimal, ¢ 5 pode ter, no maximo, um ditime elemento. que deve ser
maximal, Genericamente, 5 pode ndo er nem primeire nem dlimoe elemente, mesmo s¢ § for finio,

Examplo 14.5
(@) Considers os rés conjumos parcialmente ordenados no Exenple 14-3 ¢ujo dingrama de Hasse aparece nn Figo-
ra ld-].
(1) A em dois elementos maximais, 18 e 24, e nenhum ¢ um dltimo elemento. 4 tem apenas um ele-
menio manimal, |, que também € wm prirmeiro ¢hemento
(iiy B tem dois elementos minimais, d e €, ¢ nenhum ¢ um pomero elemento, & 50 tem wm elemen-
o maximal, o, que mmbém € um dllimo elemento,
fiy A cadeia tem um elemems mimimal, T, qué & um primeiro elemento, ¢ um clemento maximal v,
que & um Gltimo elemento.
(b1 Sej@ A um comjunto qualguer nio v e saja MA) o conjunto das pantes de A cont a relscie de inclusio de
conjunies, O conjunto vazio, £, € um primeing elemento de PLA ), pois, para quakjuer conjunta X, temos & C
X, Além desso, A € um ditimo clemento de PEA ) que wodo elemenee ¥ de MA) & por definig@o, am subeon-
junieede A, isioé, ¥ AL

ENUMERACAO CONSISTENTE

Suponha que 5 ¢ um conjumio fnito parcialmente ordemsado. Freglientemente, queremos associar inteinos positivos
aos elemenios de 5 de tal maneira que a ordem seja preservada, 1510 &, procuramas uma fungko 5 — N tal que, se
a = b, emdo fla) < Ab). Uma fungdo como esta é conhecida como enumeragdo consistente de 8. O fato de isto sem-
pre posder ser feito € o conteddo do proxine reorema.

Teorema T4-1: existe uma enumerigio consistente par todo conjunio finite parcialmeme ordenado,
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14.5

Muostramos esse toorema no Problema 14,13, De fato, provamos que, s¢ 8 tem # clemenios, exishe uma enume-
ragio consistente £ 5 = [ 1, 2, n].

Enfatizemos que uma tal enumeragio ndio precisa ser dnics, Por exemplo, apresentamos o seguir duis emamie-
raghes deste tipo para o conjunto parcialmente ordenado da Figora 14-1():

() Fidl =1, fel=2, fib) =3, M)l =4, Ma) =5
() gle)=1, gld) =2, gle) =3, glhl=4. gla} =5

Entretanto, a cadeia da Figura 14-1(c) admite apenas uma enumeragio consisiente se o conjunto for mapeado em
{1,234, 5]. BEspecificamente, & preéciso stribuir:

hix) =1, iyl =2, hiz) =1, i) =4, hy)=35

SUPREMUM E INFIMUM

Seja A um subconjunto de um conjunts parcialmente ordenade 5. Um elemento M em 5 € dito um limite superior
e A se M sucede wodo clemento de A, Le., se para todo x em A, remos

X=M

Se um limite superior de A precede gqualquer outro limite superior de A, entdio ele € dito o supresuom de 4 ¢ € deno-
tado por

sup|A]

Tumbdm escrevemas (@), ..., d, ) no logar de supld) se 4 consiste nos elementos @, ..., .. Enfatizamos que po-
de existir, no maximo, um supiA ), entretanio, sup{A ) pode ndo existis.

Analogamente, um elemento M em um conjunto parcialmente ordenade 5 ¢ dito um fimite inferior de A se M
precede wodo elemento de A, L., se para todo v em A, tlemos

M

Se um limite inferior de A precede qualquer outro limite inferior de A, entio cle € dito o infimum de A ¢ € deno-
tado por

inf (4] o inf {ay. ..., a4,

se A consiste nos elementos &, .. -, d,. Pode existir, no maximo, um infid ), embora infiA) possa niio existir,
Alguns textos usam o termo menor lmile superior em vez de suprempm g gscrevem mils{A) no lugar de sup(A),
& usam maior (imite inferior escrevendo miitA) em vez de infiA).
Se A tem um limite supertor, dizemos que A & superiormente limitado e, se A tem um limite inferior, dizemos
que A € inferiormente limitadp, Em particular, 4 € Nmingde se tem limites inferior ¢ superior.

Exemplo T4.6

() Sepa s = la, b, ood, e, .o ordenado como nn Figura 14-3(a), ¢ seja A = [B, o df ] Os limites superiores de A
sio e & F, i que apenas ¢ ¢ f sucedem todo elememo de A, Os limites inferiores de A sdoa e f, ji gue apenas
a e b precedem todo elemento de A, Mote que ¢ ¢ Fslio ndo-compardveis; portanto, nio existe sapl4 ), Entre-
Lando, b também sucede a, Porianio, inflA) = b,

by Seja¥= (1.2 3. 8] ordenado como aa Figura 14-3(b), ¢ seja A = [4, 5, 7). Os limites superiores de A
s 1L 2w 3, ¢ oodmdco limite inferior & 8, Note que 7 nbo € am limite inferior, pﬁis T mbio pr-:.:ed: 4, Mere ci-
sr, suplA) = 3, pois 3 precede os owiros limites superiores | e 2. Note gue infid) = £, ji que & ¢ o daico li-
mide inferior,

"M de T, Mo origingl, lubiA) relerente a least mpper bowad.

Mode T MNoorignal, glbA) refereste o greauens fower o,
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Fig. 14-3

Genericamente, supia, b) ¢ infla, B) nio precisam existir para todo par de elementos g ¢ b em um conjunta §
parcialmente ordenado . Apresentamos agora dois exemplos de conjuntos parcialmente ordenades onde supia, B) e
infla, B existem para todo @, b no conjunto,

Exempio T4.7
{7p  Corsiders o conjunte N de mieiros positives ordenados por divisiblidede. O mdvime divisor comam de o e b
em M, dencdado por
mde (o, &)

¢ o myaior Mo que divide e b O meinimo mudliiple compm de a e b, denado por
mmc (a, &)

& o meenar iMeire divisivel por ambos, @ ¢ &,
Um teorema impomanie da tecria dos ndmeros afirma quee iodo divisor comem de o e b divide mdola, B,
Pode-se mostrar também que mme (., &) divide tode miliplo de o e b Logo,

mdcie, b) = inf (@, &) [ masc(a, &) = sup o, b

Em ouwlras palavras, inf{a. B) e sup{a. &) existemn para tido par de elemenios de N ordenado por divisibilidade,
{F)  Para todo intedro positive s, depstaremos por [, o conjunto de todos os divisores de st ordenados por divisibi-
lidwmde. O dingrama de Hasse de

Dy = {1.2,3,4,6,9,12, 18, 36}

Aparcce na [-'Igu.ra 14-4. Movamente, inlia, B = mdca, b) e supda, bl = mme (a, F) exisiem p:nql,qlr[u:rpum L

r”‘\
f"\f\,
\f"\
\f
Fig. 14-4

14.6 CONJUNTOS ORDENADOS ISOMORFOS (SIMILARES)

Suponha que X ¢ ¥ sdo conjunios parcialmente ordenados, Uma fungdo injetora £ X-= ¥ & dita um mapeamenro de
similaridade de X em ¥ se fpreserva a relaglo de ordem, isto €, se valem as seguintes duas condighes para todo par

a. a'em X

(1) Se a = a', entdio fa) = f(a').

(2) Sea | i,

Conseqliememente, se A e i 580 linearmenle ordenados, apenas a condigio (1) € necessédria para que f seja wm ma-
peamento de similandade,

" M.deT. Emboraos conceitas de inf e sup sd ienham sido definidos para conjuntes, aqui o autor os urilizs pars sm per de slementos, A rd-
g # fiel oo original,
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Drois conpuntos X e ¥ sibo ditos isomarfos ou similares, 0 que se denota por
A

s¢ existe uma correspondéncia bijetora £ X — ¥ que preserva a relagio de ordem, i.e., que & um mapeamento de 5i-
milaridade,

Exempéo 148 Sopomha que X = {1, 2, 6, 8, 12] ¢ ordenado pela divisibilidade, ¢ suponha que ¥ = [a b, ¢, o e}
& lsomorfo a X: por exemplo, a fungo seguinte ¢ um mapeamento de similaridade de X sobre 1

F={01,e), (2, 4], (6 &), (8 ), (12, a}}

Desenhe o diagrama de Hasse de ¥,

O mapeamento de similaridade preserva a ordem do conjanio inicial X e £ injetor e sobrejetor. Logo, o mapea-
Al podie seF VSl SO0 apenad uina renomeagio dos virtices do diagrama de Hagse do conjunio inkcial X, Qs
dizgrumas de Hisse de ambos, X e ¥, aparecem na Figura [4-5.

| i
a‘mi,ﬂ"a "“\‘_,f‘
|
I ']

Fig. 14-5

14.7 CONJUNTOS BEM-ORDENADOS

Iniciames com uma definigio.
Definigio:  Um conjunto ordenado 5 & dito bem-ordenade se todo subconjunto de S tem wm primeiro elemento.

0 exemplo clissico de um conjunto bem-ordenado & o conjunto N dos inteiros positivos com a ordem uswal <.
O seguintes Tatos o conseqiéncias imediatas da definigio.

(17 Um conjunto bem-ordenado € linearmente ordenado. De fato, se a, & € 5, entdo {a, b} tem um primeiro ele-
menio; logo, @ ¢ # sio compardveis,

(2} Todo subconjunio de um conjunio bem-ordenado & bem-ordenado.
(3} Se X ¢ bem-ordenado e ¥ ¢ isomorfo a X, entdo ¥ & bem-ordenado.

(4) Todos e conjuntos finies Inearmente ordenados com o mesmao nimero o de elementos s&o bem-ordenados, &
todos &0 isomorfos entre 5i. De fato, iodos sdo isomorfes a {1, 2, .. .n) com a ordem usual <

(5) Todo elemento a € 5. que ndo & um dltime elemento, tem um sucessor imediato. De fato, seja M{a) o conjun-
o de elementos gue sucedem a estritamente; o primeire elemento de Mg) € o sucessor imediato de a.

Exemplo 14.9

() O conjunce & dos intsiros com & ordem usual £ & hnearmente ordenada, ¢ todo elemento iEm am suoessor Line-
daate e um predecessor imediabo, mas £ nio € bem-ordensdo, Por exemplo, o prdprio E nio lem um primesino
elemento. Entretantoe, gualiuer subconjunio de & inferiormemte limitado € bem-ordenadio,

(Bp O conjunto 0 dos nimeros rackonais oom a ordem usunl € € linearmentge ordensdn, mas nenhem elemesio em 0
e @im sucessor imedialo ou um predecessor imediato, Pods se a0, 8 € (@, digamos 0 < benido (a4 81/ 2 Qe

o+ bk

I{El

i =

il Considere os conjuntos bem-ordenados disjuntos
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A={1.53....} L B=2446...}
Entfio, o sepuinte conjunto ordenado
E={A 8 =133 .L4.06.. ]}
¢ bem-ordenado, Além do primetre elemento 1, o elemento 2 pbo tem predecessor imediato.

Notagdio: Aqui ¢ no exio subsegiente, se A, B.... sio conjuntos disjuntos, {A: ...} significa o conjunio
AR, . ordenads por posiciio, da esquerds para dirgita; 1510 &, 05 elementos no mesm Conjunio manlém sua or-
dem. & gualguer elemento de um conjunto i esquerda precede qualguer elemento de um conjunto 4 sua direita. As-
sim todo elemento em A precede todo elemento em B, e assim por dianie,

Indugao Transfinita
Primeiramente reaflirmamos o principio de indugdo matemdtica. (Veja as Seges 1.10e 1.13,)

Principio da indugio matemditica:  seja A um subconjunto do conjunto N de intgiros positives com as seguinies
duas propricdades:
il 1€ A.
{iil SenEA.entiion+1 E A,
Entdo, A = M.

O principio acima € um dos axiomas de Peano para os nimenos naturais (inteiros positivos) N, Existe wma ou-
tra forma cujo uso &, is vezes, mals convenientes,

Principio da indugio matemitica (segunda forma):  seja A um subconjunto de N com as duss propriedades se-

guintes:

iy 1EA.

(i) Sekperence aAparal sk<n ention € A,
Entdo, A = N.

A segunda forma da indugiio € equivalente ao fato de N ser bem-ordenado (Teorema 1 1-6). Na verdade, existe
wrma afirmagio, em um certo sentido similar, que ¢ verdade para todo conjunto bem-ordenado.

Principio da indogiio transfinita:  seja A & um subconjunto de uim conjunto bem-ordenads § com as seguinies
duas propriedades:
i} a, EA.
(i) Sesla) T A entioa €A,
Entdo, A = §.

Meste caso, 4, & o primeiro clemento de 5 ¢ 5{a), denominado segmenie inicial de g, ¢ definido como o conjun-
o de wodos os elementos de § que precedem @ estritamente.

O Axioma da Escolha e O Teorema da Boa Ordenagéo
Seja {A;2i € I} uma coleglo de conjuntos disjuntos nio vazios. Assumimos que A4, © X, Uma funglo /- {4;}
= X & dita uma fungdo de escolha se FlA;) = a; € A;. Em outras palavras, § “escolhe™ um ponto a; € A; para ca-

din A,

O axioma da escolha estd nos fundamentos da matemidticn 2, em particular, na teona dos conjuntos, Esse axio-
ma, aparentements “ingénuo”, enunciado a seguir, tem comoe conseqiéncia alguns dos mais importantes ¢ podero-
sos resuliados da matemdtica,

Axioma da escolha;  existe vma fungio de escolha para qualgeer colegdo nio vazia de conjumos disjumos nio
WALIDE,

Uma das conseqiéncias do axioma da escolha € o teorema seguinte, atribuido a Zermelo.
Teorema da boa ordenagho:  1wdo conjunto 5 pode ser bem-ordenado.
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14.8

A prova deste teorema estd além dos objetivos deste exto. Além disso, come todas as nossas estruturas sao fi-
milas & enmerivels, ndo Precisaremos wsar esle eorena. A indugio matemitca comum € suficiente.

RETICULADOS

Seja L um conjunto ndo vario fechado sob duss operagdes bindrias chamadas conjungdo e disjungdo’, denotadas,
respectivamente. por & ¢ v, L & denominado um rericulads se valem os axiomas seguintes, onde a, Ie ¢ sio ele-
metitos de L.

[L;] Leida comwatividade;
(la) anb=hbha (1] avbh=hva

[Ly] Leida associatvidade:
(2a) laAab)he=an(bie) (2b) {avbive=avibve)

[L,] Leidaabsorgio:
(3a) arfavhl=a 3h avienbi=a

As vezes, denotaremos o reticilado por (L, », v) quando gquisermos explicitar as operagbes envolvidas.

Dualidade e Lei de ldempoténcia

A declaragio dual de qualgquer declaragio em um reticulado (L. &, ) € definida como sendo a declaragio obtida pe-
la wroca de ~ por v, Por exemplo, a dual de

aribval=ava £ avibra)=ana

Note que o dual de cada axioma em um reticulado ambém € um axioma. Conseqilentemente, vale o principio
da duahidade: w10 &

Teorema 14-2: (Principio da dualidade) o dual de qualquer 12orema em um reticulado também € um teo-

TEIThiL,

Is20 ¢ uma conseqiiéncia do fato de que o reorema dual pode ser demonstrado vsando o dual de cada passo na
demonsiracio do tecrema onginal.
Uma propriedade importanie de reticulados segue diretamenie das leis de absorgio,

Teorema 14-3;  (Lei de idempoiéncia) (lasag=a, (ilava =g
A demonsiragio requer apenas duas Ijinlus:
afa=ah oy oasb)) ETS TR
=a (usandoi 3a))
A demonstragio de (i) segue do principio da dualidade acima (ou pode ser feita de modo similar).

Reticulados e Ordem

Drado um reticulado L, podemos definir uma ordem parcial em £ como a seguir;
== 1 anmlh=a
Analogamente, poderiames definir
azhk SE avh=h
Enunciamos estes resulisdos como um teorema.
Teorema 14-4;  sejo L um reticulado, Entio,

D Node T Mo origisal. meed ¢ join, nespectivamenie.
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14.10

RETICULADOS LIMITADOS

Diz-se que um reticulado tem um fonde inferior O se, para wodo elemento xem L, vale 0 = x, Analogamente, diz-
se gue L tem um lmite superior § se, para todo x em L, temos x = 1. Dizemos que L & limitadeo se L tem ambos, li-
it inferior 0 ¢ limite superior §. Em um al reticulado, valem as identidades

avl=1I, asl=a ayvil=a, anll=10

para todo elemento @ em L.
O inteinos ndo negativos com a ondem uswal

D lo2aiacda,,,

tém 0 como limite inferior, mas niio m limite supenior. Por outro lado, o reticulado P(L7) de todos os subconjun-
tos do conjunto universo U ¢ um reticulado limitade rendo I como limite superior ¢ o conjunto vazio, &, como li-
mite inferior.

Suponha que £ = {a),85. ..., a,} é um reticulado finito. Entdo,

L "-I"-I]:"-"""‘ul"ﬂ

I [ ﬂ|.l"|ﬂ':.l"'|"'.l"|ﬂ'ﬂ
500 limiles superion e inferion, respectivamente, para L, Assim 1Emos

Teorema 14-6:  wodo reticulads finns L & limitado,

RETICULADOS DISTRIBUTIVOS
Um reticulado L & dito disrribaiive se, para quaisquer clementos g, b e c em L, 10mos o sepuinle:
[L,] Leida distribatividade
(dapanibvel=(anb)vianc (dbyavibace)=lavh)alave)

Caso contrdrie, L € dito rdo disrrilmtive. Notames que, pelo principio da dualidade, a condigio (4a) vale se ¢ so-
mente s¢ (44) vale,
A Figura 14-T{a) mostra um reticulado ndo distributivo, pois

avibrel=avid=a mas lavhiafavel=TAe=c¢

A Figura 14-7(5) ambeém contém wm reticulado ndo disirbutivo. De fato, temos a caracterizagio seguinte para re-
ticulados nio-distributivos.

Teorema 14-F;  um reticulado L € ndo distributivo se ¢ somente se contém um sub-reticulado isomorfo b Figu-
ra ld=T{q) ou (b).

A prova deste teorema estd além dos objetivos deste texio,

l/\ /NN
\/ \|/ h/ \h

Fig. 14-7 Fig. 14-8
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14.11

Elementos Irredutiveis por Disjuncdo e Atomos

Seja L um reticulado com limite inferior (. Um elemento a em L € dito irredudive! por disfuncde se a = x v y im-
plica ema = x oua = y. {Nimeros primos sob multplicagdo tém esta propriedade. 1.2, 32 p = gb, entio p = g ou
p = bonde pé primo,) Claramente, 0 € irmedutivel por disjungio. Se a tem pelo menos dois predecessores imedia-
tos, digamos b, ¢ b, como na Figura 14-8a), entdo g = B v by e, logo, a nio € imedutive] por disjungio. Por ou-
tro laddo, s & tem um dnico predecessor imediato ¢, entdo @ 8 sup by, by = &) W by para quaisquer outros cle-

menios by ¢ b, porgue ¢ ficard entre o5 b3 ¢ a comdo na Figura 14-805). Em outras palavras, a # 0 & imedutivel por
disjungo se ¢ somenic s¢ @ em wm dnico predecessor imediato, Os elementos que sucedem 0 imediatamente, cha-
macdos de dromeos, 550 irmedutivess por disjungio, Emretanto, reticulados podem rer outros elementos irmedutiveis
por disjungio. Por exemplo, o elemento © da Figura 14-Ta) ndo ¢ um dtomao mas € irmedutivel por disjungiio, pois
a ¢ seu dnico predecessor imediat.

Se um elemento g em um reticulado finito L ndo & irredutivel por disjungio, podemos escrever & = By WV b,
Entio, podemos escrever b, ¢ b, como a disjungiio de outros elementos se eles niio sio irmedutivels por disjungiio, e
assim por diante, Como L € finito, tiemos finalmenic

a=dyVds Vv d,

onde os ds sio irmedutiveis por disjunglo. Se d, precede d,, entdio &, V o, = d; portanto, podemos deletar o, da ex-
pressio, Em outres palaveas, podemos assumir que os ds sio aido-redundanies, be., um d nio pode preceder outro
d. Enfatizamos que uma tal expressiio nio precisa ser anica, por exemplo, J = @« e F' = b v o em ambos os reti-
culados da Figura 14=7, Agora, enunciames o leorema principal desta seg®o (demonsirado mo Problema 14.38).

Teorema 14-8: seja L um reticulado finto distibutive. Entio, todo o em L pode ser escrito de maneira Gni-
ca (exceto pela ordem) como a disjungdo de elementos ndo-redundantes irredutiveis por dis-
Jungdo.

Nau verdude, este teorema pode ser peneralizado para reticulados de comprimento finito, 1., em que odos
o5 subconjuntes linearmente ordenados 530 finites, (( Problema 14-33 mostra um reticulado infinitoe de compri-
mento finito.}

COMPLEMENTOS E RETICULADOS COMPLEMENTADOS

Seja Lowm reticulado limitado com limite inferior 0 ¢ limite superior I Seja @ um elemeno de L Um elemento xem
L & dito um complementoe de a s

avrx=f ] anx=10

Complementos nko precisam existir ¢ nio precisam ser dnicos, Por exemplo, os elemenios @ ¢ ¢ sio ambos com-
plementos de b na Figura 14=-Tia), Além disso, 0s elementos v, 2 ¢ o na cadela da Figura 14-1 ndo tém complemen-
tors, Temios o resultado o seguir

Teorema 14-9:  scju L um reticulado limitado distributive. Os complementos sdo dnicos, se existirem,
Demonstracio:  Suponha que x ¢ ¥ sfo complementos de um elemento qualquer em L. Entiio,

avx={, avy=1, afhx=1, aty=I

Usando distributividade,
x=xvl=xviaayl=lxvalsfxvyi=Inxvyli=xvy
Similarmente,
y=pvl=yvigax)=[(pvajrlpvxl=TAywWxl=prvy
Logo,

X=xWyr=¢Vx=y

E o teorema fica provado.
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Reticulados Complementados

Um reticulado L € dito complementado se L € limitado ¢ todo elemento de L tem um complemento, A Figura 14-
T{b) mosira um reticulado complementado onde os complementos nio si3o dnices. Por cuiro Lado, o reticulado L7
de todos os subconjuntos do conjunto universo U ¢ complementado, e cada subconjunio A de I tem o dnico com-
plemento A" = LA,

Teorema 14-10; scja L um reticulado complementado com complementos dnicos. Entdo, os elementos imeduti-
veis por disjungio de L, diferenies de 0, s&o seus diomos.

Combinando este teorema e os Teoremas 14-8 e 14-9, obtemos um resuliado importante,

Teorema 14-11; seja L um reticulads finito complementado, Entdo, todo elemento o de L & uma disjungdo de
Lerm dnico conjunto de domos,

Observagho:  Alguns wexios definem um reticulado L como sendo complementado se cada a em L tem um
complemenio Gnico. Neste caso, o Teorema 14-10 tem enuncisdo distintao,

Problemas Resolvidos

Conjuntas Ordenados @ Subconjunios
141 Suponha que o conjunta ™ = [ 1, 2, 3,...] de inteiros positives esteja erdenado por divisibilidade, Insira o simbole
cormete, <., = ou || (nio-comparivel) entre cada par de nimero.

(@2 B (B1E 24 ()9 3 (d)s 1S

(@) Como 2 divide 8, 2 precede 8 ie, 2 =08

(b1 18 ndo divide 24 ¢ 24 ndo divide 18; portanco, 1824
(ch Como®é divisivel por 3. 9 = 3,

(] Como s doivide 15, 3 < |5,

14.2 SejaN = {1.2,3....] ordenado por divisibilidade. Decida se cada um dos subconjuntos de N € linearmente (total-

meenbe ) ordenado.
() [24,2 6] €] N=]1.2Z3...] el {71
i) (3 015.5]) [y [2,%.32,4) iy {15 5 30}

(@) Como 2 divide 6 que divide 24, o conjunio ¢ linesrmente ordenads.

ih)  Como 2e S nko sio compardveis, o conjunto nlio € linsarmense ondenade.
icd  Como 2e 3 oS sio comparivels, o conjunto nfio ¢ linearmente ordenado.
() O conjunto € linearmente ordenado, pois 2 =0 4 = B = 32,

fr)  Cualguer conjunto com um dnice elemento & hnearments ordensdo,

(i Coma S divide 15 que divide 30, o conjunio € linearmente ordenado,

14.3 SejnAd = [1,2, 3,4, 5 ordenaclo pebo dingrama de Hasse da Figora 14-9. Insira o simbolo correto =, = ou | {ndo-
compardvel } entre cada par de elementos,

@yl 5 (B2 _ 0k (a4 _ L o@d 4

fa)  Como exisle um caminloe (arestas para cimaj de 5 para 3 pama 1, 5 preceds |; poranta, | = 5,
(h) Mo existe caminho de 2 para 3 ou vice-versa; portanto, 2| 3,

el Existe um caminbae de £ para 2 par 1 logo, 4 =0 1,

el Nem 3 =4 mem 4 = 3; logo, Y4,
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144

145

14.6

AN
SN\

Consbdere o conjunto ordenado A da Figura 14-9.
(g} Ache os elementos minimal & maximal de A,
(b} A tem um primeire ou um dlimo elemento?

(@)  MWenhum elemento precede esuritamente 4 ou 32 logo. 4 ¢ 5 sfo elementos minimais de A. Menhum elemento suoede
estritnments |; porante, | € wm elemento maximal d= A.

it A nliotem primeim elemento, Embor 4 ¢ 5 sejam elementos minimais de A, nenhum dos dois preceds o outro, En-
tretanto, 1 ¢ um dlumo elemento de A, jd que 1 sucede vodo elemeno de A,

Considere o conjunio ordenado A da Figura 14-9. Seja L{A) a colegio de todos os subconjuntos de A linearmente of-
denndos com dois o mas elementos, Ordene LEA) pelo inclusio de conjunios, Desenhe o diagrama de Hasse de L{AY,

ik elementos de DA sioc
{1.2,4}, {1,L5}, {1.3,5} {1.2}. {14}, {13}, (1,5} {24}, {23} {35

(Mot que (2.5 ¢ [3.4) nEo sdo lincarmente ordensdos. ) O diagrama de L{A) aparece na Figura 14-10,

fl. 2, 4§ 11, 2, 5] 1,3, 5}
/ | * \ |
/ !
[l.4} (1.4 i, 1 11, 53 1=t {1, 3 {3, 5
Fig. 14-10

Em uma escola, pré-requisitos siio um exemplo familiar de ordem parcial dos cursos oferecidos. Dizemos que A << B
s¢ 0 curso A ¢ um pré-requisiio parn um curso B, Considere os curses de matemitica ¢ seus pré-requisiios dados na Fi-
gura 41 1{a) Desenhe o diagrama de Hasse da ordem parcial despes cursos,

Mat |0 deve ficar no topo do diagroma., pois € o dnice curso sem pré-requisitos, Como Mar 200 ¢ Mat 230 requee-
ream spenas Mat 100, temes Mat 101 <2 Mat 201 ¢ M 000 == M 2302 ponano, desenhe wisa linka saindo de Mat 100
il e diregko ascendente para Mat 201, & ama de Mar 100 para Mat 250, Continuando este processo, ohtemos o dia-
grama de Hasss na Fig 141 10&).

M 0K
Cursn Pré-requisites | / \
Piat 101 henhum
plat 201 Mlat 100 30 450 51
hfar 2% Mlat 100
Pt 251 Mlal 250
Plat 340 Mlat 201
Blat 341 Wit 340 0} 30
Pt 450 Ml 200, Mat 250
Plar 501 Wlal 450, Mat 251
101
{ah b}

Fig. 14-11
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14.7

148

Considere o conjunto ordenado O das disciplinas de motermdtica da Figura 14-11,
(@) Determine odos o5 elementos maximais e minimais de C
(8 Ctem um pomeiro o dliimo elemenio?

dat  Menhum elemente preceds estritaments Mat 101 ¢, assim, Mat 101 £ am elemento minimal de C, Menhum elemen-
Lo sucede estritamene Mat 341 ow Ma 500, emio cada um deles ¢ um elemento maximal de O

ik Mat 100 & um 'plirnzime]:muul.u e [, i gue precede gualguer outro @lemenbe em O, Entretamto, O ndo lem wm il-
timo elememio. Embora Mat 2410 e Mat 500 sejam elementes maximais, nenhum & um dkimo elemento, jd que ne-
mhum dos dod precede o oo,

Considere o conjunto N = [, 2,3,...] de inteiros positivos, Cada ndimero em M pode ser escrito de maneira dnica
come um prodite de poéncias ndo negativas de 2, vezes wn ndmero impar, Suponha que a e o’ 530 inteiros positi-
Il LS e

a=%(L+1) e a'=2(2%3+1)
onde re 5 550 infeiros nio negativos, Definimaos:

] i i #
= BEFSF ol &C F=r mas §< 3§

Insira 0 simbolo comete, = ou >=, entre cadn um dos seguintes pares de niimeros:
L) I T FR 71 I I F - S | S 3 N C )

s elementos de N podem ser listados comee na Figara 14-12, A primeim linha consiste nos mimeros impares, e a
segunda linha em T veres os nimeros impares, 3 lereeira lnka em 2 = 4 veres o8 nimeros impares & assim por diante.
Emtdn, o = a'se a for uma hinha mais aliz do Ol @’ o s e |’ eshiverem na mesma linba mas a vier antes de a' na bh-
nka. Logo,

(b f= 14 (M6=9 (e)3=20; (a)14=11

] i A 3 & 7
I 13 |14
1] 2 | & | 10|04 (18|22 )26 | 30

mlﬂ-ﬂﬁﬂ!ﬁ 52 | 60

4
)

E

Fig. 14-12

Produtos de Conjuntos & Ordem

14.9

1410

Considere N° = N = N com a ordem induzida no produto (Segio 14.2) onde N tem a ordem usual <. Insira o sim-
bolo cormeto, ==, == ou | (nfio-comparivel), entre coda um dos seguintes pares de elementos de N < N,

{fap (5,7)_(7. 10 Aed (5, 5_(48) (&) (7.9 _i41)
(B (4,6]__[4,2) () (0,3)__(1,7) () (7,9)__(8.2)
Mese caso, da, B (@), &7, desde que a5 a"e bS8 Pomando, (o, b) < (e’ bisep<a’'ehsioaasa’'ebol’
Largi,
(@) I gue 5<Tmas T=1  (e) | pigue 3>2and 5= 8 (e) = jdgue T>4 e 91,
by = jligue 44 e b2 () = jagque | <1 and3<T. i) |l jdque T<8 ¢ 92,

Repita o Problema 14,9 usando a ordem lexicogrsfica de N =Nx=N.

Agaida. By = (@, b se <o ona = a ' mas bok,
fal = jique 57, fch = jique 5=4, (e} = jigue T >4
() = jique 4=4 ¢ 622 () = jgue 1=1mas 37, () = jligue T B
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14.11

14.12

14.13

14.14

Considere o alfabeto A = [a, b, oo v, 2} com s ordem wswal (aifabérica) e suponha gue o produto AP = Ax A
tem a ordem induzida no produto, Insita o simbolo corretn, =<, = ou || (ndo-comparivel), entre cada uma das se-
pwintes palavras de duas leiras (vistas como elementos de A = A):

(@) ex__al () ex_ez &) cx__dx
b cx__by () ex__rs (FYyex_es
(] = jique c>ae x>0, (e < Haue e<¢ & x<1. (e} = jiqeec<d e x=x.
(hi || jique c=bhmas x<p.  (d) | jique c<rmasx=g. (f) = jdquecEcoe xa,

Repita o Problema 14,11 usando a ordeem lexicografica de Al=AxaA

(@l = figue ¢>=a, (ch =% jdque c=r e x<7, () =5 Mogue ¢4,
(b = jgue ¢=h, (ahy = jque ¢, () = pgque c=¢ 0 X245

Considere o alfabeio & = {a, b, c..... ¥, 2} com a ordem wswal (alfabérica). Suponha que A°, gue consiste em o~
das as palavras em A, seja ordenado pela ordem comprimento-lexicogrifica (semigrupe livre), Ordene os seguin-
tes clementos de A"

vela, felino, u, madeiras, md, winel, mata, fel, vé, ato
Primseiramsente ordens os elememos por comprimento, ¢ depois use a ofdem lexicogrifica (alfabénica):
ik, b, vE, ato, fel, nsma, vela, wnel, felino, madesras

Repita o Problema 14.13 usando a ordem wsual (alfabérica) de A"
A ordem usual produz:

ann, fel, felimo, md, madeiras, mas, ta, wnel, v&, vela

Enumeragdes Consistenlas

14.15

Sejn ¥ = {a, b, ¢, d, ¢} ordenado como na Figura 1413, Ache 1odas as possivels enumeragdes consisientes £ § —
11.2,3.4.5).

Comae a ¢ o unico clememo minimal, fa) = 1, & come ¢ & o dalce elememo maximal, K = 5. Akm disso, como b
& o dnico sucessor de g, k) = X, A eccolhas parace o sinﬁrﬁ = E_ﬁa'r = i o1 wicesversa, Logo, existem duns enome-

ripies poasiveis:
[y flaj=1.  fibj=1,  fle)=3  fid) =4, flg)=3
[} fla) =1, flb} =T, ) =4, fid) =3, fig) =3

Enfsiizamos que, em geral, nde se pode recriar a ordem parcial oniginal a paniir de uma coumeragbo conststente dada,
/ :\
n'\ /r
&

Fig. 14-13
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1416

14.17

Prove o Teorema 14, 1: suponha que § & um conjunte finito parcialmente ordenado com & elementos. Entlo, existe
uma enumerngio consistente £ 8 = [1, 2,.... 0},

A demonsiragke ¢ por induglo sobee o nlnsers de clementos r de 5. Suponha que o = 1, digamos, § = {1]. Enido,
Hix) = 1 ¢ uma enumeragie conssitente de 5. Agora suponha que n= [ e gué o leorema vale para qualguer conjunba par-
cialmente crdenada com menes o que nelementos, S2ja a em 5 um elements minimal, (Tal elemento existe, pois 5 & fi-
nite ) Seja T = Sia]. Entio, T ¢ um conjunta finito parcizlmente ordenado com & - elementos ¢, porante, por indugdae,
T admbte uma enumeragio consistente; digamos g T— {12, . on— 1} Defina 5 — {1, 2., 0} poi

MIL=a

) I,
fix) = {g[.‘r:l #1, sexea
Entiio, 1€ o enumeragio comsistente reguernda.

Suponha que uma esiusdane deseja fazer odos os oile cursos de matemdtica do Problema 14,6, cursando apenas um

poT semesine,

(@) Qual gscolha fow escolhas) ela wm como primeiro ¢ dlimo (eitavo) semesire?

(b Suponha que ela deseje cursar Mat 250 no primeire ano (primeiro oy segundo semesire) ¢ Mat 240 no dltimo
ano {séhmae ou citavo semestre). Determine todas as maneiras pelas quais ela pode fazer os eito cursos.

{ay  Pela Fl.gurd 14-11, Mat 1EH € o amco ¢lememo mimemal &, FHH'I'.I!HIIJ..-II:\'-E s=r Feilio no p'ril'ru:irn semesdre; Mat 340 ¢
K s 05 elementes maximais e, logo, um deles deve ser feito no dltimo semesine,

(i Mat 250 ndo & um elemento minimal €, pomanto, deve ser feilo ro sepando semesore, ¢ Mat 340 nio ¢ am elemento
maxinsal, de modo que deve ser fenlo oo séoms semesire, ¢ Mar 31 mo obtaso semesie. Ademals, Mat 500 precisa
ser Feo e sexin semestre, Apresenfamos @ seguwir as trés maneirs possiveis de forer o8 oibo curses:

(101, 230, 251, 700, 450, 500, 340, 341]

(101, 250, 200, 251, 450, 500, 340, 341]
00,250, X0 450, 251, 500, 340, 341

Limites Superior e Infarior, Supramum e Infimum

14.18

14,19

Seja ¥ = [a, ke, d, e f 2] ordenado como na Figura 14-14a). e seja X = o, d. e].
{@)  Ache os limites inferior e superior de X,
{.l':] ||J|:|1I!iﬁ|;.|u: .-|.|.||'rlf.-'|!'_r, o supremen de X, e i X, nj'nﬁmm die X, se existiren.

(x elementios e, fe g sucadem todios o outros elementos de X: pontanto, e, e g sio os limites supernores de X, O ele-
mento a precede todo elemento de X portanto, £ o lEmite inferior de X, Mote que & nlio € um limite inferior, pois b ndo pre-
cede ¢ de fato, ¢ o slio ndo-compardveis,

Ciomr ¢ precede Fe g, temod ¢ = suplX). Analogamente, como a precede invialmente todo limite inferor de X, be-
mes @ = imfi X MNote que supdX) perience a X mas inf(X) ndo perience o X,

Fig. 14-14

Seja§ = {1, 2,3, ..., B} ordenado como na Figura 14-14(5) ¢ sejn A = [2, 3, 6],
(ab  Ache os limiles superios ¢ inferior de A,

by Idemifigue suplA) e inf(A) se existirem.

(ry 1 fimite superior € 2, ¢ os limites inferiones sio Gz 8,

() Meste caso, suplA) = 2einflAl = 6.
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14.20 Repita o Problema 14.1% para o subconjunta 8 = {1, 2, 5],

{2}
()

Mio existe limige supersor para B, pois penhum elemento sucede ambos, 2 e 3. Os limites inferiores sio 6, 7 e 8,

Trivialmente, ndo existe suplA |, pois nio existem limites superiores, Embora A eaha trés limdces inferiores, nio
exlse infiA), ji que nenbium limite inferior sucede ambos, Ge 7,

14,21 Considere o conjunio § dos nimencs racionais com o ordem usual £, e considere o subconjunto [ de O defini-
dio pawr

lap
(@)

(h

D={x:xEQtﬂ::r‘-=:lS}

I ¢ lirmitado superior ou inferiormente? (&) supdf) e inf(I) existem?

O subconjunto [ € limitade tamo superiommente guamto imferiormente. Por exempbo, | & wm lmde infesior e 100 &
um limite superior,

supd ) niio existe. Suponha, por absurdo, que supiD) = 1. Como +/13 & iracional, x > ﬁ"ﬁ_. Estretanto. extste um
néimere racional ¥ tal que 15 < v < x. Loge. v € um limite superior de [ fambdm, Tsso contradiz a hipdtese de
que & = sup . Por cutro lade, inflD) existe. Especificamente, infil)) = 2.

Comurtfos lsomorios [ Similares), Mapegamentos de Similandade
1422 Suponha gue um conjunio 4 parcialmente ordenado € isomorfo 2 um conjunte B parcialmente ordenadoe LA — B
¢ um mapeamento de similaridade, As afirmogles seguintes sio verdadeimas ou falsaa?

(1)

(]
(ch

Um elemente a £ A & um primeire (Altimo, minimal o moximal) elemente d: 4 se ¢ somente s¢ fa) € um
prmeiro (iimo, minimal oo maximal ) clemento de B.

Um elemento g € A precede imediatamente um elemento 2" € A, isto &, 2 & &, se @ somente s fa) 2 fa')
Lim elemento a £ A tem r secessores imedialos em A 52 e somente se fa) tem r secessores imedialos em 8,
Tixdas as nfirmagbes sio vendaderras; a estrufurs de ordem de A € sgual & estrotura de ordem de 5.

14.23 Seja S o conjunte ordenado da Figura 14-13, Suponha que A = {1, 23,4, 5] é somorfoa 5 e

S={la,1),(b,3).(c.5).1d, 2). (e,4)}

€ um mapeamento de similaridade de § em 4. Desenhe o diagrama de Hasse de A,

O mapeaments de similaridade Fpreserva 2 esirotura de ordzm de 5 e, portanio, fpode visto simplesments como

urma repomeagio dos vérsoes no diagrama de 5. Logo, a Figura 14-15 maosira o diagrama de Hasse de A,

N
N

Fig. 14-15

14.24 Seja A = [1.2, 3 4, 5} ordenado como nn Figera 14-15. Ache o mimere o de mapeamentos de similaridade
FAA

Como | € o dnico elemento minimal de A ¢ 4 £ o dnico elemento maximal, devemos ter fil) = | e 84} = 4. Ade-

mapis. fi3) = 3, pois 34 0 (nico sucessor imediato de 1. Por outre lado, existem duas possibilidades para {30 £5), s é,
Si2p=2ef(5) =5 ouf2) =53 = 2 Conseqientemente, p = 2
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14.25

14.26

D¢ um exemplo de um conjunto finite X = (4, K que nlo € linearmente ordenado isomorfoa ¥ = (4, B "), o
conjunto A com a ordem inversa,

Seja £ o ordenagio parcinl de A = | a, b, ¢, d, e| representoda na Figura 14-16(a). Ento, a Figura 14-16(8) mostra
A com a ordem inversa &', (0 disgrama de A ¢ simphesmente virado de cabega para baixo para obter ') Note que os
dois diagramas s&o idénticos, exosin FI:]I:E. riibubos,

NS N\
NN N

)

{acdsl {bode}

Fig. 14-16

Seja A um conjumo ondenado e, para cada @ € A, denole por pia) o conjunto dos predecessones de a:
pla) = {x:x = a}

(denominade o coriimio predecessor de a.) Seja pld) a colecio de todos o5 conjuntos predecessores de elemenios

de A, ordenado pela operagio de inclusio,

(a) Mostre que A ¢ plA) 530 somerfos provands que o mapeamento £ A = plA), definido por fla) = pla), € um
mapeamento de similaridade e A sobre pA),

b} Ache o dingrama de Hosse de plA) para o conjunte A da Figura [14-16(a).

(2] Primeimmente mostre que fpreserva a relagdo de ordem de A. Suporha que @ =5 &, Sejax € plaj. Entlio, ¥ = g, ¢
x = b logo, x € pib). Logn, pla) C pib). Suponha que a [b (ndo-compardvel). Entio. a € pia) mas a & plb); por-

tanto, pla) . plbY Similorments, b € pib) mos b & plak logo, pib) & pal Portanto, pa) [jpb), Logo, £ preserva
ardem, .

Agora, resla moslrar que € ingelor e sobrejetora. Suponha que v £ a). Enido, v = pla) pam alguma € A,
Logo, fla) = pla) = ve, loge, £& sobrejetorn sobre plA), Suponha que a # b, Entéo, a = b, b = @ oua || & No pri-
meiro ¢ o tereeire casos, b £ pil) mas b € plad e, no sepundo caso, o € plad mas o E plkh Consegilenpemente,
nos trés casos, pemos pla) = pib). Ponanto, /¢ injetora,

Conseqbentemente, ¢ um mapeamento de similaridade de A sobre pA) e assim, A = p{d).

it Os elementos de @A) sio:
) = {a.e.d, e}, gl = {b, ¢, 4, e}, piel = {r,d, e}, pldy = {d}, plel = {r}

A Fl,g_ura 14-160¢) mesird & dlag_l‘a.l'rﬂ e @A ordensdo pela inclusio de conjuntos, (khserve que 0% -l;l:ipmmps nas
Fuguras 14-16{a) e {c) sdo wénticos, exceto pelos ritulos dos vértices,

Conjuntos Bam-Ordenados

14.27

14.248

Maostre o principso da indugso transfinita: sefa A um subcanjunto de um conjunto bem-ordenado § com as duas pro-
priedades seguintes: (1) a, £ A, (i} Se s{ay C A, entiio a € 5. Entéo, A = 5.

[Aaqui g, & o primeiro elemento de o ¢ sia) € 0 segmento nicial de g, ie., o conjunte de todos os elementos que pre-
codem @ estritamente. ) Suponha gue 4 # 5 Seja B = 84, Emdo, 8 ¢ 3, Como 5 & bem-ordenada, 8 tem um primeine
elemento by, Cada elemente x© € 58y ) precede b, e, portante, ndo pertence a 8, Logo, todo & € 5l ) pertence a A; por-

tanio, siby] © A. Poriiil, by € A. Isso contradiz a hipdoese de que By, © 5%4. Logo, & hipdtese inicial de que A + 5 ndo
i verdade; em outres palavrs, A = 5,

Seja § um conjunio bem-ordenado com um primeiro elemento 0. Defina um elemento Hoite de 5.
Um elemento & = 5 & um elements lmie s & 2 4y ¢ b ado lem predecessor imediato,
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14.29

14.50

14.31

Sgja § = (M, =) ordenado como po Problema 14.8, (Meja 2 Figura 14-12.) 5 tem elementos limite?

Como indicadn pela Figura 1412, 1odda pobéncan de Y ompé 1,2 4 8 . ndiotem predecessor imedialo, &, frtar
i, & um elemenio limie de 5,

Seja § um conjunio bem-ordenado. Seja 5 — 5 um mapeamento de similaridade de 5 em 5. Prove que, para iodo
g E 5 a={a)

Seja D= {xf(x]={x]. S¢ D for vazio, entho a afirmagio & verdadeira. Soponha que D 2 2. Como D & bemi-oe-
denadn, £ iem um primeiro elemenio, digamos, o, Como J, € 0, femos d,) = dy. Coma ¢ um mapeamento de si-
milamdade,

Sldg) =t ey implica T ey} =< ety

Logo, fdy b também penence a D Mas (o) = dy e (dy) & D contradizem o faro de que o & o pramcino elemenia de

I¥, Portante, a hipdtese inicinl de gue [ £ £ beva a uma contradiglo. Conseqizntemente, D & vazio e a afirmagho & ver-
dasdeira.

Seja A um conjunte bem-ordenado. Seja o{A) a colegio de todos 05 segmentos iniciais sah dos elementos a £ A or-
denodos pela inclusdo de conjuntos. Prove que A € isomorfo a 504 1 mostrando gee o mapeamento £ A — o(A), de-
finido por fa) = slad, € um mapeamente de similandade de A sobre (A, (Compare com o Problerna 14-26.)

Mostranios primeiramende que (€ um mapeamento injetor ¢ sohreetor. Suponha que v £ (AL Entho, v = sia) pa-
ra algum & £ A. Logo, fla) = sla) = v e assim ¢ sobrejetora. Suponha que x # v Entdo, um precede o oo, digamas,
x =y, Entio, x £ siy) Mas © & s(x), Logo, s{x) # alv), Por s, (€ ambém inpetora,

Restn apenas mosirar gue  preserva ondem, isio €,
xEY SE € SOMElE 2 s(x) € osily)

Suponba gue x == v Se o € slx), entlio @ < x @, pomante, @ =< 3 logo, @ E sy Emdo, six) C s(v) For owtro lado, su-

penha qus ©F y, st d v =y, Entfin, v £ #(x) Mas vy & olv); portonta, six) i s(vi, Em owiras palavras, x = pse ¢ so-
mente se six) © olvk

Conseqiememente, ¢ am mapeamento de similaridads de A sobre $(A), ¢ ponango, A = 54},

Reficulados

14.32

14.33

Escreva o dual de cacly uma das declaraghes.
la) fanb)We=[(bve)n{eVa) B larblVa=ahibVa)
Trosque w por & e A por v em cada wma das declaragfes para obier a declorag ke duwal.
(o) (avbEise={bac)vcan)
(b [avbima=avibia)

D& o exempla de um reticulado infinite L de comprimento finito,
Seja L= {I:I, L, 3,87, 00 ,} e seja L ordenado como na Figura 14-17; isto &, para cada n € N, temos
0 g, < |
Entfio, £, tem comprimendo finido, poas £ ndo tem sehconjunie infimito linesrmente ordenado,
|

0
Fig, 14-17
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143 Prove o Teorema 14.4: seja L um reticulado, Entdo, (ija o b= ase e somente se a v b = b, (i) A relagio g = b
{definida por @ & b = gougwv b = )& uma ordem parcial em L.

(i

(i}

Suponha que @ » = 0. Usando a lei da absorgie no primeire passo, temos
h=bvibaagl=bvieakl=bva=avh
Apora suponha gue a v &= b, Usandoe novamente a bel da absorgio mo prifein passo, Lo
a=ahlavbl=ahb

Entiio, @ s b o= o e e somenlé sea v b= b
Parniwln g € L, temis a a3 = a pn:la.:il:lemp'l-tém.-.iu. Paortanto, & = a e, logo, = & reflexiva

Suponbague ¢ = he b =0 Emdo,a s b = aek o= b Poftamo, a = as b=b roae, bopo, = &ami-saméirica.
Finalimente, suponha que @ =% he b2 ¢, Endo, a s b = aebae = b Logo,

ahc=lanbirec=anlbrcl=anb=a

Portante, o = ¢, ¢ assim, = & ransitiva. Consegilentemente, = & uma ordem parcial em L.

1435 iz dos conjuntos parcialmente ordenadlos da Figura 14-18 sio reticulados?

Uim conjunio parcialmente ordenado & wm reticulado se ¢ somente se supdy, ¥) e infix, v)existem parn todo pary, v

a0 conjumto. Apenss (c) nio & wm retbculado, §8 gue (o B ) wem s imies superiones, o, € 1, ¢ nenhum deles precede os
owtros dois, i.e., ndo existe supla, il

INRL OIS
: NS |

‘_/’""\l a a

L, N,/ %

= b i)

d

Fig. 14-18

14,36 Considere o reticulado da Figura 14-18(a),

{ah
()
()

(e}
(i

Ll

i
ek

(ely

(€]

i

Cuais elementos nio nulos o imedutivels por disjungiio’
Cuais elementos sio Stomos?
Cruais dos seguinies 330 sub-reticulados de L7

Ly={0,ab1l} Ly={0,ae/[}
Ly = {a,c.d I} Ly={0,¢d.T)}

L& distributiva®
Aiche, 1o axjumem, :l.1r.|1|:|l-|:|11¢rlll:m para os Elementon a, b e e
L wm reticulado complementado™

Os elementos nd nulos com um dnice predecessor imediaio sdo irredativeis por disjungdo. Portanio, a, b, d ¢ ¢ sho
irredutiveds por disjungiio,

Og glementos gue sueedem 0 imediatamenie sio fromos; pemano, @ ¢ b sdo dtomos,

Um subconjunte L& um reticulade se & fechado sob »~ e w. L, niio & am reticulado, jd que a v & = e, gue ndo per-
sence a Ly O conjunts £, nio ¢ um sub-reticulado pois © ~ d = a niio pemencs a L. L, ¢ L 530 sub-reticulsdos.

L nin & distribativo b que M = [0, a4, ¢, §] ¢ om sob-reteulado somorfoe a0 retlcubsdo ndo distributive da Figura
14-Fia).

Tefmos a ae = 0eawe = [ logo, ae e sdi complementos. b e d lambém sbo complementos. Emretanto, o ndio 12m
complemenio.

L miio € um reticulado complementadoe, pois © ndo lem complememo.
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14.37

14.38

1439

Considere o reticulado M da Figura 14-18(8).

() Ache os elementos irredutiveis por disjungdo ¢ os Somaes de M.
by M é distributive?

{ch M€ complementado?

{a}  Os elementos ndo nulos com predecessor dnico 8o a, b e d, ¢ dentre estes s, apenas g ¢ b sbo Slomos, pods seu
imsco predecessor € (L

(B M & distributive, pois nio possai sub-reticulado isomorfo a algum dos reticulados da Figura 14-7.

{e) M ndo ¢ complementado, j4 que b nio tem complemento. Mote que a € a dnica solugio para b s x =0, mas bva =
cw I

Prove o Teorema 14.8; seja L um reticubado finito distnbetive, Ent3o, wodo g em L pode ser escrito de maneira Gni-
ca {exceto pela ordem) como uma disjungio de elementos iredutiveis por disjungho,

Como L & finito, podemos escrever a como ama disjongio de clememos irredutiveds por disjungio como discutimas
na Saglio 14-9, Assim, precisomos provar apenas a unicidade. Suponha que

d=iy Wl B =y e VW

ande 05 b sho ndo redundanies ¢ imedutiveds por disjungdoe ¢ os o5 sdo nio redundantes ¢ rrredwtiveds. Para wdo i da-
do, lemos

b=y v vb) =g Ve Vv g
Portamta,
b=h AlggVav--vel=0h Aglvibhaalv vl A

Como by £ imedutivel por disjunglo, existe um /il que b = b; A ¢, ¢ assim, & 2 o Por um argumento andlogo, para ¢,
exise am by 1al que ¢ = by, Pomanio,

eque dd by = ¢ = by, j4 gue os b slo nlo redundantes. Logo, & representagio de a ¢ dnica, excelo pela ordem,

Frove o Teorema 14, 10: seja L um reticulado complementado com complementos diicos. Emdo, o8 elementos de
L irredutiveis por disjungho diferentes de 0 sio seus Stomos.

Swoponha que o € imedutive] por disjungio & née & am domo. Entho, a wm um dnico predecessor imediaco & # (L Se-
jab'q:-mmplmmdeb.l‘:mb & emos b I & a precede &', emtiio b = a fb'e,[ﬂgmb ah = k',nq‘l.u::!'impnp—
sivel, ji que & & &' = 1. Logo, @ ndo precede B, ¢, portamio, a » &' deve preceder a estritaments. Como b & o daloo prede-
cessor imedino de . tambdm temos que a & b precede b oomo e Figura 14-19, Mas @ & 5" precede B Portanto,

anh' = il (b =bak' =0
Logo, a b’ = 0. Comoa v b = a, também temos que
avh' = avbivh =avibvbl=avi=1

Portanto, &' ¢ um complemento de a. Como os complementos 850 dnicos, a = b Isso contradiz a hipdtese de que b & um
predecessor imediato de a, Portanto, o8 dnicos elementos imedativeis por disjungso de 1 sio os seus fiomos,

N

aAB

Fig. 14-19
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Problemas Complementares

Conjuntos Ordenados e Subconjuntos

14.40

1441

1442

14.43
14.44

14.45

14,46

1447

Sejnd = [1,2. 3,4, 3, 6] ordenado como na Figura 13-20a).

(a)l  Ache todos os elementos minimais ¢ maximais de A,

(b1 A nem o primeino ou diime elemenvo?

(ed  Ache todos o8 subcomjunies linearmente ordenados de A, cada um dos quais contendo pelo menos ris elementos.

\\1/ /b:“‘-':""---...‘i 1‘_“‘\3#”"2
7 |
{:? 5y gl

Fig. 14-20

Seja B = la, b, e d, e f) ordesado come na Figura 14-200h),

() Ache vodes os elementos minimais ¢ naximals de 8.

(b1 B rem um pnmeiro ou Glimoe elementa’

(cd  Ache o ndmeno de epumeragies consislentes de B em relagdo ao conjunte {1, 2, 3,4, 5, 6} e cite duas,

SejaC = (1,2, 3,4} ordenado como na Figura 14-200c). Dencte por L{C) a colegio de todos 05 suboonjumtos ndo vazios
linearments crdenados pela relagio de inclusio. Desenhe ¢ diagrama de L{C),

Des=nbe o8 dispramss das parisgbes de m (veja o Exemplo 14.14) onde (o) m = 4; (B = f,

Dienote por D os divisores positvos de @ ordenados. por divisibilidade. Desenhe os dingramas de Hasse de:
() Dy (B Dy ) Dy () Dy

Seja 5= [a, b ¢, d e, f1 am conjunce parcialments ordenado. Suponha que existam exatamente s¢is pares de elementos
this que @ primeine preceds imedintamense o segundo comae & seguir;

F=<a F<<d, o ==, & <= E, L

(@) Ache todos os elementos minimais e maximais de 5.
(1 5 tem um primeiro ou dhimo elemento?
(e} Ache podos os pares de elementos, se exislirenn, gue sepm nEo-compardvels.

Diecida se cada uma das afirmaghes seguintes & verdadeira ou falsa e, se falsa, & um contra-exemiplo:

Gi)  Seum conjumio parcialmente ordenado ¥ 1em apenas wm elemento maximal @, emio o € um dlimo elemento.

(b)Y Seum conjunte finflo parcialments oodenado 5 1em apenas wm elemento maximal o, entdo o € um dhmmo elemento.
() Seum conjunto s linearmende ardenado tem apenas um elemento maximal o, entiio g & wmoiltimo elemento,

Seja % = {a, b, e d, e} ordenado como na Figora 14-200a).

(@) Ache lodos os elementos maximais e minimais de 5,

(k) 5tem algam primeiro ou dltims elemento?

(e Ache todos o5 subconjuntos de 5 nios quads o & um elemento minimal,

i) Ache iodos os subconjuatos de 5 nes gquads © ¢ um primeino elemento,

(el Liste wodos o8 subcomjuntos lmeanmente ordenades com trés ou mais elemenios,
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L] il

Fig. 14-21

1448 Seja 5 = [a. b, o, d. ¢, f} ordensdo como na Figura 14-2100)
fad  Ache tidos o elemenlos maximans & mimimais de 5,
(b1 Ftem algum primeiro ou dlimo elemento™
(ed Liste iodos o5 subconjuntos lisearmente ordensdos com s ou mais elememos,

1449 Sejn S = |a, b, c.d. e [ g] crdenndio come no Figura 14-14a). Ache o nidmero o de subconjunes lipesarmente ordenados
de Scom: (o) quslro elementos; () cineco elementos,

1450 SejnS= (1,2 ... 7. 8] ondenado como na Figura 14-2100). Ache o ndmero n de subconjunios linearmente ordenados de
Scom: (@) cincoelementes; (b)) szis elememing,

Enumeragdes Consislentes
14.51 Stju..'.'.'— fer, b o, .:f.,l.-| m]enadnmmtn-Figum le=2 I{ar}h. Liste toclas as emumeracies consistentzs de Sem |1, 2. 5. 4, 5].

14,52 Seja 5 = [a. b, o, d, e ] ordensdo como na Figura 14-2100). Ache o ndmero # de enunmseragies conskspentes de 5 em [ 1,
2,3.4.5.6],

14.53 Suponha que a5 enumeraghes a sepuir 330 enumeragies consmsbentes & um conjunto ordenade A = [a, b, ¢, d}:
[, 1), b, 23, (e, 3), [, 41], [far, 1), {8, 30, (e, 20, (. 40, [fars 1) (e, 3, s 20, 0, 3]

Suponda gues o diagrama de Hasse [ de 5 € conexo, desenhe 0,

Crdem e Conjuntos, Produlo e Fechos de Klgene
1454 Sejan M = [ 2. 3,4,...] esela M° = M x M ordenado como a seguir:

Y R e se oale e b
Ache todos os elementos mammars ¢ maximais de M =2 M,

1455 Considere o aifabeto A = [a, b, ¢..... v, ] com a ordem wsaal (alfabéticn), Lembre que o fecho de Kleene A” consisie em
todas as palaveas em A, Seja L o conjunto conbendo os clementos seguintes em A"

gelo, ou, ana, ge, ai, dbaco, galo, ode, ar, ocaw

(e} Ordenz L paordem comprimento-lexicogrifica, e, primeiraments por comprimento ¢ depois alfabeticamente,
(B Ordene K peln ordem alfabdtica,

1456 Considere os conjuntes ordenados A e B que aparecem na Figura 14-200e) ¢ (B), Tespectivamente, Suponha gue 5= A= 8
lerm i orcermn induzicia s |'rn:|rJ|.1I|:|. B,

(o b) Z(a' b)) sea=a e bZh

[naira o simbodo cofrelo =0, = ou || entre coda par de elementos de 5

(b (2e) By (3a) __ (6.1)
e} (&) ___ (La) (@) (8¢l ___ (1,4
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1457 Considere ™M = [1,2, 3, .. JedA = | a, b, c... 5 o) oomaordem wsaal @ 5 = ™ A ordenado lexicograficamente. Crde-
ne os seguinles elemenios de &,

(2,z) (o) (2e) Lyl (48). (4:2), (34) (2,4)

Limites Superior @ inferior, Supremum & Infimum
14.58 Seja S = [a, b e, o, £, g} ordenado como aa Figara 14-14ak Considere o subsonjunto A = {a, o, d] de 5.
(3] Ache oconjunta dos limites superiores de A,
thl  Ache o conjunie dos lmites inferiores de A
(e} Existe sapld)?
() Existe inf(A¥?
14.59 Repita o Problema 14,58 para o subconjunto B = |b, e, e} de 5.

14.60 Sejn S= 1,2, ..., 7. 8| ordenado como na Figura 14-14ik). Considere o subconjunio 4 = [3, 6, 7] de 5.
(a)  Ache o conjunio dos limites superiores de A,
() Ache oconjunio dos IJrruLe: mnderiores de A,
(¢} Eniste supld)?
iy Ewisie infiA)?
1461 Eepita o Problema 1460 para o suboonpumio & = {1, 2, 4, T jde 5.

14.62 Considere o conjunto dos nimeros racionais ) com a ordem useal € Seja A = {rx e Qe d < x < 27}
(a) A ¢ limitado superbor ou infersormente?
ih) Exase suplA) ouinf{AT

14.63 Considere o conjunto dos nimeros resis R com a ordem usual . Seja A = {rxeQef < x’ < 27
@) A€ limitado supenor oo inferiermente?

b Existe sup(A) ouinflA)?

Conjuntos Isomorios (Similares), Mapeamentos de Similaridades
14,64 Seja 5 o conjunte ordenado da Figura 14-2 ah. Suponha que A = {1, 2, 3, 4, 5] ¢ isomorfe a § e que o mapeansenio des-
crlo o segair & wm mapeamento de similarsdade de S em A,

F=qla 1), (b4) (e 5 (@ 2D (e, 3]}
Desenhe o diaprams de Hasse de A.

14.65 Ache o nimero de conjunios parcialmente ordenndos ndo isomarfos com trés ¢lementos, a, e o, e desenhe seus diagra-

mis e Hosee,

1466 Ache o ndmero de conjuntes conexoes parcialmente ordenadoes ndo isomoefos com quatro elementos, o, b, c e d, ¢ desenbe
seus dingramns de Hosse.

14.67  Ache o ndmere de mapeamentos de similaridade § 5 = 5 5 3¢ o conjunto ordenade em: () Figam 14-2a). (B F-
pura 14-200k);  (c) Figura 14-MMc),

14,68 Mosme que a relagdo de somortsmo A = B para conjuntos ondenades ¢ ama relagio de equivaléncia, istoé:  (m) A =4
para cuealquer conpualo onlemads A, (B Sed =S e i =0 emin A = C.

Conjuntos Bem-Ordenadas

14.68 Suponha que o unifio § de conjuntos 4 = {@.0,a8;,. .0 B= {5,080} © = {6065, ...} sej2 ordenads oo
i describi @ segwir

S={A; B Cl={a 0y ....0 k..., P |
(r)  Mosire que § & bem-ordenado.

() Acke podos os elementos limite de 5
(£} Mostre que 5 nio € isomorfo 2 W com a ordem usual =
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1470 Sein A = |a, b, o] ondenado linesrmente porg < b <o, e seja N = (1.2, .| com a crdem usual =
(@) Mosire qoe § = [ALN] ¢ isomorfo a N.
(ki Mostre que 5= |{M; A) nd3o & isemarfo a N,

14.71 Suponha que A € um conjumio bem-ordenndo sob o relagio de =, e suponha que A tambefm ¢ bem-ordenado pela relagiio
inversa =, Desereva A.

14.72 Ruponha que A & B sio conjunios isomorfos bem-ordenados. Mostre que exisie apenas um mapeamento de similarida-
def A =B

14.73  Seja § um conjunts bem-ordenado. Para wodo @ € 5, o conjumto o(e) = {x! x = a} & denominado um segmento inicial de
. Mostre que § ndo poade ser isomorfo n nenhum dos seus segmentos iniciais, (Sugesndo: use o Problema 14,30

14,74 Suponha que sia) e k) 5o segmentos iniciais disintos de um conjunio bem-ordenado 5. Mostre que sia) e sib) n@o po-
dem ser somorfos. (Sugestdo: use o Problema 14.73.)

Reficwlados
14.75 Comsidere o reticulado L oda Figura 14-220a) (a) Ache wodos o5 sub-reticulados com cinco clementos. (i) Ache todos
o5 glementos imedutivels por disjunglo & dtomos. (¢) Ache o5 complemsnios de a ¢ b, se existirem. (d) L & disiriburi-
vt Complememada®

d/r\l
NG
NP

il &)

\
/

_zi//

-

Fig. 14-22

14.76 Consilere o reticullado M na Fagura 14-2230F). {a) Ache todos os clementos rredutivens por disjungdo. (h) Ache o5 dlomos.
(e} Ache o8 complementos de o ¢ b, se existirem. (o) Expresse cada xem M como a disjungdo de elementos afio-redun-
dandes immedutiveis por disjungio, (e) M ¢ distnibotivo? Complementado?

14.77  Comsiders o reticulado Hmaiado L da Figara 14-23(a).
(@) Ache os complementos (s existitem) de e e f

(b)  Expresse fcomo uma decomposicho de disjungdes irredutiveis mbo redundantes de tantas maneinas quanto possi-
vel.

ey L€ dismbuliveT
(i Descreva o isomorfisma de L com o priprio L,

14.78 Considere o reticulado limitado £ da Figura 14-234 k)
() Ache os complementos (92 existivem) de a e [

() Expresse f como uma decomposicio de disjungdes iredwtivess ndo redundantes de tantas mansiras quanto possi-
vel,

(c) L ¢ distributiva?
) Descreva o isomorfiamo de L com o prdprio L,
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14.79

1480

14.82

14823

14.54

14.B5

Considere o reticulado limiads 1 na Figura 1423y
{a}  Ache os complementos (se existirem) de a e ¢
() Expresse f como uma decomposicho de disjongtes imsdutiveis nhe redundantes de tandas maneiras quanio possi-

wiel.
ic) L é distributivaT
(d)} Descreva o isomorfismo de L com o prdprio L,

VAN , ﬂ
AN AN/ 1\f,

N/ N KO
{a) i) i<}
Fig. 14-23

Considers o reticulado Dg = {1.2,3.4, 5.6, 10, 12, 15,20, 30, 60} dos divisores de 60 ordensdos por divisibilidade,
(a) Desenhe o diagrama de Dy,. (5 Quais os elementos imedutiveis por disjungiio? E os dtomos? (¢} Ache os com-
plementos de 2 ¢ 10, s existirem. () Expresse cada mimeno v como a dsjongio de am nimero minime de elementos
midn redundantes imedubivels por disjung o

Considere o reticulndo N de inteiros positives ordenados por divisibilidede. (@) Quais elementos sio irredutiveks por
disjungiio? (B} Cuais elementos sbo diomos?

Mostre que as seguintes formas “Tracas™ das leis de distributividade valem para qualguer reticulado,

fal av(bae) = (@vb)alavel

i anlbve) =laabklvianse)

Seja % = {1,2, 3,4} Usando a nedagiio [12, 3, 4] = [ |1, 2}, (3], [4]1], erds particdes de 5 sda:
Pi=[1234, Po=[23], P=]1324

(@} Ache as oulras nove partipies de 5,
(&) Seja L a colegdo de |2 partigies de 5 ordenadas por refinamenro, e, P = P se cada oflula de P, for am suboon-

junin de uma cflula de P, Por exemplo, £ = P71 mas P, ¢ P, 280 niio compardveis. Mostre gue L é um reticulado
limitado & desenbe seu diagrama

L elemento a e um rebeilado L & dito srredativel por ComjUnGan s2a = 1 n_-rimp]inl'a = roua =y Ache todos os
elemenios imedutiveis por conjenglioem: (¢} Figusa 13-2Xa);, (b)) Figura 132460 (ed Dy, (vega o Problema 14,800

Um reticulado & & dito madiclar se odn vez que a 5 e vale a bei
av(bac)={wvhlac

{a)l  Prove gue todo reticulado distibutive  modalar,
(h)  Werifigue que o reticulado nio distribative da Figura 14-T(h) € modular; portanto, o converse de (a) nfio € ver-
dade.

(cd  Prove que o reticulado nfo distributive da Figura 14-7{a) nfio € modular, [De fato, pode-se provar que tode reticula-
do nds modular contém um sub-reticulado isomorfo b F'igum 14-Ma)]
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14.45

14.46

14.47

14.48

14.49

14.51

14.52

14.53

Sugesrde:  desenhe o diagramade 5. (a) Minimal, e; maximal, a8, (&) Primeiro, e dltimo, nenhum. (¢} {a, d,
[k c].

(a) Falso. Exemplo: N U [a) onde | << a, e N ordenado por <. (b)) Verdadeiro, (e} Verdadeiro,

() Minimal, a; maximal, de . (b)) Primeiro, & dltimeo, nenham, (o Cualguer subconjunto gue coniém o & omite a;
isbe & o, ob, o, ce, ol clve, cde, chde. )y o ed, e ode. () abd, acd, ace.

(@) Minimal, ge b mavimal, e e /. () Prametro, nenhum: dltimo. neahum.  (c) ace. ace/, bee, bef. bdf.
(a) Qesiro. () Menhum.

(@) Seis. (h) Nenhum.

whede, abeed, webde, acbed, qoebd,

i

oo by e o0 .

Minimal, (g, 2} onde p & um prime. Maximal, nenhuam,

(@) i, ar, ge, ou, ano, ode, galo, gebo, dbacn, ocaso.
(b dbaco, ai, ano, ar, gabo, ge, pelo, ocaso, ode, ou,

@ [ = ded |k G <

Ie, v, 2w, 20, 2o, M, 4, 45

() & fg (b o (o) suplA) = e (o) nf{d} = a

tal e f g () nenbum:  ic) supif) = e G menham,
fal 1,23 (0 8 o) supld) =3 (d) mfid) = B,
(a) Menhums (8 B dc) nenham: () infi8) = &
() Ambass (B suplA) = 3; infiA) ndoexiste,

(@) Ambos; (B) supiA) = 3;infi4) = ¢4

Veja a Frgara 1427,

SN\
.

Fig. 14-27

1465 Cuatree (e b o (Bl bacn (Dacsshaossn (dlacs bas o
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14.66

14.67
14.69
14.710

14.71
14.75

14.76

14.77

14.78

14,79

14.80

Weja a Figura 14-28,

o N
N NS

(L} 2 (% (4

Fig. 14-28

() Um: mapeamente idemidade:  (b) wm;  {£) dois,
(h) by, e (o B mdootem ponfos limite,

() Definaf S = Npowfia)= 1,Ak =2, 31= 3 fal=n+3
(b O elemento a & um porto limile de 57, mas N nio em pontos limite.

A ¢ um conjumo finito linearmente ordenado.

(@) Seis: Dabdl, Dacd!, Dedel, Wheel, Dacel, Oedel.

() i, e 00 (0 (i) a, By oo,

(e ¢ e e m‘rqﬂ:rn:Mns. de a. b nilo t2m complementos.
() Mo, Mo,

() aboe gl by a ke (e @ g nenhum,
id) f=avpgf=avb=avee=bved=ave Ouiros elemenios sio imedutiveis por disjungiio,
feh Miin, Mo,

i) & mio tem nenbum; Frem b e e

(bl f=evdvf=byvevf=bvdvf

(e) Mo, pois decomposicBes nfio sbe dnicas,

i} Depis: 0, 4. ¢, £, § devemn ser mapeados em 5i mesmo. Portanto, F = 1, o mapeamento idemidade em L, oo F = b,
clh (e By ],

(a) aleme, clemae b (b f=ave=bve

(el Mo, d) Dwois: 0, o, . devem ser mapeados em s mesmo, Portanio, f= 1,00 F = [{a, &), (k a)],

la) aleme, clembee. (B f2agve=hyvesewe,

(c) Mo, od) Dais 0, d, sio mapeados em si mesmo., Entdo, ©= 1, ow = [, &0, b, al, o, d), (d, e)].

(el Wejoa Figara 14-29, (0 1L L34, 5 Os fiomos sfio 2, Y& 5 (c) 2 ndo tem nenham, 10 tem 3,
(df) 60 =4dwv3iv3 3 =IWIVE M=dvE 15=3vE 12=3v4, I0=23vi 6=2v1
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Algebra Booleana

15.1

15.2

INTRODUGAO

Conjuntos e proposighes satisfazem beis similares que estio listadas nas Tabelas 1-1 ¢ 4-1 (nes Capitulos | e 4, res-
pecitvamente), Essas leis sio usadas para delinir uma esirutura memiitica abstrata chamada de dfgebra booleara,
assim denominada em homenagem ao mulermition George Boole (1813-1864).

DEFINICOES BASICAS

Seja B um conjunto ndo vazio com duss operagies bindnas, + e *, uma operagio undna, |, ¢ dos elementos distin-
tos, e |, Endo, B & dito uma dlgelra booleana se valem os seguinies axiomas, onde a, b, ¢ 530 elementos quais-
quer de B

[B,] Leisde comutatividade!

|:|.|'¢]41+.I".|"||'r+r1 ilBia=h=hH=*g
[B.] Leis de distributividisde;

ala+i{b* cl={a+b)* la+cy (2Ba{b+h=(a*b+ia* )
[B,] Leis de identidade:

(Ala+9 =4 {(AMa*]l=a
IB,] Leis dos complementos:
Hala+a' =1 [Af)a *a" =0

Por veres, designaremos uma dlgebra booleana por (8, =, =, ", (0, 1§ se quisermos enfatizar suas seis pastes. Di-
rems quie O € o elemento zer, 1 € o elemento widade € o' € o complenenio de o, Nomalmente, omitremos o sim-
bolo * e usaremos justaposicdo. Entdo, (25) € escnto alb + ¢) = ab + ac. que € o ientidade familiar para anéis ¢
corpos. Enretanta, (2a) fica a + be = (a+ o + o que, cemarmente, ndo ¢ uma identidade usoal em Slgebra,

As operagdes +, = e sio chamadas, respectivamente, de soma, produto ¢ complemento, Adotamos a conven-
&0 usual de que, o menos guee a parendetizogio indique precedéncia distinta, ' tem precedéncia sobre . e * tem pre-
cedincia soore 4. Por exemplo,

a+ b csipnificaa+ (b *cheniofa+bl*c a=b'sgnificoa * (5 endoda * &)

Cbvaiemente Quando g + & * ¢ € escnio come @ + e, o sigmilicado & clano,
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Exemplo 15.1

fal Sein B = (001, o conpumio de by (bimery digiis), com as operagdes bindrias de + ¢ * e a operagio undria
definidas peln Figura 15:1. Entiio, B € uma dlgebra booleana. (Note que *simplesmente muda o bir, Le, 17 =
Oed' =1}

Sl ‘|

[ -

1 !
el 1 @ a
Fig. 15-1

() Seja B =B xRx: = Birfalores) onde as operagtes de +, * 2 " sy diefinidas componenie 4 Companente
usando a Figura [5-1. Por conveniéneia de notagho, escrevemas o5 clementos de BY como seqiiéncias de m bits
sem virgulas, por exemplo, x = 100011 e v = 11 1000 pertencem a B, Portanto,

x4y 1HI0LT, aow e ] RO, x" e Q0] 1060

&

Enciée, B ¢ wina digebra boobeana. Aguh 0 = 000, 0o clemema g | = 111...] ¢ o elemento unidods, Oh-
servamds gue BT iem 27 elementos.

ic) Sejpa Dy = {1.2,5.7, 10, 14, 3570, |, os divisores de 70, Defing +, * ¢ "em D, por
7
i+ B = (e, B, o b= mdela, ), a' = —D
Entde. I}, & uma dlgebra booleona onde | ¢ o elemento 2ero @ 70 € o elamento unedade.

() Sepad acoleglo de conpumos fechada sob as operagdes de unido, intersegio ¢ complementos. Emiflo, C ¢ uma
ilgebra booleana onde o conjunto viio, 2, € o elemento zero, e o conjunte universo, £ € o elemente unidade,

Subdlgebras, Algebras Booleanas Isomorfas

Suponha que O & um subconjuntod ndo vazio de uma dlgebra booleana B, Dizemos que O & uma sabdigebra de B se
C €, em 51, uma dlgebra booleana (considerando as operagbes de By, Notamos que O € uma subdlgebra de B se ¢ so-
menle se O ¢ fechado sob as operagbes de B, ie.. +. * ¢ . Por exemplo, |1, 2, 35 70} & uma subdlgehra de Ik, no
Exemplo 13, 1),

Duas dlgebras booleanas B e B <o dites isomorfas 22 existe umad correspond@ncia wmea-um que preserva as

trés operaches, i.e., tal que
fla+by=fila)+1(b),  flasb)=fla)«fib) e  fla')=f(a)’

para gquatsquer elementos a, Fem 8,

15.3 DUALIDADE

A dual de gualquer declaragho cm uma Slgebra booleana B € a declaragiio obtida pela troca das operagdes + ¢ * ¢
de seus elementos idemidade, 0 e 1, na declaragio original. Por exemplo, o dual de

(M+a)e(h+0i=b €& [(Dxa)+(bxl)=b

Observe a simetria dos axiomas em uma dlgebra booleana 8. Isto €, 0 dual do conjunto dos axiomas de B ¢ o
préprio conjunte de axiomas. Conseqllentemente, vale o importante principio de dualidade em B, Esse principio &
enunciado como:

Teorema 15-1:  (Principio da dualidade) o dual de qualquer teorema em uma dlgebra booleana rambem ¢

M e0nsmi.

Em outras palavras, s gualquer declaragio ¢ uma conseqiiéncia dos axtomas de uma dlgebra booleana, entio
A declaragio doal também ¢ uma consequéncia dos axiomas, ji que pode ser provada wsando o dual de cada passo
da demonstragio da declaragio original,
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15.5

TEOREMAS BASICOS
Usando os axiomas [B,] a [B,], provamos {Problema 15.5) o teorema seguinte.

Teorema 15-2: scjam a, b e ¢ clementos em uma dlgebra booleana 8.
{i) Leis de idempoténcia

(5a) a+ama (58] asaman
{ii} Leis de limitaglo
gl a+1=1 (o) a=0=10
(iii} Leis de absorgdo
(Ta) a+fa=b)=a (Th) awia+bl=a

(i} Leis de associatividade
(Ber) (a4 b)+ec=a+ b+ (Bh) (a=blvc=a+ [bwe)
0 Teorema 15.2 & 08 nossos axiomas ndo contém ainda todas as propredades dos conjuntos listados na Tobe-
la 1-1. Os dois prdximos tecremas apresentam as outras propriedades.
Teorama 15-3:  seja @ um elemento gualguer de uma dlgebra booleana 8.
(1} (Unicidade do complemento) sea+x= leag*x= 0, emdoxs = o',
(i} (Lei de invelugiio) (@) = a.
i) (9ay0'=1. (9} 1'=0.
Teorema 15-4  (Leis de DeMorgan): {10a) (a+8)" =a' «b'. [(10b) (ash) =a' +b"
Provamos estes teoremas nos Problemas 15.6¢ 15.7.

ALGEBRAS BOOLEANAS COMO RETICULADOS

Pelo Teorema 15.2 ¢ pelo axioma [B, ], tnda dlgebra booleana B satisfaz as leis associativa, comutativa e de absor-
G0 e, poranto, & um reticulado onde + ¢ * $io as operaghes de disjung®o e conjungio, respectivamente, Com rela-
4o a este reticulado, g+ | =1 implicaag £ 1 e a * ) = D implica ) £ g, para qualguer elemento a € B. Portanio, B
¢ um reticulado limitado, Além disso, os axiomas [B,] ¢ [B,] mostram que B também € distributiva e complemen-
tada. Conversamente, todo reteulado L hmitade, disiributive e complementado satisfaz os axiomas [B,] a [B,].
Consegieniemente, temos o resuliado a seguir.,

Definicio alternativa:  uma dlgebra booleana B & um retculado limitado, complementada ¢ distnbutivo,

Como uma flgebra booleana B ¢ um reticulado, tem uma ordem parcial natural {¢ assim, seu diagrama pode
ser desenhado), Lembre (Capiialo 14} que definimos g = b quando as condighes equivalenies a+b = bea* b
= g valem. Como estamos trabalhando em uma dlgebra booleana, de fato podemos afirmar mais.

Teorema 15-5: cmuma dlgebra booleana, as seguintes afirmativas sio equivalentes:
il a+bh=h (21 azbh=a, (f) a' +h=1. (41 axh' =10

Poranto, em uma dlgebra booleana, podemos escrever a = b sempre que se souber gque qualguer uma das qua-
tro condigies scima & verdadein.

Exemplo 15.2

{ay Considers wma Llgebra booleana de conjunios. Enddo, 4 precede o conjunto & s2 A € um subconjunto de B, O
Teorema 15.4 afirma que, se A © B, comio ilestrado no diagrama de Venn da Figura [5-2, valem os seguintes
condigdes:
(1} AvB=8 {3} A'us=1L.

(2] ANB=A (4) ANB" =G

(By  Conadere os booleanos D, Entdo, a precede b se @ divide b, Meste caso, mme {a. by= b e mdeda, ) = a. Par
exemple, sxjaa = 2e b = |4, Entdo, valem as sepuintes condipines:
{1} mmc{2, 14) = 14. (3} mme(2, 14) = mmcl 35, 14) = 70,

{(2) mdc(2,14) = 2 (4} mde(2, 14') = mdc(2,5) = 1.
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C)os

A & um subcomjunto de 8,
Fig. 15-2

156 TEOREMA DA REPRESENTAGAO

Seja B uma dlgebra booleana finita, Lembre (Segio 14-9) que um elemento @ em B ¢ um dtomo se @ sucede 0 ime-
diatamente, isto & 0 << a. Seja A o conjunto de diomos de B e seja PrA) a dlgebra boobeana de odos os subcon-
Juntes do conjunto de dtomes A, Pelo Teorema 14,8, cada x # 0 em 8 pode ser expresso de maneira dnica (exceto
pela ordem) como a soma (disjungio} de dtomos. i.e., clementos de A. Digamos que

X=gytas oo+ a,
¢ uma tal representagdo. Considere a fungdo £ & — Pi4) definida por
fix) ={ay,a,...,a,}
O mapeamento ¢ bem definido, ji que a representagdo ¢ dnica.
Teorema 15-6; o mapeamento acima f: B — PA) ¢ um isomorfismo,

Assim, vemos o intimo relacionamento entre a teeria dos conjuntos e as Slgebras booleanas abstratas no senti-
do de que toda dlgebra booleana finita ¢, estruuralmente, isomorfa i dlgebra booleana de conjuntos.

Se um conjunio A tem s elementos, o conjunto de suas partes, P1AY tem 27 elementos. Logo, o teorema acima
nos formece o prosimo resultadao.

Coroldrio 15-F:  uma iilgebra booleana finita tem 2° elementos para algum inteiro positivo s
Exemplo15.3 Considere a dlpebra booleana Dy = (1,25, .., 70} cujo diagrama esd ma Figura 15-3(a). Note
que A = {2, 5 T} ¢ o conjunto de dtomas de D, A seguinte representacEs de cada nio-#lomo em dtomas & Gnica,
10 = 2% 3, 14 =27, W=5vT, M=2v5ivT

A Figura 15-3(k) apresenta o dingrama da &lgebra booleana do conjunto PUA) das partes div conjumio A de Slomos.
Observe que o8 dobs dixgramas 50 estruturalmenle iguans.

10 14 a3 {&, 53 {1, 7% 5 T}
l>< $><|'.f 1LJ'}-<:'-I5:- i
(a) Dy i) FA

Fig. 15-3
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Dizese que um produro fundamental P, esid confide em (ou ingluido em) outro produto fundamental P, se os
literais de P, também sdo literais de P,. Por exemplo, 1' 2 e5td contido em x° vz, mas 1° 7 ndo esid contido em 1y’
z, jd que x' ndo ¢ um literal de xy' z. Observe que, se F, estiver contido em F,, digamos, F; = P, + @, pela lei da
s i,

F|+P:=.P|_+P'|"|"|2=F|
Logo, por exemplo, x "'z24+x vz =x"2

Definighio:  wma expressio booleana £ ¢ dita uma expressdo em soma de produtos s B & um produto fundamen-
tal ou o soma de dois ou mais produtos fundamentais, onde um ndo estd contido no outro.

Definigin:  scja £ uma cxpressio booleana, Uma forma de E em sivia de proditos & uma expressdo em soma de
produtos equivalente a E,

Exemplo 15.4 Considere 3 expressio
Ei=x"+yvzs4+x’ ¢ E=x'+xv"+xm':

Emborn & primeira cxpressdo £, sejo umn soma de produtoes, nhio ¢ uma expressio em soma de produtos. Especifica-
mente, o produto 1 estd contido no produte xv:'. Entretanio, pela lei de absorglin, E; pode ser expressa como

E=xz'4pz4x’ =x"+xp" +yr=x" 4yt

Issn beva a wma forma die £, em soma de produtos, A segunds expressio £ 18 € uma expressio em soma de produtos,

Algoritmo para Achar Formas de Soma de Produtos

0 algoritmo de quatro passos, a seguir, usa as leis de dlgebra booleana para rransformar qualguer expressdo boo-
leana E em uma expressio equivalente na forma de soma de produtos,

Algoritmo 15.8A: o entradda & uma expressio booleana E. A saida ¢ uma expressdo equivalente em soma de

produtos.
Passo I Use as leis de DeMorgan e involugio para colocar & operagio de complemento dentro de parénieses,
até que a operagho de complemento sd seja aplicada a varidveis, Assim, E consistird apenas em so-
mas & produtos de literas.

Passo 2 Use a operagio de distributividade para transformar E em uma soma de produtos

Passo 3 Use as leis de comutatividade, idempoténcia e complementos para transformar cada produto em Eem
um produte fundamental ou 0.

Passo 4 LUse as leis de absorgo e identidade para, finalmente, ransformar £ em uma expressio em soma de

produtos,

Exemplo 15.5 Suponhn que o Algoritme 1584 seja aplicsdo i capressio booleans seguinte:
E = ([xp) =) 02"+ 20"+ 20"

Paise I Usando as leis de involugie e de DeMorgan, obiemos

E=xy" 420" 42 40" +2')V) =[xy + 2" Yxez" + 52}

Agora E consiste em apenas somas € produtos de liserais.
Pasze 2 Usando ns leis de distributividade obiemos
E=xpez"+xppz +02's" 4y’
Faszo 3 Usando as leis de comuatividade, idempoinela e complementos, oblemios
E=xv" £ xpr+x2" 50

Cada termo em £ agora é um produte fundamental ow 0.
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15.9

Passo 4 O produto ec e contido em aty ), portants, pela i de absongdo,
' wixr’ e y) = az’
Logn, podemos delatar abe' da soma. Além disso, pela lei de wdentidade para 0, pedemos deletar 0 da soma,
Conseqgilentemenie,
E=xyr+4x:'

£ fiea assim representado como wima expressdo em soma de produtos.

Formas Completas em Soma de Produtos
Uma expressio booleana £ = Eix), x;, ..., %, ] & dita uma expressio em soma de prodigtos complela se E € uma
cxpressio em soma de produtos, onde cada produto P envolve todas as n varidveis, Pode-se usar o teorema se-
Euinte,
Teorema 15-8: toda cxpressio booleana diferente de zero £ = £(x), xs, ..., x,) € cquivalente a uma expres-
sio em soma de produtos complets, & esta representagdio € dnica,
A representagio dnica de £ mencionada acima € denominada forma completa em soma de produtos de E. Lem-

bre que o Algoritmo 15.8A nos diz como transformar £ na forma de soma de produtos. O algoritmo seguinie mos-
tra come transformar uma forma de soma de produtos em uma forma completa de soma de produtos.

Algoritmo 15.8B:  a entrada ¢ uma expressio booleana £ = E(x), %3, .., %,) na forma de soma de produ-
tos. A saida € uma expressdo completa em soma de produtos equivalente a £,
Paggo 1 Ache um produto P em E que nlo envolva a varidvel 1, e multiplique P por ¥, + %}, deletando produ-
tos repetidos. (Isto € possivel porque X, + 5 = Le P+ P = 1}
Passo 2 Repita o Passo | até que 1odo produto P seja um termo completo’, isto €, wodo produto P envolva to-
das as variiveis.

Exampio T5.6 Expresse E(x, y.0h = oy 2 na sun forma completa de soma de produtos,
{ard  Use s Algontmo 1554 em E para obber

E=xiyz) =x(y+1') = xy 4 a2’
{Bd  Use o Algoritmo [8.5B em £ para obier
E=xviz4+21+ = v+ 1 =nis 4 oz’ + o2’ + op's’
= xyr +xpz +xy'’
Agora £ estd representada peln sua forma completa em soma de produtos,

Aviser  a terminologia desta seglo ndo estd padronizada. A forma em soma de produtos para uma expressio
booleana E também £ chamada de forma disfuntiva normal ou FDN de E. A forma em soma de produtos completa
¢ também chamada de forma digfuntiva normal completa, ou forma candnica disfunriva de E,

EXPRESSOES BOOLEANAS MINIMAIS E IMPLICANTES PRIMOS

Existem muitas manciras de representar a mesma expressio booleana £, Definimos ¢ investigamos aqui uma for-
ma minimal para E em soma de produtos. Precisamos também definir e investigar implicantes primos, de E™' pols
a forma minimal em soma de produtos envolve implcantes primos, Existem outras formas minimais, mis seg es-
tuko val além dos objetivos deste exio,

" W.deT  Nooriginal, minimm

K. 4T MNoorigimal, prime impifcanis. A radugio deste lermo ndo el padeonizads. Por uma questio de compatibelidade, oplamaos por usar
aqui o termo que aparece em alpumas grades curriculares de disciplinas de circuisos g,
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Soma de Produtos em Forma Minimal
Comsidere uma expressio booleana £ em forma de soma de produtos. Seja E; o ndmero de literais em E (incluindo
multiplicidade na contagem). Por exemplo, suponha que

E=xv"+ xvt+x0'c't + x"vzr

Entio, £; =3+ 3+d+d=1d e Eg=4.
Suponha que £ & F sk expressdes booleanas equivalemies na forma de soma de produtos. Dizemos que E €
sy simples do que F se

iy Ep=F e Eg= Fy, ol li) Ep=Fp e Ex=F;

Dizemos que E € minimal s2 ndo existe expressio equivalente em forma de soma de produtos que seja mais simplas
do que E. Observamos que pode haver mais do que uma expressio equivalente minimal de soma de produtos.

Implicantes Primos
Um produto fundamental P & dito um implicante primo de uma expressio booleana se

P+E=E
e nenhum outre produts fundamental contido em P tem esta propriedade. Por exemplo, suponha que
E=xy"+xpz' +x'pf
Pode-se mostrar (Problema 15.15) que
'+ E=E mas x4+ EZE e I'+EZ£E
Logo, x2" ¢ um implicante primo de E.
0 seguinte teorema pode ser usado,

Teorema T5-8:  uma forma minimal em soma de produtos de uma expressiio booleana £ ¢ uma soma de impli-
cuntes primedas de £,

As subsegdes seguintes apresentam um método para se achar implicantes primos de E bascado na nogio de
coriensus de produtos fundamentais. Este méiodo pode ser entiio vsado para achar uma forma minimal em soma
de produtos de £, A Secio 15.2 apresenta um método geomélnco par achar esses implicanies primaos,

Consensus de Produtos Fundamentais

Sejam P, e P, produtes fundamentais tais que exatamente uma varidvel, digamos, x,, aparece sem complementos
em uwm deles, Foou Py e complementada no outro. Em&o, o consersis de P e Py € o produto (sem repetigdes) dos
literais de P, ¢ dos literais de P, apos a delegiio de x, ¢ x). (Nio definimos o consensus de P, =x ¢
Py=x')

0 lema seguinte {provado no Problema 15,19) pode ser usado,
Lema 15.10:  suponha que Q ¢ consensus de Py e Py Entio, Py + P, + 0 = P, + P..

Exemplo 15.7  Ache o consensus 0 de P, e P, onde:
(@) P =apz's v Pp= ol
Delete v e v e depois mubipliquee o9 literaks de P, ¢ P, (sem repetigdes) para obter J = 12" 51,
(Fu]] .F'-| = .I!__L" & .F": =M
Deletando e v, ohtéme-se F = x,
ey Py=x'vz ¢ Fp=x"y

Menbiusma vardvel aparece nio complemendnda em algum dos produtos & com complemenic no ouire. Lo-
go. Pyoe Py nilo Em conzensis,

@) Py=x"yz ¢ Pp=uxp2".
Tanto 5 quanto : aparecem complementadas em um produto,
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Método do Consensus para Determinar Implicantes Primos

O algortmo seguinte, conhecide como métode do consensus, € usado para determinar os implicantes primoes de
uma expressdo booleana.

Alporitmo 15.94;  (Método do consensus) o entrada é uma expressio booleana E = Fp + Ps 4000 P
onde os P sio produtos fundamentais. A saida expressa E como uma soma de seus impli-
cantes primos (Teorema 15,110,
Pasgso I Delete qualquer produto fundamental £, que inclua qualquer ontro produto fundamental P, E per-
mitido pela lei da abaorgdo.)
Passo 2 Adicione o consensus de quaisguer P, e F, desde que () ndo inclua nenhum dos Fx. (E permitido pe-
o Lema 15.100)

Pazse 3 Repita o Passo | ¢/ou o Passo 2 a1 que nenhum dos dois seja mais possivel.

O eorema seguinte enuncia as propriedades bisicas do algonimo acima,

Teorema 15-11; o método de consensus ird terminar ¢, enido, £ serd a soma de seus implicantes primos.

Exemplo 158 Seja E = xyz + vz +xp2’ + x'v's + x"vz" Emto,

E=xpz4x'z +xp2" + 1'%z (x'pz" inclui x2")
=+ oy Far [comzensis de xyz e xxs')
=x"2" + 5’y +xy [xvz and xpz' imcloi xy)
=x2 +x ¥4 xp4+ 2y feonsensus de x'z" ¢ x'y'z)
=5 +ap+xy (x'v'z inchui x'F")
s Ak xp X F by (consensus de v’z e )

A partir de agora, nenhum passo so méodo de consersa iid mudar £, Logo, £ ¢ 3 soma de seus implicames primos,
qusz aparecem na dkima linha, isgoé, 52 0y, x' v e 52’

Achando uma Forma Minimal em Soma de Produtos

O método do consensis (Algontmo 15.94) pode ser usado para expressar uma expressio booleana E como a soma
de seus implicantes primos. Usando uma tal soma, pode-se achar uma forma minimal em soma de produtos para £
COMO & SERUIr.

Algoritme 159B:  aentrada & uma expressio booleana £ = Py + Py + - = P onde os P sioaodos os im-
plicantes primos de £, & saida expressa £ como wma soma de produtos minimal.

Passe [ Expresse coda implicante pomo P como uma soma de produtos completa,

Passe 2 Delete, um por um, 10dos o8 implicantes primos cujos [Enmos na soma aparecem enire a5 parcelas da
soma dos implicantes primos restanies,

Exempio 15.9  Aplicamos o Algoritmes 1598 para
E=x"2"+xp+x"y +52'

(Pelo Exemplo 15,8, E ficn ngors expresso comiao @ soma de todos os seus implicantes primios.
FPasze 1 Expresse cada implicante primo de E como uma soma de produios completa para obter
.‘_-:r - ."I"l.'."lr,l' + _'I'r] - .".'r_'l'-'r + "'I.l"IJI
xy=xyfz+:z"1=xvz + .'|:_|':J
=iz =+

=y x4+ x) = x4 xr’
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Pasgo 2 Os lermeos na soma de x' =" que aparecem entre owlros termos de soma sdo v yze 2’y 2
Logo, delete x"y" para obier

E=xv+x'y +p2

As parcelas de qualguer outro implicante primo ndo aparecem entre as parcelas dos implicanies primos remanescen-
tes g, poriante, esta & uma forma mamimal em soma de produtos de E. Em outras palayras, nenhum dos imglicanies
primos remanescentes € supériluo, isto €, nenham deles pode ser deletada sem que se altere E,

15.10 PORTAS LOGICAS E CIRCUITOS

Circuiros Mdgicos (lambém chamados redes Idgivas) sio estruturas construidas a partir de certos circuitos elemen-
tares chamades portas ldgicas. Cada circuito 1égico pode ser visto como uma méquing L gue contém um ou mais
dispositives de entrada e exatamente um dispositivo de saida, Cada dispositivo de entrada em L manda um sinal, es-
pecificamente, um bir

0 ou |1

ao circuite L, ¢ L processa o c:::lnjunmdc it para obier um bir de saida. Conseqilentemente, uma seqliéncia de n
birs pode ser associada a cada dispositive de entrada, e L processa as seqiéncias de entrada, um it a cada vez, pa-
ra produzir uma segiéncia de saida de n birs. Primeiramente definimos as poras logicas, ¢ depois investigamos os
circuitos lagicos,

Portas Logicas

Existen irés tipos hisicos de portas 1dgicas, que estio descntos abaixo, Adoamos a convengio de que as linhas que

entram & esguerda noe simbolo de porta sdo linhas de entrada, @ a linha dnica que sai & direita € a linha de safda.

ia) Povia QL  aFigura 15-5(a) mosira wma porta OU com enradas A ¢ B e saida ¥ = A + B, onde a “adicio™ ¢ defi-
nida pela “abela-verdade™ da Figura 15-50). Assim, a saida ¢ ¥ = 0 apenas quando a5 enradas sho A = Qe B =
1, Umna porta do tipo OU pode ter mais de duas entradas. A Figura 15-5(c) mostra uma porta do tipo OU com qua-
tro entradis, A, B, Ce D esaida ¥ = A+ B+ C+ DA saida & ¥ = 0 se e somente se todas as entradas s3o 0,

Suponha, por exemplo, que os dados de entrada para a pora OU da Figura 15-5(c) sio as seguintes seqisdn-

clas de ot birs;

A = 10000101, £ = 10100001, C o= 00100100, 0= (0010101

A porta DU 26 produzicd 0 quando todos os bits de entrada forem 0. 1550 56 ocorre nas segunda, guinta ¢ séti-
ma posiedes (lendo da esgquernda para a direita). Poranto, a saida & a seqiiéneia ¥ = 10110101,

A
F=a+#hk
B

fa}) Porta QL ih) i)
Fig. 15-5

H|B|.4+.E A

i
oL F=A+B+{+D

o |

o

= e =
e T o
[ p—

() Porta E:  aFigura 15-6(a) mostra uma porta E com entradas A ¢ 8 e saidas ¥ = A - B (ou, simplesmente, ¥ =
AR}, onde o "multiplicagio” ¢ definida pela “1abela-verdade™ da Figura 15-608), Assim, asaida é ¥ = 1 quan-
dho a5 entradas s3o A = 1 ¢ B = 1; caso contrério, ¥ = 0. Uma pona E pode ter mais do gue duas entradas. A
Figura 15-60c} mostra uma porta E com quatro eniradas, A, 8, Ce D, esaida ¥ = A - B C: D, A safdaé ¥ = |
se ¢ somente se todas as entradas sio [
Suponha, por exemplo, que os dados de entrada para a porta E da Figura 15-6ic) sejam as seguintes se-
giiéncias de olto bits;

A 11100111, E=01111011, C=01110011, D=1
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A porta E produzisd | apenas se todos os ks de entrada forem iguais a 1. Tsto 86 ocorme nas segunda, ierceira
¢ sétima posighes. Logo, a seqiéncia de saida & ¥ = 00 100010,

A B|AE M
A — 1 i B L
2] Y=4-5 1 i ] E Y=A -R-C:-D
B — o | 1 0 ¢
o | o 0 D_|_
(@) Porin E by (]
Fig. 15-6

i) Porta NAQ: aFigura 15-7(a) mostra uma porta NAO, também chamada de inversor, com entrada'A e sai-
da ¥ = A", onde “inversdo”, denotada por ', € definida pela “tabela-verdade™ da Figura 15-7ih), O valor da
saida ¥ = A’ ¢ 0 oposto da entrada A; isto €. A" = | quando A = 0 e A’ = O quando A = |. Enfatizamos que
uma porta NAD 56 pode ter uma entrada, enguanto as portas E e OU podem ter duas ou mais eniradas.

Al
A NALT yu A 1je
a1

(@) Porta NAD i)
Fig. 15-7

Suponha, por exemplo, que uma porta NAO deve processar as rés seqiléncias seguintes:
Ay = 110001, 4, = 10000111, Ay = 101100011000

A porta NAD mueda 0 para 1 e 1 para 0. Logo,

A = 001110, Ai = 01110000, Ay = 010011000111
sl 05 trés spidas correspondentes.

Circuitos Logicos

Um circuite ligico L ¢ uma estrutura bem formada cujos componentes elementares siio as portas OU, E e NAD
acima descritas. A Figura 15-8 € um exemplo de um circoito ldgico com entradas A, B ¢ C e saida ¥. Um ponto in-
dica um local onde a linha de entrada se divide de maneira tal que o sinal enviado pelo bit € emitido em mais de
uma diregio, (Por conveniéncia de notagio, fregientemente, omitimos a palavea no imterior do simbolo de porta.)
Trabalhando da esquerda para a direita, expressamos ¥ em termos das entradas A, B e C como a seguir. A saida da
poria E € A - B, que &, entiio, anulado para produzic (A - B). A saida da pora OU mais baixa é A"+ C, que £, en-
t3o, anulado para obrer (A" + ). A saida da porta OU mads b direita, com entracda {4 - B) ¢ (A" + O, nos dé a re-
presentagdo desejada, 1510 €,

Yuid B +{d"+C)

LD

Fig. 15-8
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Circuitos Légicos e Algebras Booleanas

Observe que as tabelas-verdade parn as portas OU, E ¢ NAD si@o, respectivamente, idénticas is tabelas-verdade
para as proposigies p v g (disjungio “poow g, p A g (conjungdo “p e g') e = p (negagdo, “nic p7), que apare-
cem na Seglo 4.3, A dnica diferenga € gque sdo usados | e D no lugar de V ¢ F. Logo, os circuitos ldgicos satisfa-
zem as mesmas leis que as proposighes e, portanto, formam uma dlgebra booleana. Declaramos este resultado
formalmente,

Teorema 15-12: circuitos logioos formam uma dlgebra booleana.

Conseqilenicmente, todos os wrmos utilizados em dlgebras booleanas, tais como complementos, literais, pro-
dutos fundamentas, € soma de produtos completa, também podem ser usados nos nossos cireuitos logioos,

Circuitos E-OU

O circuito ldgico L, que comresponde a uma expressdo booleana em soma de produtos, € denominado um circuite
E-OU, Um circuito L como este tem vinas entradas, onde;

(1} Algumas das entradas ou sews complementos alimentam cada uma das portas E.

(2} As saidas de todas as portas E alimemtam uma amica poria 0L,
(3} A saida da posta OU € o saida do circuito L.

A ilustracio desie tipo de circuito logico esid feita a seguir.
Exemplo 15.10 A Figura 15-9 € um tipico circwite E-OL com trés entradas A, B e Ce saida ¥. Podemos Facil-
menbe expressar 1 coma uma expresske booleana nas eniradas A, 8 ¢ C como a seguin, Achamos primeiraments a
saida de cada pora E:
{a}  Asentradas da primetra poma E s3o A, B e C portanto, A - 5 - C € a saida,
By Asentradas do segunda posta E o A, B'e O ponanto, A - 8- C € o saida.
ich  Asentrmdas da terceira ports E siio A'e &; portanto, A°- 8 € 2 safds
Emtin, a soma das sakdas das ponas E £ 6 safda da poma QUL que ¢ a safda ¥ do circwite. Loga,

Y=4-B.C+4.-8.C+4" B

= .

v ¥

URUAU

g
g

Portas NE e NOU

Existem duas porias adicionals, equivalentes a combinagies das portas bisicas referidas acima,

{a) Uma porta NE, representada na Figura 15-10(a), € equivalente a uma porta E seguida por uma porta NAO,

i) Uma porta NOU representada na Figura 15-10{a), ¢ equivalente a uma porta OU seguida por uma porta NAD,
As tabelas-verdade para estas portas (usando duas entradas A ¢ B) aparecem na Figura 15-100c). As portas NE

¢ NOU podem, na verdade, ter duas ou mais eniradas, exatamenic como suas portas correspondentes E e OUL Além

dis=n, a saida de uma porta NE € 052 ¢ somente sé odis as enradas sio |, ¢ a saida de oma pora NOU € | se e so-
mente s todis e entradas sio 0
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A& | N | wou
4 } A 1|1 0 0
NE ¥ OIS ¥ 11 d ] i
i o 01 I 0
a|a I 1
{a) Porta WE (b1 Pora NOL ich

Fig. 15-10

Cpservie que a dnica diferenga entre as portas E e NE e O e NOLU £ que as ponias NE ¢ NOU sio seguidas por
wm cireulo, Alguns esios ambdém usam este circulo para indicar um complemento ames de uma pora, Por exem-
plo, a4 expressdes booleanss correspondente aos dois circwites lgieos da Figura 15-11 s3o

(@) Y=id'8)', (B Feu(d'+8+0C)

A =] A
¥ B ¥
ﬂ 1 {.
(a2} i

L]

Fig. 15-11

15.11 TABELAS-VERDADE E FUNCOES BOOLEANAS
Considers wm circuito Mgico L com a = 3 dispositives de entradda A, B e C e saida Y, digamos,

Y¥=A-B-C+A4A-8B-C+4"-8

Codw atribuigio de wm conjunto de trés birs as entradas 4, B e C produz um it de soida para ¥. Juntando tedo, exis-
tem 2" = 2 — # maneiras possiveis para atribuair bes de entrada, como a seguir:

(edd, 00w, Or0, 001, 1y, TOn, 1It, 11

Supomios gque a seqiiéneia dos primerros bits € atnbuida a A, a seqiiéncia dos segundos bits a B, e o seqiéncia dos
terceiros firs o O, Portanto, o conjunto de entradas acima pode ser rescrito na forma

A = 00001111, B = 00110011, C = 0101010

Enfatizamaos que estas tris 2° = seqiliéneias de oio birs contém as oito combinagdes possiveis de birs de entrada.
A tabelg-verdade T = TUL) do circuito L acima consiste na seqiiéncia de saida ¥ que corresponde s seqiidn-
cias de enirada A, B. C. Esta tabela-verdade T pode ser expressa vsando notagio fracional ou relacional, isto &, po-
de ser escrila na forma
4. B.C)= ¥ o T(L)=[A B C:¥]

Essa forma para a tabela-verdade de L é essencialmente & mesma que a tabela-verdade para as proposiglies discu-
tida na Secdo 4.4, A dnica diferenga ¢ gue aqui os valores de A, B, Ce ¥ sio escritos no semido hodzontal enguan-
o e Secao 4,4 estEo escritos vericalmente,

Considere um circuito logico L com a dispositivos de entrada. Existem muitas maneiras de formar » seqiin-
cias de entrada A, A, ..., A, contendo as 2° combinagies posaiveds de bits de entrada, (Note que cada seqiién-
cia deve conter 2° birs.) Um esquema para atribuiglio &

A,: Atribua 2" birs Os seguidos de 2° birs 15

Ay Repetidumente, atribua 2”7 birs Os seguidos de 2 bits 1s.

A, Repetidamente, atribua 2°7 birs Os seguidos de 2™ bits 15,

E assim sucessivamente. As sequincias obtidas desia forma serfio chamadas segiidncins especiais, A troca de 0 por
e 1 por O nas seqiidncias especiais produz os complementos das seqlidéneias especiuis.
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Observacio:  Admitinde que a entrada <io as seqliéncias especials, fregiientemente ndo precisamos distin-
guir entre a tabela-verdade
TIL)=[A). ds,..., A Y]
¢ a propria saida ¥,

Exempla 15.11
{al Suponha que wm circuitn bgico Lwenha v = 4 dispositivos de entrada A, B, C, [, As segilfneias especials de
= ¥ = 1 b para A, B, C e I sio

A= WG ELTL, = O] DOO0L 100 ] 0dp] LD |
Mo D] IOB001T1], I = QIO O101 D181
Baai
(1) A comega com oito (s sepuidos de it 15, (Agui, -l lk = K.}
2y B comega com quatro s sepuidos de quatro s, & assim por diamie. (Adqui, 2" I=2=4)
i3 C comega com dois Os seguidos de dois 15,  nssim por diante. (Aqui, 2" =2' = 2
(4) D ecomega com am 0 sepuido de wm 1, ¢ assim por diame. {Aqui, 2 =2"=1.)
(b Suponha que um circubto [aglco L venha m = 3 dispositives de emrada A, B, O As seqbéncias especians de 2' =
2" = 8 birs para A, B, C, e scus complemsentos sio

A = OETT, & = 00111, O = D010
A" = 111N, B e 11001100, C' = 10100000

Apresentamos a seguir um algontmo de trés passos para determinar a tsbela-verdade para um circuito lgico L
onde a =aida ¥ ¢ uma soma deda, na entrada, por uma expressiio bookeana em soma de produtos,

Algoritmo 15,11 o enirada € uma expressio booleana em forma de soma de produtos ¥V = YA, 45,...)

Pazso I Escreva as seqiéncins especiais parn os emtradas Ay, Ay, . .. e swis componentes,

Passe 2 Ache cada produto que aparece em . (Lembre que o produto X - X5 -+ = 1 em uma posicio se ¢
somente se todosos X, X5, L tem | na mesma posigio. )

Pazzo 3 Ache a soma ¥ dos produtos, (Lembre que o produto Xy + X5 4 --- = 0 em uma posicio se ¢ so-
mente se todos os Xy, X, ... tem 0 na mesma posiEo. )

Exermple 15,12 O Algoritme 15,11 & ussdo par achar o tabela-vendade T = T{L) do circaite ldgico £ nn Figura
15-9 ou, equivalentemende, da expressdo boodeana em somea de prodatos acima:

Fed BChd B Cod B

(1) As seqgiiéncias especinis ¢ seus complementos aparecem no Exemplo 15,1 0k)
(21 Ok proxdutos sdo

A B e THMEHION, A B O e 00, AT B o= 001 10000

(3 Asomaé ¥ = 00110001,
Conseqilentements,

TOOOLTLL. od1garl, 01010101) = 1010l

o, simiplesmeznse, T{L) = (0110101, onde assumimos que o entrsda consiste nos sec)idncins especiais,
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Fungbes Booleanas
Seja £ uma expressdo booleana com n varidvels Xy, Xz,.... Xy Toda a discussio anteror pode ambém ser aphca-

dn a E, onde, neste coso, as segincias especials sfo atribuidas &s vamdvels xp, xa,. .., X em vez de o senem sos
dispositivos de entrada 4, A5, ..., o A tabelp-verdade T = TUE) de E ¢ definida da mesma maneira que a tabe-

la-verdade T = TiL} para um circuito I6gico L. Por exemplo, a expressdo booleana
Em xyzr xpc+x'y
que € andloga ao circuit logico L do Exemplo 15.12, produz a tabela-verdade
TiooooI11L, aooln, o11eioL) = L1010
ou, simplesmente, T(E) = 00110101, onde assumimos que a entrada consiste nas seqiéncias especiais,

Ohservagio: A tabela-verdade para uma expressio booleana £ = Eix), &, ..., x,) com » variiveis tam-
bém pode ser encarada como uma fungio “booleana™ de 8" para B. [As dlgebras booleanas 8 e B = (0,1] estdio
definidas no Exemplo 15.1.] Isto &, cada elemento em 8 ¢ uma lista de n bits 05 quais, quando associados a uma
lista de varidveis em E, produzem um elemento em 8. A tabela-verdade TTE) de E &, simplesmente, o grafico da
fumgdo.

Exemplo 15.13

(ay Considers a expressdo boolesna E = E(x, y, £) com ks varidveis, 08 oiwo ermos compbaos (prodatos funda-
mentzis ervolvendo iodas as trfis vandvers ) sdo

¢ [ — .

xpz, oxypz, oxp'r, x'vr, oxp'rl. x'ert, Xy

A5 tabelas-verdade para estes termos completos (usando as seqiktncias cspecinis para x, v & 2) s
xys = (N, xyz’ e D000, xp'z o ODOORT0, x'yz = D000
xp'z" e OOD10000, wlyz! o 0000000, x"y"z e DODOO0ON, x'y'rt = 1000000
Cihserve que cada termo completo assume o valor | em apenns uma das oito posigies,
() Considere a expressdo booleana E = svr'+ 5 vz + 1" v" 2 Note que E & uma expresaiio complet em somma di pro-
dutes contendo ks wermes complens. Conssqientemente, 2 tabela-verdade T = TUE) para £, usando as seqiién:

Cias espEcinis pam oy, v, 7, pide ser facilmemie obtidns a partir dos seqi#ncine na parte (a). Especificamente, & ta-
bela-vendade TUE) conterd exalamente irés |5 ma mesna posgio dos |5 dos irés termos completos em £, Logn,

TO00aL 1L, o01000L, 01010800 ) = 0000aL0 8

o, simplesmente, TUE) = QI00IDI0,

15.12 MAPAS DE KARNAUGH

Os mapas de Karmaugh, nos quais os termos completos envolvendo as mesmas varidveis sio representados por gua-
drados, 580 dispositivos pictdrices para determinar implicantes primos ¢ formas minimais para expressies boolea-
nas envolvendo, no mdximo, seis varidveis, Trataremos apenas dos casos com duas, 1rés ¢ quatro vaniveis. No con-
exto de mapas de Kamaugh, usaremos, i vezes, as expressies “guadrado”™ ¢ “termo completo” indistintamente.
Lembre que um terme completo & um produto fundamental que envislve todas as variaveis. e que uma expressdo
completa em soma de produtos ¢ uma soma de wermos compleios,

Precisamaos definir primeiramente a nogio de produtos adjacentes, Dois produtos fundamentais, P, e P, sio di-
tos audincentes sc P e P, tEm as mesmas variiveis ¢ se diferem em exatamente wm literal, Pormanto, & necessinio gue
existam uma varidvel nio complementada em um produto e uma complementada no outre, Em particular, a soma
de dois produtos adjacentes € um produto fundamental com um literal @ menos,
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Exemple 15.14  Ache 2 soma de produtos adjscentes P, ¢ P, ande:
@ P=xz & PBh=og's
Fl+Pi=xgr +x s =xz'iv+ ) =xz'(li=x2"
) Foex'yzre Pomxy's
Po+ P 'yt 5"yt = iz 1) w3y 1) = xps
e} Pr=x"var e Py=xp2't.

Agpui, F"I E.P: nfo sdio adjacentes, uma ver gue diferem em doas lilerais. Em F:n'lil:u'ln.r.

P+ Pr=xyarexi=0"+fs +2" 0= (1}l = pr
[y P =xyz e Py= xyat,

Agqui. P e P, nfo slio adjacentes, ji que tém varidveis diferemes. Logo, em particolar, eles nio aparecerdo como
quesdrados no mesmse mapa de Kamsagh.

O Caso de Duas Varidveis

O mapa de Komaugh cormespondente a expressies booleanas Elx, v) de duos varidveis, x e v, é mostrado na Figura
15-12(er). O mapa de Karnaugh pode ser encarado como um diagrama de Yenn onde x € representado pelos pontos
na metade superior do mapa, sombreada na Figura 15-1208), ¢ v € representado pelos pontos na metade esquerda
do mapa, sombreada na Figura 15-12(c). Logo, £ € representado pelos pontos na metade inferior do mapa e v € re-
presentado pelos pontos oo metsde direita do mapa, Conseqiientemente, 08 quatro possiveis lermos completos com
dois literais

xr, xy, x'v xy

estio representados pelos quatro quadrados o mapa, como indicado no Figura 14- 120d). Node que dois destes qua-
drados sio adjacentes, de acordo com a definigho acima, s¢ ¢ somente s¢ o8 quadradoes s8o geometricamenie adja-
centes (Em um lade em comumi),

r Y ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥
X X I X Iy
x X | xy 2y
{uxh i) x sombresdo (e v sombrendo il
Fig. 15-12

Qualquer expressio booleana E(x, ¥) em forma completa de soma de produtos & uma soma de termos comple-
tos g, portanto, pode ser represeniada no mapa de Karnaugh pela colocagho de sinais do tipo =4 [visto) nos qua-
drados adequades, Um implicante prime de Elx, v) serd um par de quadrados adjacentes em E ou um guadrado
izodado, .., um quadrado que ndo & adjscente o nenhum outro quadrado de Elxy), Uma forma minimal em soms
de produtos para E(x, ¥) consistird em um ndmero minimo de implicantes primos cobrindo todos 0s quadrados de
Elx, v} como ilustrado no proximo exemplo,

Exemplo 15.15 Ache os implicantes primas ¢ wmn forma minimal @m soma de prodotos paras coda umn dos se-
puinpes exprecsies bonleanas complecns em soma de prodatos;

(o) Ey=xv+ars (B E=xv+xv+xv (0 E=xp+s)

Do pondle v Feito usando o mapa de Kamaugh como a segaie:

ia)  Margue os quadrados comespondentss 2 Ty @ xy' coma na Figara 15-13(a). Note que E, consiste em um mpli-
cante prima, ot dois quadrados adjncentes dentificados pelo lngo na Figuera 15-13(a). Este par de quadrados
adjeeentes represcnta a varsivel x logo, & & um (o dnice) implicante primo de E|. Conseglientemente, £, = v &
suz soma manimal,
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¥ ¥ ¥ ¥ ¥ v
T E__—D = N
& - &' ¥
(o) By (¥ By (<} By
Fig. 15-13

(td  Margue os quadrados correspondentes axy ¢ 37y como na Figura 15-1Xal Mote que E, conbém dois pares de
quadrades adjacentes (idennficadis pelos dois lagos) que incluem rodos os quadrades de E.. O par ventical re-
presenta v ¢ o par horizontal representa £ portanto, ¥ & x* o os implicantes primos de £, Logo, By = x4 ¢
¢ 518 soena minimal.

fed  Margue os quadrades correspondentes a xy e 2"y como na Figura 13-13¢). Note que E, consiste em dois qua-
drados isolados que representam kv e x' v’ bogo, oy e 57 v sho os implicantes pimos de e E, = ay + xy'd
SUd womi fidfimal.

0 Caso de Trés Variaveis

O mapa de Karmaogh correspondente a uma expressio booleana E = E (x, ¥, 2} com irés vandveis x, y e 2 € mostra-
do na Figura 15-14(a). Lembre que existem exataments oilo termos compleios com irés varidveis:

F AT i i AT i, i
XyI. Xyr Iy z, Iy z, X ¥z X FZ Xyz I FZ

Esses termos completos estdo listados de tal modo que comespondiem aos oito quadrados no mapa de Kamaugh, de
maneira dhvi

Além disso, a fim de que todo par de produtos adjacentes na Figura 15-1400) seja geometncamente sdpcentes,
s arestas direita e esquerda do mapa devem ser identificadas. Isto € equivalente a cortar, dobrar ¢ colar o mapa ao
longo das arestas identificadas para obter o cilindro desenhado na Figura 15-1400), onde produios adjacentes s3o,
agora, representados por quadrados com um lado comum,

w: wr ¥'r yE

=)
Fig. 15-14

Encarando o mapa de Karnavgh na Figura 15-140a) como um diagrama de Venn, as dreas representando as
varidveis r, ¥ ¢ 2 estdo assinaladas na Figura 13-135. Especificamente, a varidvel x ainda € representada pelos pon-
1o na metade superior do mapa, como sombreado na Figura 15-15{a), ¢ a varidvel v ainda ¢ representada pelos
pontos na metade esgquerda do maps comoe indicado na Figura 15-1508) A nova vandvel 7 € representada pelos
pontos nas quartas partes esquerda e direita do mapa, come indicado na Figura 15-15(c). Logo, x°, v'e 1" slo re-
presentados, respectivamente, pelos pontos na metade inferior, metade direita e duas quartas pares intermedis-
rias dov mapa,

= wooo¥T ¥z az R ¥ weoooys o

() © sombreado () 7 sombreado {) z sombreado
Fig. 15-15
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Designamos por rerdrgalo Iisice, no mapa de Kamaogh de més varidveis, um quadrado, dois quadrados adjas
centes ou guatro quadrados que formam um retingulo de 1 x4 oo 2 % 2 quadrados. Os retdngulos hisicos corres-
pomddem aos prodhwtos fundamentais de trés, dois ¢ um literais, respectivamente. Além do mais. o produto fundamen-
tal representado por um retangulo hisico ¢ exatamente o produto dos literais que aparecem em cada quadrado do
retiimgulo.

Suponha gue uma expressdo completa em soma de produies E = E(x, v, 2) € represeniada no mapa de Kar-
naugh pela marcagio dos quadrados aproprisgdos. Um implicante prima de E serd denominado om retdngulo bedsi-
co mavimal de E, ie., um retingulo bisico contido em E que nfio estd contido em nenhum retingulo bisico maior
em E. Uima forma minimal em soma de produtos para £ consistin em uma coberfura minimal de E, isto €, um nid-
mero minimal de retingulos bisicos maximas de E que, junios, incluem todos os quadrados de E.

Exemnplo 15,768 Ache os implicamies primos ¢ uima soma de produlos minimal para cada uma das seguintes ex.
pressdes Booleanas em soma de produtos comiplea;

(@) Ey=xyz4xpz 435w + x5

(b Ex=ayz+aps’ 4+ o'z + x4y

e Eymxyzsns +xvw' + 60+ 1'%

[s50 podie ser feine usando o mapa de Kamawgh como a seguir,

Lzl Ha:que 0% quadrados cormespordeniEs ans guakn lermos da soma camo na ]""igl.l.ra | 5= 1), Oibserve us F.I
tem irés implicandes primos {retdngubos bisicos maximais), que estio circundados; shory, v2° ea”y' 2 Os mds
k0 necessdrios para cobrir £ porante, a soma minimal para E, &

Ey =xv+y +x0s

(B} Marque os quadrados cormespondentes ans cinco termos da soma coma na Figura 15-16(k). Observe que £, tem
diois implecantes primos, gue est@3e circundades. Um & formado pelos dis q_uu:l'm mdjacentes (e represen-
twms o, e 0 owtro & o guadmidoe 2 = 2 que representa 7. Ambos 3o necessinos parm cobrir E,. @ assim o soma
minimial para £, ¢

Exs=mxy+r

(e} Marque os quadrados comespondentes aos cineo lermos da soma como na Figura 15-160c), Como indicado pe-
los lagos, £, tem quatro implicanies primos. oy, v’ 5" 2" e 1" v Enretanto, apenas um demtre os dois iracejodos,
2, um entre vz oo v 2 & necessinio para wma cobertura minimaal de E,, Logo, E, fem duas somas minamais;

Ey=xriys +xF =xp+ 27"+ &'y

¥y oy 'z e wr o yE

TP [ 7
Y

ia} E, {b) E, {c} By

AN

Fig. 15-16

Exemplo 15,17 Projete um circula L com irés entradas, doe tipo E-OU, com a tabela-verdaile seguimes
o [A B O L] o= [O00OLLTL, 00 D0OLT, 0T01000k; 1ia11o1]
Dia eabela-verdade, podemos deduzir a forma completa em soma de produtos pam L (como no Exemplo 15105
L=A"BC"+ A'BC+ AB'C' + AR'C + ABC

O mapa de Kamawgh associgdo estd na Figara 13-17(e), Observe que L sem dois implicantes primos, 8'e AC, na san
coberiurs minimal; portamo, L= 8"+ AC ¢ uma soma minimal pasa L. A Figura 15- 1700 mostra o cirewive E-QU
mimimal para L.
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Fig. 15-17

O Caso de Quatro Varidveis
O mapa de Kamaugh correspondente a uma expressio booleana £ = E(x, v, 2,1 ) com quatro varidveis x, v, 2 e Jes-
ti mostrado na Figura 15-18, Cada um dos 16 quadrados corresponde a um dos 16 termos completos com quatro
varkiveis,

xypzt, xvzr', xer’t, xe'n Ll Xy

como indicado pelos rotulos das linhas ¢ colunas do quadrado. Observe que a linha superior e o lado esquerdo sio
rotulades de tal maneira que os produtos adjacentes diferem por exatamente um literal, Mais uma vez, precisamos
identificar a aresta esquerda com a aresta direits (como fizemos para trés vardvels), mos também precisamos iden-
tificar a aresta superior com a aresta inferior. (Essas identificagbes originam uma superficie em forma de rosca co-
nhecida come fong, ¢ podemos encarar nosso mapa como sendo, realmente, wm weo,)

Um retdngule bdsico, no mapa de Kamaugh de quatro vandvers, ¢ um quadrado, quatro quadrados formando
um retdngulo 1 % 4 ou 2 % 2 ow oito quadrados formando um retingulo 2 = 4. Esses retingulos cormespondem aos
produtos fundamentais de quates, trés, dois @ wm literais, respectivamente, Novamente, os retingulos bisicos ma-
ximais sdo o5 implicantes pnmos. A técnica de minimizagdo para uma expressio bocleana Elx, v, 2. 0 & a mesma
e a anleriormente descrita

g o' fF 2

i

Fig. 15-18

Exemplo 1518  Ache o produto fundamental P representado pelo retiingulo bdsico nos mapas de Kamaugh mas-
trades ma Figara 13-19,

Em coda caso, determine os literis que oparecem em todes os quadrados do retdngulo bisico; & ¢ o produio
destes liernis
(gl X ¥e s aparecem em ambo ox quadrados; porania, P = o'z’
(b} Apenas y e 7 aparecem mis quatr quadrados; portanto, P = e,
(e}  Apenas ¢ aparece nos oito quadrsdos; poranto, # = &
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=2 ' 2t 2t # =t 2 =M st = Y 2t
2y ¥ \'{._ j =¥ | 7
xy' Vol v ' | ¥ v
=y =y ey | v
2y =y | /¥ =y | ¥ l\l-;-
far) (B} (=)
Fig. 15-189
Exemplo 15,19 Uss o mapa de Kamawgh para achar wma forma minimal em soma de prodatos para
. E=xy' + oz + 2y s + 2"t
Marque os quadrados que represenam cada prodate fandamestal. Isto &, margue os quatre quadredos represen-
Lanichs ay', o6 divis guadrados representando oz, o8 dols quadrades representando o v’ 2" e o quadrado representando
x' yer', coma na Figurn 15-20. Uma cobemurs minimal do mapa consiste nos trés retingulos bisicos maximais iderti-
fleados. Ok quadrados 2 = 2 represemam os produtos fandamentais oz e v 2, & o dots quadrados. adjscentes (supere
& inferior) representam yor, Portanto,
E = xz4y's" + yal’
# uma soma minimal para £,
FIN T Y 3
w v |\ ;J]
=y | v ALY
=y ¥ _r_"/‘
oy o
|
Fig. 15-20
Problemas Resolvidos
Algabras Bocleanas

151 Escreva a dual de cada uma das equagties booleanas: (gl fa* 1) * (D+a' )= 0 (Ma+a’b=ash
fial P'unnhlu'.l:qum.—.]n |:|u.:'|.ln:|qu:-t: * e trogue Oe |, Assm,
[0+ (1o =1

(b Primerramente gscreva @ equagio usando * para obler a +{a’ * b)) = a+ b Entio, odual é ¢ * @'+ 5) = a = bgue

pile serescrilo coma
@la’ & b) = ab

1582 Lembre (Capitulo 14) que o conjunte D, de divisores de m @ um reticulado diseribativo limbado coma + b = a v
o= omme (@, b ea *b+aab= mdola k). (a) Mostre que I € uma dlgebra booleana se m € um produto de

primos distindos, (8 Ache os dtconos de 1,
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153

154

{#) Basta mostrar gue D & complementado, Sejaxem D e sejn o' = miy Come @ & um produte de primos distintos, x
¢ &' 1dm divisores primos diferences. Portante, x = 8" = mdole 51 = Lex+x = mme (5 x° ) = s Lembre que |
¢ pelemento zero {limite mferocy de D e que m é o elemento identidade (limite superion) de D_, Logo, x'é wm com-
plemeenee de 5 ¢, portaneo, I & uma dlgebra beoleana

(B O domios de D sbo o8 divisoses primos de m.

Congidere a dlgebra booleana D,

(@) Liste scus elementos ¢ desenhe sew dingrama.,

(b1 Ache o conjunto A de Stomios,

(¢} Ache duas subdlgebras com odto clementos.

) X ={1,2,6,210] & um sub-reticulado de D, ;? Uma subilgebra?
ep ¥=[1 2135 6} ¢évum sub-retsculado de Ik, 7 Uma swbdlgebra™

fap Osdivisoresde 20080 1, 2,3, 5,6, 7, 10 14, 15, 2130, 35, 42,70, 108 ¢ 210. Os diagramas de D, aparecein

Figura 1521,
By A =1{2,3 5. 7] oconjunio de divisores primos de 210,
() B=1,2,3356,70, 105 210]eC =[1.5.67, 3,35 42, 210} sdo subilgebras de 210,

(b K& wm sub-reticulado, pqoe & ordenade lineasmsenee. Emretanso, & ndo ¢ ama subilgebra, poas 35 € o complemséen-
e che 2 e Iy, & 35 miio pertence a X, (Ma verdade, nenhuma dgebra booleana com mais de dods elementos € onde-
nada linearmente. )

el ¥ ¢ um sub-réeteciulado de |J:.m s & fechado sob + & *. Enlretanta, ¥ Ao & uma subdlgebra de I'.I_.II pn'is o & fe-
chindo sob complementos em I por exemplo, 35 = 2" ndo pemence a F. (Notamos que ¥ £ em <, uma dlgebra

f/\\

L 10 14 16 n I

"
\\\

Ache o ndmere de subidlgebras de Dy,
Uma subdlgebra de I, deve conter dois, qualno, ollo ou dezesseis elementos.
(i) 80 pode exbalr wma subdlgebra com dds elememos que consista mo limile sigperior 210 ¢ po limike inferior 1, e,
[1.210].
(i} Como I}, contém deresseis elementos, a dnica subdlgebra de D, € cla mesma.
itip Crualguer subdlgebra de gquatro elementos € da fooma {1, x80 210, 12, consiste nos limites inferior ¢ superion em
um cukre elemento que mie ¢ limite e sew complemento, Existem quatorze elementos que nbio sdo hmie em Dy, 2,
partantn, existem 142 = 7 pares [x. 1" |. Logo, D, em sete subdlpebras com guatro lementos,
(ivh Qualguer subdlzebra § com oae elemenos conterd rits Slomos 1, 55, 5. Podemos escother 5, e 5, comi sendo
quatsgeer doas dos quatrg Momes de I, e, neste caso, 5, serd o produto dos dois owtros Somos, por exemplo, po-
demos fazer 3 = 2, 5, = 3, 51 = 5.7 = 35 (qgue determina a subflgebra B acima), ou podemos lomar 5 = 5§,

=T, 5 =2-3=06 (que determina a subdlgebea C acima). Exisiem {;) = & maneiras de escolher 5 e 5, den.

ire 05 quatro dromos de D, o e, pomamo, Dy e sels subdlgebras com o elementos,
Enns-nqﬂl:nh:rru:m:, I.'I-_.I,-I eml+l+Tet=I5 sl.nl'rﬁ.lphru.
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155 Prove oteorema 13.2:  scjam a, b e o elementos quaisquer em uma Algebra booleana 8.

i}

(i}

(i}

{iv)

Leis de idempoténcia;

(3a) a+a=a (3h) a+a=ua

Leis de limitagio:

(Ba) a+l=1 (ah) asd=10

Leis de absorcso:

(Ta) a+(a+h)=a [Th) a=la+b)=a

Leis da associatividade

(Ba) (a4+dl+c=ag+ (b4 (88) (g=blrc=g=[(bxc)

Sk} pmasl masfgda)=(aval+larval=lagra+l=gsn

(5a) Resulen de (35) ¢ dualidade.

B} galim (ael) 0= (gl jasg | =arl+a ) =asia’"+0)=ara =0
{Ba) Resulvade (6b) ¢ dualsdade,

(T asja+bi={a+0)sfag+b)=a+ Dbl =a+ (b=l =a+l0=ua

{Ta) Resultade (78) ¢ dualidade,

{8 S:jaL‘-:u thyFEeaR=g ¥ he ) Flrcixa.mu:.mmilnl'q.pzL—R‘.Pruvnmn:prim:im'n:rll:qu:pff_. = 3%

R. Usanda as leis de obsorglio nos dois dltimos passos,
g+ L=a+({[ashlacl=(a+{gehlslgtec)=asig+c)=un
Usamdo aimeo a les de absorgho no dltimo passo,
g+ R=a+{g=lhagl)=(a+alsla+(bac))=gefa+t(bec)) =a
Logo, a+ L = a+ R, Provaremaos agorn que o' + L = "4 R, Temos
a4 L=a' 4 (lavhioc)={a" +[avh)sla’+c]
= (' +a)s(a"+ b)) s (@’ +e)=(le(a 4 B)) e (a’ 4¢)
=g e befe sl =a"+(heg)
Além disso,
o Remg dfae(boc))m (@ +a)s o +(bwoe))
=lefa +(fFec))=a +(b=e)
Liogn, a'+ [, = a'+ &, Conseqilemements,

L=lsLefged’ |+ L=la+Livia"+Ll=(a+Bieia"+R)
={at|:.|'j+ﬂ‘=I:|-|-.R=.R

(Bad Resulta de (b)) e dualidade,

15.6 Prove o Teorema 15,3 seja g wn elemento qualguer de uma dlgebra booleana B.

il
(i)
(il
i

{Unicidade do complemento)sea+xr = lea*x =0, enifox = a7,
{Lei de imvolugio) (o' ) = a.
(B 07 = 1L (b3 1 = 1,

Temos

g mag b= dgex)=(a" 4+a)ela"+x)=1efa" +x)=a"+x

Al disso,

xmxtleydlaralmivta)e(xdal=leix+a)=x4+a

Logo, x=x4a =a +x=a.
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(ii} Pela definiglio de complemento, @+ o' =1 ea * @' = 0, Pelo comulatividade, a"+ 2 = 1 e a” * a = (L Pelo unicida-
de do complemento, a ¢ o complementode a’, istod.a = (@},

(1) Pela lei da limitagio (hal, O+ 1 = L, & pelo adioma de idemtidade (3b), 0 * | = 0. Pela unichdade do complemera,
1 En-l:nrnplmrﬂu-lhﬂ.. 15y, | o= 0, Por dualydade, (o = 17,

15.7 Prove o Teorema 15.4:  (Leisde DeMorgan) (10z) {a+ &= a' * & (10 (@ * &) =a"+ b"
(10a) Precisamos mostrar qoe (a+ )+ @ = Bhy= leda+ h) * (a"* B = 0. Meste caso, pela unicidade do comple-
miento, @ * &= (g + &) Temos

(a+b+ia b =bt+a+{a b )=b+a+a)slasp)
=hilefabdlmbiarh =bteh bagm]lia=]
Abtm disso,

fadb)sla"sb)m(a+b)ra’)sh'
wlasa’leiheallob o0+ (bea))eb
=I:nﬁ*ﬂ'r:l'rbr=I:Eltbrfl-ﬂ'r={rru"=-|}

Logo,a' * &' = [+ k)
{106} Principio de danlidade (Teorema 15.1).
158 Prove o Teorema 15.5: Em uma dlgebra booleana, sfio equivalentes:
(1) a+b=b () atb=a, (7)) a'2+b=1, (4 a=h =0
Pelo Teorema 14.4, (5 e (2) sho eguivalemes. Mostraremos gue (1) e (3) sdo equivalentes, Suponha gque () vale
Encsm,
a' dbh=g (gt =g daldb=l+b=]
Agorn supenhn que (7)) vale, Logo,
gtb=lejotb)=(a +Fsla+rb)mia sq)+bmdtrb=h
Lng-n.{.l':lc [ xinﬂp.li.\'.almh:l.
A segain, mostramos gue (F) e (4) 5o equivalenles, Suponha que (F) vale, Pela led de DeMorgan e involugio,
L e S M B T Y.
Conversamente, se (4) vale
=0 =(asd") =a'"+8" =a"+ 5
Ponaang, (1) & (4) sdo equivalemes, Comseglentemente, as qaabr 530 equivalentas,

159 Prove o Tecrema 15.6: A fungio £ B — PA) € um isomorfisme, onde B ¢ uma dlgebra booleana, P(A) € o con-
junto das partes do conjunte de dtomos A e

Jix) = {ag, gz, a0}

onde ¥ = @ + - -- + a, € a representagio Gnica de @ como uma sama de Glomos.

Lembre (Capimalo 14) de que se 05 ar s3o Slomos, entho o] = g mas a0 = 0 para a; # g, Suponha que x, ¥ per-
tence a B, ¢ suponha que

XNowm gy oo dg ey e by
.r=h|+-..+bj+r| +or

onede

& @ conjunlo de Stomaos de 8. Entio,

R e R oF M . P S o T R o o
xy=h+. + 8
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Pomanto,
Six+vi=dae oo by by e
= :ﬂ'|......ﬂ...b‘| ..... f-"_.] Ll{b“....-ﬂ',-l:"] ..... I.'l]'
=flx)usiy)
flxy)={b,.... 1}
- [ﬂ'| llll ﬂrlhll""'ﬁiln{hll"'lbj'\-f'll"'lfll
= flxjnfix
Sejn
y=gp oA ] o i Entde sy = 1exy = 0, poranto, v = 1’
Logo.

Fix"y = fepees, Gty oo, b = bt By, 1 o= ()
Comy & representacda € dnica, 4 injelor @ sobrejeton. Pestanin, € um isomorfismo de dlgebms booleanas,

Exprassdes Booleanas
15,10 Reduza os seguintes produtes a 0 ou o um produto fundamental;
(@) xvx'z (B xvmys (e) xez'yx; (d) xpzfex'z’.
Use & led dn comutatividade x * v = v * x, o lei dos complementos x * 1’ = 0 o lei de idempoténcin g * ¥ = x
) s’ z=xx'yr=0pr=10
&} xyzr = xpys = xpe.
i) xpsyx s xxwes' = ozt

Wy o’ = ax 'y =0 =0
1511 Expresse cada expressio booleana £0x, ¥, z) como soma de produtos e depois na sua forma completa em soma de

produtos:  (ab E=xo’+x v+380 (b E=sx'+ ¥+ 5.

Frimgiramense use o Algoritmo 5.8A para expressar £ como wma soma de produtes, e depois o Algoritmo 1588
para expressar £ camo wina soma de produtos completa.

(@) Temos pameiramente £ = xxx’ + xx'y + x5z = 25" + x5z, Entdio,
E=x'z 42"+’ s=ap' s+ 29"  + 9’ = xp"z 4+ 39"
{i)  Temos primeiramenie

E=zix"+ ¥4y =xs4pr 4y

Enti,
E=x'z+p+y =xzp+y)+rzlx+5)+p (s + 2Nz + 27
= Jl:'].': + J|:'_|.": =+ XyI -|-J|:'_|.': + .1:_|-'J: + J|:_'|-"':J + .'I:I_rl:+ .1."_1-"_‘
=xps+avr+aps + x4 2y
15.12 Expresse Eix, v. 2] = (x"+ ¥}’ + + ' v nn sun forma completa em soma de prodeios,
Temos E = (3" + 51"+ &' ¥ = 5"+ 5"y, que seria o forma complsta em soma de produtos de £ se E fosse uma ex-
preasdo booleana em x ¢ v. Entretanto, estd especificado que £ ¢ oma expressio booleans nas varidveis 1, v e 2. Portanio,
E=xy +xy=xy 4+ 4+x W+ ) =aycs4ar s +xyz+x'yr

& a forma completa em somia de produtoes de £
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15,13

1514

15.15

Expresse cada expressio booleana Elx, v, 2 como soma de produtos e depos na sua forma completa em soma de

produtos: (@) E=viv+vz) b)) E=pp =¥+ x5k
W) E=pxlpz) )=y ="y + xp2" = 2y

L]

gue jd el ma forma completa em soma de prodetos.
by Primeirnmente temas £ = xxv + 08 + 200’y = x4 o' i,
! ) L . )

E=xvlz+ 1+ z+ V= +x02 + 0’z + 05

Expresse cada expressio Eid, B, Chenvolvendo os conjuntos A, B e O como unido de infersegiies.
@) E={AUB"N(C*UE); (B E=(BNC)nd ncCy

Use potagio booleana ' para complemento, + para unilo ¢ * {ou jusiaposicio) para intersegiio, ¢ assim expresse £
comar uma soma de produtos (unidio de infersegies).

W Em{d+B(C'+ e ABC+ B A'BC + AFB A'BC ou E= A NE NCT,
By E=(BC) A"+ = (B 4+ C)AC ) = AB'C' + AT ou E= [ANB " NCTIU{ANLCT).

sepf =+ nz+x" v Proveque: fa) '+ E=E (M r+E+E (o) 2'+E#=E

Ciomo o forma completa em soma de produtos & tnica, 4 + £ = E onde 4 = 0, se ¢ somemie se 05 ermos de soma
na formes completa em sona de produtes de A eatfio entre 08 lermas de soma na forma completa em soma de produtos de
£ Poranto, ache primeiraments a forma completa em soma de prodwios de £,

E=xyz4N4n 45w =0y s+ 00" 4 oy’ 4+ 252’
(@)  Expresse xr'na forma complets em soma de produtos:
' =2+ ) =00 + 0’

Como os termos da soma de x2” esido emre o8 wermos da soma de £ lemos o'+ E o= F
(kb Espresse o na forma completa em soma de produtos:

r=x(y+ ¥ Wz +2") = xyr 4 xps’ 4+ xv's # a's

i lermin oyz da soma de v nio estd entre o termos do somia de E; poranto, x+ E = E
{e) Expresse ' na forma compleia em soma de prodaios:

e xe )y ey e by x4 2

O termo 1y da soma de 2° nfio estl entre os termos da soma de E; portanio, 27+ E # E,

Expressdes Booleanas Minimails e Implicantes Pamos

1516

Para uma expressio booleana quabguer E na forma de soma de produtos, denste por E, o nimero de literais em £
{contande a multiplicidade) ¢ por E; o mdmero de termos na soma de E, Ache E, ¢ E; para cada uma das expressies

seguinles:
(@) E=xp'z+x's"+v2" +x ic) E=xpt' +x'y 'zt 4 2zt
M E=xyz+xpz+y+r’+x's d) E=(xp" +1) +xp"

Simplesmente some o ndmera de literais ¢ o mimeno de termos da soma em cada expressio;

fay E;=3+2+2+1-8 Eg=4d.
By E=3+314+1+242=11, Eg=5.
¢y E =3+d4+3=10 Eg =13

L) Como £ nilod escrito come uma soma de produtes, £, & £, aio 530 definidos.
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15,17 Sabendo que E ¢ F sio expressies booleanas equivalentes na forma de soma de produtos, defing:  (a) E € mais
simples doque F2 (6 E & rmnimal.
o) Eémaissimplesdoque Foe B, < Fye Ep < Fpoouse F, < Fye g Fy.
(b}  E € minimal se niio existe expresske equivalents em soma de produtos mais simples do gue E.

1518 Ache o consensus ) dos produtos fundamentais P, e F. onde:
@) Py=xyz', Py =y e}y Py=xyz', Po=x"yr
by Py=xp’t, Pa=xzr. d) Py=xps’, Pa=x2't
O consersus  de P e P, existe se existir exatamente uma varidvel, digamos, x,, que é complementads em um den-

tre P, e Py e nio complementada no outre. EniSo, & o produto (sem repeticio) de literais em F, ¢ P, depois que x, ¢ x;
foram deleiados,

(a) Deleie ve yv'e depois multipligue os literais de P, ¢ P, (sem repeticdo) para obder {f = x2°r.
(h) Delendo 2'e 2, obtfmese O = 1w,
(eh  Ebes niio it comsensus, 4 que &5 vanidvels o e 2 agparecem complementadas em am dos produtes ¢ ado complemen-

tada mdr oustro, .

id) Eles nio tém consensus, ji que nenhuma vaniive] aparece complementada em um dos produtos e ndo complemen-

tada o oo,

1519 Prove o Lema 15.10:  suponha que (0 € 0 consensus de P e P Emtdo, Py + Py 4+ Q= P 4+ Py,
Como os literais comutam, pedlemos assumir, sem perda de genernlidnds, que
.ID| = @y i@ 0y F: =|f||f3‘:"'-|"'4]'r. E’=ﬂ1ﬂ";"'ﬂrf’|ﬁ;"'br
Porém, = Qe+ ") = O+ 0 Como Qr contém Py, P+ 00 = Pp; e porque (5 contém Py, Py 4 08 = Py, Pos-
kanii,
F| +P=+E=P:|+P:+ET+E|'I=[.P|.—E|']+[F3.—E|'I:|=.P|—'.P3

1820 SejaE = o'+ o'+ x' %2 Ache: () os implicantes primos de £; (b)) uma soma minimal para E.
(@) Use oAlgonitme 1594 (méodo do consenmis) como a ssguar:

E=xy' +xp"+x"ps" + x2' (cossensus de xp’ e xpe’)
=y 4 x'vr' + x5 [xyz" inchuii x27)
=1+ x'vr 4+ x s’ (consersmyde x'ys’ & xz7)
=xp 4+t g’ (x"wr" imchai v=")

Menhuam dos passos do méodo de conrenas pode ser aplicado agora, Pomante, sy, x2° e vz’ sho os implicanses pri-
s di £,

() Apligue o Algeritmo 1598, Escreva cada implicante primo de £ em forma de uma soma de produtos completa
ablendi:
' =xpz 42 =+ 'y
= = x4 " = s '
a4 =+ xe
Apenas o8 lenmos de soma v e a2 de ' aparecem entre o8 oulres ermes de soma e, portanto, tr' pode ser con-
siderndo supdriluc ¢ eliminado. Lopga, E = xv'+ y2"¢ uma soma minimal de E,

1521 Sein £ =xv'+ v+ 0" vz + 00" 2% Ache: (@) os implicantes primos de E; (b)) uma soma minimal para £
(a)l  Use o Algoritma 1394 (Méodo do consensus) comas a seguirn
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E=zxy+yt4xy"+xy o’ 4 x21’ (consensus de xy e xy'zt’)
= Xy 4 1T 4 x v+ xnr (xy 2t imclai xzi)
=xy+ i+ a e o’ [conzensus de xy e x'pz’)
=xp+ i+’ + e’ (x"yz" inchi pz')
=xXF+ P r+E + e’ o (coniensus de xv e p'I)
=xy+ i+ xn £yt E xi 4 oxr (eonsenss de xz” e xr)
XV 4 Y+ V2 4 5+ X2 ixzt' inclai x3)
= :_|'+_|."J -+ J.':I + Tf + X5+ ! \congensus de _|."1 & _1':']

Menhum dos passas do métodn de comsensus pode seroaplicade zporn. Portanto, os implicinges primos de E sio vz’
mazer’n

() Apligue o Algoriomo 15.98. Escreva cada implicame primo em forma de uma somsa de produtes completa & depois
delete, wm par um, os que slo supériluns, ie., aqueles cujos termos dn soma aparecem entre outros termos de soma.
Este procedimenso produz no final

E=yr+xe+y2’

como uma soma minimal de E.

Portas Ldgicas
1522 Expresse a saida ¥como expressio booleana em fungdo das entradas A, B, C para o circuito Mgicoem: (@) Figu-
ra 15.220a); (b Figura 15,2205).
(@) Aseniradas parn a primeira porta OL sdo A ¢ B, e para a segunda poma E sko 8¢ O, Pomanio, ¥ = AR + B C.
(b} As eniradas para a primeira pora E sho A ¢ 8, ¢ para a sepunda pona Esfio A'e ©. Logo, ¥ = AR + A" C.

g A —

E E

s[>0

F ¥ ¥

E [ E
L r

{a} (&)

Fig. 15-22

15.23 Expresse asaida F como expressio booleana em fungio das entradas A, B, © para o circuito Iogioo da Figura 1523,
A saida da primeira poma E ¢ A'BC, da segunda ponia E ¢ AR C' ¢ dadlima pora E € AR Logo,

F=ABC+AR'C + AF

)
D=
D

Fig. 15-23
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15.24 Expresse asaida ¥ como expressio booleana em fungio das entradas A, B, C para o circuito ldgicoem:  {a@) Figu-
ra [5.24a): (B} Figura 13.240b).
() A saida da porta E ¢ BC e, assim, as enraday para as portas MOU sho A ¢ BC. Logo, (A + BC) € a saida da porta
ML) Portando, as entrudas para 3 parta OL siio (A + BCY e B; portanto, ¥ = (A + BC)" + B,
(b A safds da porta NE & (A" BY ¢ a saida da porta NOU £ (A + C), Logo, ¥ = (A" BV +{A + 7',

fa) #)
Fig. 15-24

1525 Expresse a saida ¥ como expressdo booleana em fungdo das entradas A e 8 para o circuine lagico da Figura
15-25.

Adqui, um pequent ¢irculbe no circwite significn complemente. Logo. ns safdas das tridls portas da esquerda silo AR
(A + B e (A" BY. Portanuo,

Y¥=AB +(A+B) +(4'EY

A L 5
E
8 L

fu]

L

Fig. 15-25

1526 Desenhe o circuito [dgico £ com entradas A, B e C e safda ¥ comespondente a cada expressiio booleana:
(@) Y=ABC+A'C'+BC; (b)) ¥=ABC+ ABC 2 AR'C'.

Estas expressies estdo em forma de soma de produtes, Logo, L serd um circuito E-OU que 1em uma pora E para ca-
dn produto e wma ports 0L parn a soma, Os circwitos em guestilo aparecem na Figara |5-26(a) e 15-26(8),



Hidden page
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153

1531

15.32

15.33

Considere um circuito Kgico L com n = 5 entradas A, B, C, I, E, ou, equivalentemente, considere uma expressiio

booleana E com cineo vanidvers X, Xs, Xy %4, S5,

(@) Ache as seqBincias especials pars as vardvels (entradas),

(&) Dequanins maneiras distintas pode-se atribair um b (O ou 1) a coda vma das n = 5 vanidveis?

(e} Qual a propriedade principal das seqléncias especiais?

{a)  Todas as seqUéncias m comprimemo 2° = 2° = 32, Elas consistirio em blocos ahernados de Os ¢ 15 onde o com-
primento dos bloces sio -l = = 16 para x,, ¥ 22t o Bpara xy,..., ga=d _ a8 _ I para ., Loga,

oy = (OO OO DO LT LR ETN L
i o OENOKIONOOT T DT L IO N TR E]
oy = OANORY L1 DO 0 T & D000 1) IO 11
g = (XL L OHDT LONDN D DOV R LoD DO 000D R0 ]
= 0100 LOTI IO OO0 L0l OIRIIm]

{# Existem duas manciras, 0 ou 1, de atribuir bies 2 cada varidvel e, portanto, existem 2° = 2" = 32 maneiras de atri-
bair wrm b @ coda uma das e = 5 vandveis.

() As 32 posagies nos seqibEncins especiais ddo tndas as 32 combanagies de Rits possivels para as cinoo vanives.
Ache a tabela-verdade para T = TUE) para a expressio booleana E = Elx, v, 2) onde
@) E=xr+x'v; by E=xy'z+xy+2'.
As seqilincias especiaks para & varidveis (x, v, 2) € seus complemenios sio;
2 =00001111, o= 0011001 E, ==01010101
= 10000, ¢ = 11001100, =" = 10101010
{ap  Meste caso, o= GO000I01 & 5" v = 00110000, Logo, £ = x2 + 5"y = 00110101, Logo,
TOOMOLT1T, GO 1001, GI10001 ) = 001 10101
om, simplesmente, TUEY = 001 10I0] onde pssumimos gue 2 entrasda consiste nas weqbincias expeciais,
(b Al ay” 2 = 00000100 v = 00000 | & 2" = 00101, Ertio, £ = 'z e xp e 2" = 00000101,

Lage.
TIO0001111, 0110011, G1010101) = G1010111

Ache a tabela-verdadse para T = T{E) para a expressiio booleana E = Elx, v, ) onde
@) Emxyr’+xvz (b)) E=xyz+xrz+xv'e

Agqui £ & uma soma de prodatos completa que ¢ a soma de termos compledos. O Exemplo 1513 mostro as tabelas-
verdaide para o8 Lermios completos. (usandd a4 segilincias especiais). Cada termo completo contém am dnico | na sua ta-
bela-werdade; portants, 3 tabels-verdads de £ terd 15 na mesma posgio que o termos complelos em E. Lago,

(g} T(E)= 00001010 (B} T(E)= 01000101

Ache a tnbeln-vendads: para T = T{E) para o expressio booleana
E=Eix, y, 2} = (x'v)'yr' + x vz + ")
Primeiramenis ERprEELe £ como uma soma de proutos

Emix+ '+ xvi4 ' mxps’ + 9" v + 4"y 4+ 52

=xpz’ +x'vz 4+ 5’2"
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15.34

Agora expreise E como wimsa soma de prodatos completa:
E=xpr +x'vz+x"2"[y+ 5"

=xFr kX Yr X + 5

Como no Problema 15,32, use a8 labelas-venlade para o termos complewos que aparecem no Exemplo 13,13 para obi
TIE) = 1101,

Ache o expressio booleona £ = Eix, v, 2) cormespondente i tabela-verdade;
(@) T(E)}=01001001; (k) T(E]}= 00010001,

Cada | em TE) cormesponde ao termo compleio com o | na mesma possiio (usando as tabelas-verdade para os 12
mos completos que aparecem no Exemplo 13,130 Por exempdo, o | no sepanda pesigho comespondes ax' v £ cuja tabel
verdade tem um dnico | na segunda posbefio. Asaam, £ ¢ a soma de termos compleos. Logo:

fa) E=x'yv'r4+x'pr+x02" () E=xp's" +xp2

(Admitimos mais uma vex gue a éntrada consiste nas seqibEncias especiais, )

Mapas dia Karnaugh

1535

15.36

1537

Ache o produte fundamental P representado por cada retdngulo bisico no mapa de Karnaugh da Figura 13-27,

Ern cada caso, determing os lierais que sparecem em odos os quidrados do reclingulo bisico: P &, entdo. o prod
Ler cestes literaas.

(@) x"ez oparecem em ambos os quadrados; porianto, P = 5"z
(b1 x¢zaparecem em ambos o5 quadrados; portanto, P = 1=
(c)  Apenas 7 apanece nos guatro quadrados; portanta, P = ¢,

vr  we' ws v vi yi' @' s wi_ v’ ¥E s
¥ g | € 2| ¥ ¥

) i) {e}

Fig. 15-27

Seja B um retdngulo bisico no mapa de Karmaugh para quatro varidveis x, v, 2 e r. Descreva o mimerno de linerais s
produte fundamental P correspondente a 8 em termos do ndmero de guadrados em &

Prerd um, doks, trds aw quatro literais dependendo de R ter oitn, quatro, dods oo am qusdrado,

Ache o produto fundamental P representado por cada retingulo hisico no mapa de Karnaugh da Figura 15-28,

Em cada caso, ache os lnerais qoe aparecem em todos o5 quadrados do retdngulo bdsico; P & produto destes likera:
100 Problema 15,36 indica o ndmero desbes lierais em P

(@)  Existem dois quadrados em R; logo, P tem s liserais. Especificamenie, 5%, ¥, 1" aparecem em ambsos o8 quadrade
logao, £ = 5" 31"

(b Existem quatro quadrades em & bogo, P tem doas literais, Especificamente, apenas v’ e f aparecem nos quairo qu
drados; logo, P = v'1.

(c} Existem odve quadrades emn R; logo, P iem apenas um Heeral, Especificamente, spenas v apanece nos odlo quadrad
logo, F =y
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5y

xy

15.38 Seja R a expressio booleana dada no mapa de Kamaugh da Figura 15-29.

= T S | 2 13 £ 2 = FIU S S ¥

n N AEATaEs

Y

X'y Ly |'/;I N v

) L 1]

Fig. 15-28

(1) Escreva E na forma de soma de

produtos completa,  (b) Ache uma forma minimal para E,
(@) Liste os sete produtos fundameniais marcados para ober

E=xpz't’ #ayet o p'sl + xp'at" + x5+ x'yart + x've'

(B O retdngubos bisicos maximais 2 3 2 representam ¥ 2, jd que apenas ¥ e 2 aparecem nos guatro quadrados, O par
kerizontal de quadrados sdjacentes representa xyz |, e os quasdrades adjacentes cobrindo s anestas supenion & inferior
represencam vz 0. Como os trés retingulos sbo necessdrios para uma coberura minimal,

E=y"s+xp2" + y2't
¢ uma soma minamal de £
st & ¢ g

[ KD
= |

=y ¥

'y m

Fig. 15-29

15.39 Considere as expressbes booleanas E, e E, nas varidveds x, v, z, rdadas pelo mapa de Kamaugh da Figura 1330,

Ache uma soma minimal para (2] £ (0] E,
(@) Apenas v aparece &m podos os sito quadrados do retingule bdsico maximal 2 = 4, e o par de quadrados sdjocenies
designado representa as’. Como ambos o6 retimgalos sdo pecessdrios para uma coberiura minkmal,

Ey =y +xzt'

€ & soma mandmal de E

(B O quatro quadradoes dos canto formam um retfingulo bisico maximal 2 < 2 que representa w, j que apenas v 2 rapa-
recem nos guatro guadrados. O recingulo koo maximal 4 = 1| representa x° ', € o8 dots quadrados adjacentes re-
presentam ¥ zr". Como wodos o5 185 retfingulos o necessinds para uma cobertura,

Ey =y 'y + ot

£ o soma mindmal de £,
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=t g ' 2P 2
TR
'?\' ' p
v/

=v | N/l v | D)
v

.

o) E, b E,
Fig. 15-30

1540 Considere as expressiies booleanas E, ¢ £, nas vandveis t, v, 2. f dadas pelo mapa de Karmaugh da Figura 15-31.
Ache vma somo minimal para (@) E; (B E.

{th

{fr)

Exiztem ¢inco tmplicanies primos, designados pelos quateo lagos ¢ o eireulo rscgjado, Entretanto, o circalo trace-
Jada nio & pecesine para cobmir lodos os quadrados, mas os quatro lages silo, Assim, os quatro lages fomecem a
s minimal para £ isto £

r a_a_r

Eymxn’+x0° 2 +x'vr4+x'2"s

Existem cinco implicantes pnmos, indicados pelos cinco lagos, dos quais dods sio racejodos. .l\.'p:n.m. am dos

Ingos tracejados € necessinio para cobrir o quadrade x° v ' r'. Porasto, existem disas somas minimais para £, a
saber:

Ex=x'p4pi+x0't + 320 = x4+ 0+ xp" 4+ x"2"

gzt ot ort at =" £t 2t

Ty :’ j 4
o 3 Q_}:) ' vl

2

¥
S s =
=y ol =y gf‘q
_— o
'y ¥ =y I@ ¥ Y
{a} E, k) E,
Fig. 15-31

1541 Use o mapa de Karnaugh para achar uma soma minimal para:

rF_ir_T

(@) Ey=xyvz4x'pz't+ 'zt +opz’ + 202"
0y E=yr+y2"v+x"v'20 4 yar,

(o) Marque o5 dois quadrades comresporndends a cada x' vz ¢ ¥ 2 ¢ o quadrado que corresponde a cada &' v2'r xyer' e

xay' ' o, Obtém-se assim o mapa de Karnaugh da Figora 15-32(a). Uma coberura minimal consiste nos irés lagos in-
dicadios, Logo, umn some minimal para £, ¢

Ey ==i" + xp't" + x"wr
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i)

Marpue os guatro quadrados que comespondem a 2, mangue o5 dois quadrodes cormespondentes a cada wm dos v 2’
e vzr', e mangue o guadrndo comespondendo a 17 y' o, Oftém-s2 assam o mapa de Kamaugh da Figera 153200,

Lima cobertura minimal consisie nos irés retdngulos bdsicos maximais assinalados. Portanio, wma soma minimal pa-

raE, &
Ey=zi"4 x¢'ti 4 x"pi

. ® o P 8t st g s
=y =y r’?ﬁ

2y’ =y’ v r'- ¥
=y’ =¥ | || v ||\

| v ¥ =y I.‘:':}

lal &,

Fig. 15-32

1542 Ache uma forma minimal em soma de produios para a expressio booleana E com as tabelas-verdade seguintes:

TO0oo01IT10, 001131, 01010061 ) = TOWIL 0.
Tonoor I, ool iont 1, Onodgnol ) = 00101 Ll

()
()

et
X, &) podemos deduzir a forma completa em soma de produos de £

E = vz’ 4 2w’ + xv's 4+ xe’

O mapn de Kamough oparece na Figura [5-334a). Existem irés implicantes. primuos,

gt fosnsaim uinsa cobermurs minimal de E. Assim, umea formia minimal de £ &

E=sy' +x'2"+ x5

)

E=x've' 4+ x'vz + a9’z + 502"+ x0s

cujo maga de Kamaugh aparece na Figura 15-33(b). Existem dols mmplicantes primes, como indicado pelos dois la-

gos, gue formam uma cobertura minimal de E, assim. uma forma minimal de £ £

A partir da tabela-verdade dada T (e das tabelas-verdade no Exempla 15- 13 para os termos completas nas varidveis

como indicado pelos trés lagos,

A partir da tabela-verdade dada. podemos deduzir a forma completa em soma de produtes parn £

E=xz4+p
I L L R A L
. y () . / Q:_
= / E} L/ _,,.-')
L]

(aa)
Fig. 15-33
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Problemas Complemeniares

Algebras Boaleanas

1543

1544

1545

15,446

1547

15.48

1540

15,50

15.51

15.52

Escreva a expressdo dual de cadn uma dos expressiies boaleanas:
(o} ala’ + &) = ab.

B (a+1)a+0)l=a

(€] (@4 b+ el m=ac+h,

Comsidere os reticulados I de divisores de m (onde m = 1)

{a}  Mosire gque D € uma flgehra booleana s2 & soments se m & square-free, isto £, m & um produte de primas distin-
10,

() SeD_ ¢ uma dlgebra booleana, mostre que o8 dromos <50 08 divisores primos distinioes de m.

Considere os seguinles reticulados: (@) Dy (B Dags (0] D () Dygp, Quads deles sio dlgebras booleanas e
Quais 5o seus dlomos

Conssdere a dlgebra boaleana Illm. (ap Luste seus elementos @ desenhe sew diagrama. (b)) Ache todas as suas su-
bdlgebros.  {c) Ache o ndmero de sub-reticulades com quatre elementos. () Ache o conjunto A de Stomos de Dy,
(2] Dhefing wim isomorfieme 20, — PlA) como definido no Teorema 15.6.

Seja i uma dlgebra boolzana, Mostre que;
() PommdoxE B 0=x=s (.
By a<bseesomemese b’ <a’

Lim elemento x em wma flgebm booleana € dito wm rerme mdoime s o sey dnico sucessor ¢ a identidade 1. Acle o3 ver-
mes méximns da dlgebma booleana I, representada na Figura 1521,

Sefa B uma dlgebra booleana. (g Mostre que os complemerntos dos deomos de B 5o os lermos mizimos, () Mos-
ire que odo elememo x £ B pode ser expresso de manelrs dnbea como um produto de termos miximos.

Seja B uma dilgebra booleana de 16 elementos, € ssja 5 wma subdlpebra de 8 com oito elementos. Mostre que dois dos $to-
mus de § devemn ser dlomos de B,

Seja B = (8. + *, .0 |)uma dlgebra booleana. Defina uma operagdo A em 8 (chamads diferencn siméitrica) por
xby=(x=y)+{x"=y)
Prowe que & = (8, A, *) & uma anel comutativo bookeano, (Veja a Segho 12,6 ¢ o Problema 12,77
Seja & = (R4, ) um anel boobeano com identidade [ # 0 Defina
x =@, X+y=xDyTay, Key=x-§
Prove que 8 = (B, +, =, ", 0, 1} ¢ uma dlpehra booleana.

Expressfes Booleanas e Implicantes Primos

15.53

15.54

15,55

Reduza os produtes beobeanos ssguintes o 0 ou 2 wum produte fundamenial;
@) o'z’ (B we'nfm (@ o'z’ ) oot

Expresse cada expressio booleana £ {x, ¥, 2) como uma soma de produlos, e depais na sus forma complein em soma de
procuios,

() E=xlxy'+xy4y'z) B) Emix+yolv+1) (@) E={x"+y"+p's

Expresse coda expressio Booleana £ (x, ¥, 2) como wma sema de produtes, ¢ depols na sua farma complela em soma de
proclutos,
(@) E=xWx"+x:" 0 E={x+¢ (¢ 0} E=rviz+z1"
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15,56

1557

15.58

Ache o consensis {F dos produtos fundamentais P, e P, onde:
o} Py=x"z, Py = o (€} Py=x'ze, Py = xps'.
B Pi=xpz't . Py=xz’.  (d) Py=ay't, Py=xa

Para uma expressio booleann £ em soma de produtoes, denote por E, o nimere de litemis em £ (confando a multiplicida-
de} e por E, o ndmero de termaos na soma de £, Ache E, & E, pam cadn uma das expressibes a seguir:

(ol E=xyzt+x"vr+ x5z ) E=xwpmr+x’ + x50+ e

Apligue 0 métode do consensis (Alzenimae |5 9A) para schar os implicanies primos de cada umn das expressfes boolea-

nas:

fa) Ey=x"2 +x'y+ 22"+ 5"z

b Ev=xy" + 5214 xwar’ + x'v 'z

e) Ey = xyar+xpz't’ + x2't + 2"y 2yt

1559 Ache uma forma minimal em soma de produtes para cada uma das expressies boaleanas do Problema 15.58.
Fortas Ldgicas e Tabelas-Verdade
1560 Expresss a saida ¥ como uma expresso booleann nas entradas A, B,  para o circuito Kgicoem:  {g) Figura 15-34a);

15.61

A

* » A * . —{
8 L L 2 L
" ] C =i

() Fugura 15-34(k).

T’*"*D_ - —

o—#

:
U U
\/

fa) i)
Fig. 15-34

Expresse a saida ¥ como uma expressio booleans nas entradss A, B, C pars o circaito ldgico em: (@) Figura 15-35(al;
(b3 Figura 15-35(1).

wlw]

YUY
MQP

— 1

) [}

Fig. 15-35
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15.62

1563

15.64

15.65

1566

15.67

1568

1569

13.7@

1571

Desenbe o cincuito kgioo L com entrades A, B ¢ Ce salda ¥ comespondente a cada uma das expressises boolbeanas:
(@) ¥Y=ABC+AC +BC, (b)) Y= A'BC 4+ A"BC" & ABC

Ache a seqliéncia de saida ¥ para uma porta E com entradas A, 8. C (ou, equivalentemenie, para ¥ = ABC) onde:
{ab A= L1001 &= 100108 O = 110011,

By A=0111110; &= 10001006 € = 0011106,

(e A= TOTININ0; & e OVTETN00; = 11100011,

Ache o seqliéncia de saida ¥ para uma porta OLU com enmtradas A, B, C {ou, uiuiun]:nt-:m:m:., para Y=d&B+}
amde:

(o A= 100011 &= 10010L; O = D0
6y A e [N &= ODTON; O o= CHWCEN0] 1.
() A="D001110; &= 1111HNN; & = DOO000] .

Ache i segiitncia de saida ¥ para wms porta NAD com entradas A o, egjuivalenements, para ¥ = A" onde;
(a] A=10100011 (&) A= 10001000; (e A = 10101006

Conmsidere am circuito logico Lo com r = 6 entradas. A, B, C, B, E, F, ou, equivalentemente, considens uma expressio boos
leana E com seis varifiveis X, Xy, X3, Xy X5, X

fa)  Dee quantas maneiras diferentes se pocdle atribuic um bir (0 ou 1) 2 cada uma das s=is sandveis?
(bl Ache as rés piimeiras segiléncias especins para as varidveis (enbradas).

Ache o tabelp-verdade T = TIE} pam a expressio booleana £ = E{x, v. 25 omde

() E=xy4+xz B E=xy"+y+xp"

Ache a tabeln-verdade T = T(£} purn a expressio booleann E = Elx, v, 2} onde

EI B )

(@ E=x"w"+xv'z (M) E=xp +x'="+x"v's"

Ache a expressdo boodeana £ = Elx, v, o) comespondente is abelas-verdade;
(@) TIE)= W00L0L0; &) TUE) = 0001000; (e} TIE) = OB 000,

Ache 1odas as possivens somas minimais para cada expressio booleann £ doda pelos mapas de Karnaugh da Figura

15-35.
ve ' y's y's wi oy oyt s ¥e v y'e y's
=| ¥ vopw w| ¥ O = | ¥ ¥
=¥ [V AN v L A
(s} (B} (e}
Fig. 15-38

Ache wodas as posaivers somas minimais para cada expressio bopleana E dada peles mapas de Karnaugh da Figara
15-37,
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P gt st 2 2" o' 2 2N
=¥ ¥ v | ¥ K | ¥ v
= vy v zy’ B =y’ ol
=y v =y v =y ¥
L B U A S N A S U A B
a} L] ]
Flg. 15-37

15.72  Use um mapa de Kamaugh para achar uma soma minimal de cada expressio booleana.

@) E=xy+xv+x)., (B E=x+xyz4x
1573 Ache uma soma minimal [mcﬂ]nz:l:u':r.:k bowleana:

(g} Es=mypr4yrt'+:'n (B E=yn+x0" 4332,

15.74 Use mapos de Kamaugh para reprojetar cada cirewivo Mdgico L da Figura 15-38 de forma que s transfommens @m cingii-
tos manimais E-<OL,

A L L 4 » »
H—al E 8—8 E
C‘T C—

=

Fig. 15-38

1575 Suponha que tmés inermuplores A, B e O esbejam conectados i mesma luz, A guabquer momento, um interrupior pode es-
Lar ligado, dematado por 1. ou desligado, demotado por 0. Umna mudangs em gualguer imemaplor ahera  paridade (fnpar
o parh do nidmero de 15, Os imemmapiones conrelario a luz se for associsda alguma pandade, por exemplo, (mpar b lux
lignda (representado por 1) e par & luz deslignda (representsdo or ).
(2} Muosire que o seguinte labela-verdode siisfur estos condigies.

TiA, B.C) = T00001 11, 00110011, 01010101 ) = 0110101
ity Desenhe um circuito L do tipe E-OLU, com a tabela-verdade acima.
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Respostas dos Problemas Complementares

15.43

la) a+a'h=a+b
i a-0+a-1=a
(e} ab+ bhe = {a+cib.

1545 (b Dy dtomeos Se 10 () Dhygg; dbomos 2, 52 13

15.46

1548
1549
15.53

15.54

15.55

15.56
1557

1559

15.60

(@) Exislem il elementos, 1, 2, 5, 140, 11, 22, 55, 110. Vzja 2 Figura 15-3Hal,

(b} Existem cinco subdlgebras: [1, 110], {1, 2, 55, 100], {1, 5, 22, 110], [ 1. 18, 10, 110}, D, ,,
()} Existem |5 sub-reticobsdos que incluem as inls subdlgebras acima.

() A={23511}

(e} Wejaa Figura 15-39(h),

114

/r"'fl\\
I>< 2><I

N ’/ﬁ, 1 1 2 5 WX s o
| bbb
i T ¥ 1
@, {21 |5] |11: 12, 51 (2, 11}, {5,110, 4
(a) n|1,| th:hr npm .‘_ij
Fig. 15-39

Termaos miximas: 30, 42, 70, 105
(h) Swgeside:  ase dualidade,
(@ xy'm b 0 o) x's'n @) o0

@) E=xy" + 0’z =x0¢'s" + 50"z
) E=ayp+x’ =xpr+x02 +xp'2
e} E=xp +¥ =2z +x02" + 2y

(@) E=xpz'+ 'fr}" =apz’ +x"v 'z + 2"y’
Fr_

B E=x"y =x"ye+x"%'s
i) &=x'y:"

{a) @ =xz, (B} @=uxwr' (c)eid) Nioexise,
() Ep=11,Ex=3 (5} Ep=11,Ez=4

) .TI-_F...'I:I:I.. ¥z
(b} xw’, xzi’, _|.-'-J'r ' ¢

(e} xwme a2’ @2, 2L X0

(a) E=x"p+x's’
(h E=xy +xar’+x'2' +,}"r’i

r_r_r

e E=xynt+xzt’ +x'y' 2" +x'2"s

@) ¥=A'BC+A'C'+8BC, (M) A+B+C+A'BC+ AR’
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1561 (a) ¥ = (AR ) +(A"+ B+ ) 4+ AC
i ¥ =[A'BCY + A'BC 4 [AR'C) + ARC’
1562 %ejaa Figura 15-40,

DD

{e) (¥

Fig. 15-40

1563 (a) ¥ow W0OO0DN; (B} ¥ =00010000 () Y = (00 10000
1564 (@) Vo= 100110 (B) ¥ =10100111; (c) ¥ =L1111101
1565 (a) A =00001000; (&) A" =00110010; ) A" =001l

15.66 (q) 2" = 2" = 64
i) 2 = 00000111 - 11 (32 zeros) (32 uns)
Xz = (DOMO0OOOC0A00000 1 1 ETTTTITELITET)
xy = (000000001 L111111)*

1567 (o) TOE) =01010011; (% T(E)=0011111]
15.68 (a) T(E) = QMMM (b)) TOE) = 10001010

1569 Llse tabelas-verdade para termos complens no Exemplo 15-13,

la) E=x"y's" +xp" + w2’
th) E=xp's"+ x5z
(e} E=x"yz"+x's’

1870 o) E=xy' +x'y4+yr=x" 4+x'y4x'
by E=xy"+x"v+z
[c] &= ez
1571 {g) Emsx'y+a' 42t +ny’e=x'y+ 0" x4+ 291 .

) Emyz+yt' +at'+xy's
() E=xv4p+xp' i +xn=xy+p+x't' +y'a

1572 (o) E=x"4y, (B E=xz'+4)z

1873 (@) E=p'4:'t (B E=xy'+2' +p'=
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Apéndice A

Relacoes de Recorréncia

A1 INTRODUCAO

Discutimos previamente (Segko 3.6) fungbes definidas recursivaments fais coma:

L) fungdo fatorial, (b) seqiidncia de Fibonacci, (c) fungio de Ackermann,

Este apéndice discute certos upos de seqidncias {a, | definidas recursivamente ¢ suas solughes, Uma seqiidneia ¢
simplesmente uma fungio cupo dominio €

N={1,2,3,...} ou Nyg=Nu{0})={0,1,2,3,...}

Comegamos com alguns exemplos

Exemplo A.1 Consulers a seguinie segliéncia que comega com o mimerna 3, e cada um dos tiermos seguantes é alb-
tido pela multiplicasks por 2 do termo anteriorn:

1.6, 12, 2. 48, .

Ela pode ser definsda recursivamente como

=1 ]

gy =38y = 24 para k=1 ou ag=3a,=2a para &£ =0

iA segundn definigdo pode ser obtida a partir da primeira fazendo k= & + 1.) Claramente, a férmula a, = 3{2) ao

da o n-Eskmo ermo da seqiéncin sem que seja necessinio calcular qualquer termo prévio, Devem ser feitas as se-

guanies ohsorvaghos:

(1} MAeguogilo @y = 2ay_; ow, eguivalentemente, @, = dag, onde wm lenme da segliéacia & definido em fungko
chivs termos anlenores da segiiénaa, € chamada de relagdo de recorrencnd.

(2} Aeguagio ay = 3, que arribui um valor especifico o um dos termes, &€ ditn a condipde Inioirl,

(3} A funglo a, = 327}, que di uma frmala para o, como funglio de o, e ndo dos termos prévios, £ dits a sedwgdo

do relngiio de recoméncis |

" MadeT

Essci nomeiielanies sdo© mino w@ilasda s e de rarenadisca <m pomuguis.



(4) Podem existic mualas seqgiifncias sansfazendo wma relschio de recomméncia dada, Por exermphi,
L2, 4,8 16, ... & 7,04, 38 56 112, ...
330 solugdes da relagio recursiva oy, = 2ag_ . Todas essas sologtes formam a sefwgdo geral da relsgho de re-
COMERCia,

(5) Porootro lade, sb pode existir umn dnica solugiio pars uma relacio recursiva gue também satisfaz uma condi-

¢ imickal dada. Por exemplo, a condigio inicial gy = 3 produz unscamente a solugdo 3, 6, 12, 24, da rela-
ciln de recomréncia g, = 2ag_;.

Este Apendice nos mostra oomo resolver cenlas relagtes de recorméneii, Apresentamos primeiraments duas se.
quéncias importantes que, possivelmente, j foram estudadas pelo leitor.
Exempio 4.2
ial  Pregressde arifmidtics
Uma progressdo animética ¢ uma seqildncia da forma

@+ o, a4+ i@+ 3, ..,
Islo . a seqoéncia inicia com o ndmero @ ¢ cada termo sucessivo & obtido a partir do sermo prévie pels adi-
gio de d (a diferemgn comum entre quaisquoer dois termeas). Par exemplo,
M a=3d=3:38911...
{il] a=2d=%:T 1217, ...
(i) a=l,d=0:1,1,1,1,0,...

Motamos que a progresshe antmética geral pode ser recursivamente defindda por:
Qy =4 & Gy =g +d para k=1
onde a solucdn & a, = a0+ (R — 1.
B Progressdo geométrica
Umna propresske geomiéirica  uma seqlbineia da forma
a,ar,ar ar’, .

Isbo &, o segligncia comega com um ndmero @ @ cada termo sucessivo € obéido a partir do termo prévio pela
multiplicagdo por r (3 mziio comum entre guaisquer dois termos), Por exemplo,
iy a=1lr=3:1,392781....
(i) e=3r=2:5102040,...
111
b IIEIEIE“”

Molamos que o progressSo geométricn gernl pode set recursivaments definida por:

i) a=1l,r=

Pl =

&y = 8 gy = ra pam k=

onde a solugdo £ 2, = ar’.
A2 FIELﬁ.l:ﬂEE DE RECORRENCIA LINEARES COM COEFICIENTES

CONSTANTES
Uma relagde de recorrdncia de order & ¢ uma fungio da forma

I:T"=1"|:ﬂ'"_|:ﬂ'"_: llll 'Eulr-.ln‘r!]
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1510 &, onde o n-gsime wermo o, da seqidncia & uma fungio dos & ermos precedentes (e, possivelmentz, de n). Em
particular, uma relagdo de recornéncia de ordem k com cogficientes constanres ¢ uma relagdo de recorméncia da
forma

iy = Cpayy + Crg-z + ... + Cptgy + ()

onde O, Cs, .0y O sio constamtes com Oy 3 0, e fin) € uma fungio de n, O sentido da ierminologia “linear” e
“cosficientes constanies” &

linear: ndioexistem poténcias ou produtos de .:r;:'.

cooficientes constamies;  os O, O, ..., O sio constantes (n#o dependem de m).
Se fin) =10, a relagiio também € dita homogénea.

Claramente, podemos resolver de maneira dnica para 2, se conhecemos os valores g, d,_3,. .., 8,y CoO0-
seqiientemente, por indugio matemdtica, existe uma dnica seqiéncia satisfazendo a relagdo de recorréncia se s3o
dados o5 valores (niciais para os primeiros & elementos da seqiiéncia.

Exempilo A8 Considere cada uma dag seguinies relaghes de recormincia;
(al iy = 5‘"--| = 4'IT;|_: + I'I:

Esta ¢ uma relagio de recosrdneia de segunda ordem com coeficientes constanies. Mk € homogdnea por cousa
de n’, Suponha que s5o dadas as condigdes iniciais @) = 1,61 = 2. Podemos, entdo, achar seqiencialmente os pro-
simios elementos da seqliéncia;

g =52 -4+ =150, =515 -4+ =8

(B) @, = 2,8,y 0

O produto Te-17a-2 significa que a relaglio de recoméneia ndo € linear, Dadas a5 condighes iniciais @ = 1, a3 = 1,
podemos ainda assim schar os prosimos chementos da seqliéncin:

@y = 20211} + F = 13,2, = 2(13}{2) + 4 = 68

(el =wnd,_ |+ de,_y

Esin & uma relagia de recorréncia linear de segunda ordem mas sem coeficientes consanes, porgoe o coeficien-
te de @,y & i, ndo uma constante, Dadas a5 condighes inicizis & = L a; = L, s elementos seguintes da seqiidneis
iy

iy =32+ H1) =Py = 4(9) +3{1) = 42

dy  a, =2a,.) + 5a,.; — 6a,.;

Esta ¢ uma relagio de recorriacia linear de werceira ordem com coeficientes constanies, Logo, precisamos de
trés & ndo duas condighes iniciais para produzir uma soluglo dnica para a relagio, Suponha que sio dadas as condi-
goes iniciais @) = 1,y = 2@ = 1. Entdo, 05 clemendos seguintes dn seqiifncia sio

gy = ) & S(20 = 6] == b, a0 = 2{2) + H1) = 6] = =37,
ag = 21} + 5{6) — 6(—37) = 254

Este apdndice investigard as solughes de relagfies de recoméncia lineares homogBnens com coeficientes consian-
fes, A beorin de relagies de recorréncia niio homogéneas ou sem coelicientes constantes estd além dos objetivos deste
(T T

Por corveniéncia compulactonal, a maioria das mossas seqiéncias iniciard com a,, & nio com @,. A teoria nio &
afetnda por esta ewcolha
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A3 HEEDLI.I!}iﬂ DE HELA.I:CIEE DE RECORRENCIA LINEARES HOMOGENEAS
Considere uma relagiio de recoméncia homogénea de segunda ordem com coelcentes comstantes que tem a forma

f, =5,y + 18, 7 0F a, —5a@, — i, =10

onde 5 @ 1 sio constantes com f# 0, Associamos o polindmio quadritico seguinte com a relaciio de recomréncia

acima:

iixj:f—.-rx—r

Este polindmio Alx) € dito o palindmio caracteristice da relagio de recorréncia, e as raizes de Aix) sio chamadas
FQIZES COrRCierisiicas.

Valem os seguintes teoremas.,

Teorama A.1:  suponha que o polindmio caracteristico

Afx) = x" — 5% =1 da relagio de recorréncia
0y = Sy + fidy s
tem raizes reis distinias r, ¢ r,. Entio, a soluglo geral da relaglo de recorréneia &
a4y = eyf] + exr}

onde ¢, @ ¢, S0 constantes arbitrinas,

Enfatizamos que &% constanies ¢, & o, 80 unicamente determinadas pelas condigdes iniciais. Observamos que

o teorema € verdade mesmo quando oz raizes niio sdo reais, Esses casos estio além dos objetivos deste texio.

Exemple A4 Considere a seguinie relagio de recorréncia homogénea:
iy = ‘—rﬂ-u-l + '.!"':rn-l

A solugiio geral & oblida pelas determinagiio do polinfmio carscteristico Alx) @ suns mizes rpoe ey
Axi=x—-2x-3={x—¥{x+1); rafzesr, = 3,/ = —1

Cosmear s rafzes sl distinlas, podemas wsar o Teorema Al para obter a solugio geral:
a =1 + gl =1)"
Adging, guarsdiser valored para ¢, @ o, darlo a solugio para 3 relagio de recoméncea,

Suponha que também nos seja dada a condigde inicial a, = 1, a, = 1. Usando a relagiio de recorrdneia, pode-
mis Compuiar os seguintes kermos da seqiéncia;

I, 2,8 28 100, 356, 1268, 3514, . ..
A solugio dnica ¢ obida com a determinagdo de ¢, e o; usando as condigies iniciais, Especificamente,

Para n=0, ag=1: 03" +eaf 1" = low gy ey = 1.
Para rn= 1, n-,=2:r-_3|'---r_.[—l]I = F o 3y -.r:-—E.

Resolvendo o sistemas de duas equagles em o, & o, obiém-se:

X

1
a=qa=g-

Partanto. a soluglo segumte ¢ a dnica sobugiio da relagio de recomincia dada com condigles inicians a, = |, a0 = 2

; | I-l||l|-|-l |"'|:l.
PIESR JERL | SLLE
‘A 3 ) 3
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Exemplo A5 Considere o famosa seqbéncia de Fibonscci:
dy = iy, + g3, oom iy =00 = 1
Os primeiros 10 termeos da seqlkneia sho
0,1.1,2,3, 5,8 15.21.34, .
As veres, a seqiéncin de Fibonacei € definida usamdo os condighies inicinis g, = ]_.;;lI = | ou 2 comdigies inicinis
ap = l,ay = 2 Usamos @y = 0L = | por convenidncia compatacional, (Todss as erés condighes produzem o mes-
s seqldneia a parir dos teemos [, 20)

Chserve que a segilénoa de Fibonaccs € mma relagiio de recomméncaa consislente linear homogénea de segunda
ardem ¢, partanto, pode ser resolvida vsando o Tearema A, 1, Sew polinbmio camcteristico &

Alxj=r —x—1

Usando a fidrmula quadritica, shtemos as rizes;

Pela Teorema A1, obiemas a selugke geral;

As condicdes iniciais originam o sistemna seguinte de duas equagdes lneares em ¢, ¢ oy

Para =0, 05 =0: 0= +13
I 5 I — '3
Para me |, qy = 1: |-r|( +.,‘rj]+¢':( 1.\;_)
A solaghio do sistema &
i
TVETTT

Consegiiemements, a solugio seguime ¢ a solugdo da relagio de recoméncin de Fibonaco;

e () (D)

Podie-se mastrar qise o valor sbsaluto do sepundo termo pars o, scima € menor doque 172, Logo, o, lambimé o

intsirg mais proximo de
I f1+ 45
ﬁ( +ﬁ./_) = (044720061800

= valores aproximados dos primeinos termas na expressdo acima S50

04472.0,72 36, 1,1 708, 18944, 3 0653, 4,90507, 80249, 12,9846, 21,0002
Supomba gue as ragres do polindmio caracteristico pho sejam distintos, MNeste caso, femes o resullado sepaimte,
Teorema A.2:  suponhague o polindmic caracteristices
Al = x® < gx = ¢ da relagiio de recorréneia

d, = sty + i,

em apenas uma raiz r,. Entdo, a solugio da relagdo de recorméncia €
B = o7y + exml

omde o, & o, =0 constantes arbitrdrias,

Mins urmia viez, obSErvamos que as constamies o, ¢ o, podem ser unicamente determinadas a par-
iir das condigies inkcias.
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Exemplo A6 Considers o seguinte relagho de recoméneia homogénea:
iy = IE""ﬂ | _';l'l'rn-l
O polintmio caracterfstico Adx) ¢
Alx)=x" —bx+9=[x -3

Lavzo, Afx) lEm apenas uma iz fy = 3 Agora use o Tecrema A2 para aobler a segunnle solugio para a relagda de re-
COMTENCinG

a, = o d" + candt

Logo, guaksquer valores de ¢, ¢ ¢, dasko ama solugio para relsgbo de recomdncaa.
Suponha que também nos 550 dadas as condiges iniciais W =3 = 27, Usando a relacio de recorméncia, P
demas computar o= valores segaintes do seqliéncia;

3, X0,0108, 86T, 2R RIOW, ...

A solaglio dnica ¢ obtida usando as condighes inbeiais pary determinas ¢, ¢ oy, Especiftcamenie,

Pam ne= Ly = 31 3=g3 +e(11(3) o 3c, + 3y = 3
Pamn n =20, =231: M=% +a(2(3) on 9%, + 18, =27

Ressdvends o sistema com as duas equagdes para o, € o obiém-se:
ey =—ley=1
Assim, o solugho seguinte & a dnicn solugdo do relagio de recorréneia dada com condipies infclais @y = 3,0, = IT:

iy = =3+ 2R¥ =3 2w - 1)

A.d FIEEﬂLl..ll;ﬁﬂ DE HELM}'EIEE LINEARES DE RECORRENCIA GENERICAS
Considere agora uma relagdo linear de recorméncia de ordem k genénca da forma
&
iy = C.]-I:ulu 1 4= E-E'-"'u a 4 ':-Eﬂ'ﬂ k| + .4 E-E'E.lr-.'u' = Z 'EI_:ﬂ'n_l' [A.I:l
il

onde ., Oy, o, O, s00 constantes com Oy = 0, O polindmio caracteristice Ax) da relagio de recomméneia (A1) €

k
Alr) = O — O O T - — o =2 - O
da]

As raizes de Al s@o chamadas de radzes caracteristicas da relagio de recoméncia
As observiagdes segpuinbes sio pertinenies.

Observagiio 13 se pind e gind sio solugbes de (A1), qualquer combinacio linear
eyplr) + cagin)
de pin) e gin) ambém € solugio, (a0 nio & verdade =2 a relagio de recorréncia ndo for homogénea.)

Observagiio 2:  se r & uma raiz de multiplicidade m do polindmio camcteristico A(x) de (A.1), entdo cada uma
das seguintes
o L Al

¢ uma soluglo de (A1) Logo, qualquer combinagio lingar

IR -1

o)+ e oo ko™
, 2 -1

= (0 F ooyl F e Aot

timbsim & solugdo.
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Exempio A.7 Considers a seguinie relacke de recorréncia homogénea de terceina ordem:
iy = I.]ﬁ'".L - 3';'-IT,.| ;-!-*flﬂ.' 1

O polindmio caracteristioo Alx) da relagho de recorméncaa ¢
Alg)=x" = 11" + My —df = (x — I (x - §)

Existem duas raizes vy = 3 de multiplicsdade 2 ¢ ry = 5 de mubiplicidsde 1. Logo, pelas observagdes acima, a so-
legde geral da relagho de recoméneia &

dy = e [F} + el ) +63(F) = (o) + e (F) + (5]

Supoaha que as seguintes condighes inbeiais sdo dadas: a, = 5,0, = 11,0 = 25 Os termos sepuintes da seqiléncia
EHTE

S 10,25 71, MM, L66T, ..

A solecio dnica do sistema € obtida determinando os valores de oy, 0s, 0y sando as condigles iniciais, Especifics-

MmiEnke,

Pame m= g5 = 5: o+ ey=5

Para n=l.ay = 11: Iy o Jeg 4+ Jog = 11
Para =20, =25: Qe + 1Bey + 250, =25

Resolvendo o sistema de trés equagies em c,, 0y, 0y, M-
g =dn=-La=1

Lagao, & solugio dnicn da relsgho de recoméneia com as condigibes inicias dadas &
g, = (4 — 2} (3") + 5"

Examplo A.8 Considers a seguinte relagho de recorréncin homogénen de terceina ondem:
My = By = Ddid,_3 -+ Ba,_y
3 palindiman caraclerisisen Ay da relagdo de recorméncia &
A= -6t + 12k -8 =[x =2)"
Alx) lem exatamente uma raiz ry = 2 de mubiplicidade 3. Logo, 3 soluglo geral da relagiio de recorr@ncia &
gy = ¢ (2) + eanl( ) + e (2) = () + e3m 4 0 )2°

Supanha gue as seguantes condiches inicials sio dadas: ay = 3, 4y = 4, a; = |2, Entdo, podemos achar os valores de
€y, 03,03, Especificamente,

Para o= 0,05 = 3: cp = 3
Para s = l.ay = 4: oy 4+ 2y 4+ ey =4
Para w=2a;,=12: 4y + ey + ey = 12

Resolvendo o sistema de rés equagdes em o), cy, O3, lem-s¢
oy =3y ==-ag=1

Logo, a soleghe dnica da relagio de recorréncia com as condighes inicinis'dndas &
gy =(3=In+n') (2%

Observacio:  determinar as rafzes do polindmio coracterisiics Alr) € um passo imporiante para resolver re-
laghes de recorréncia. No caso geral, isto pode ser dificil quando a ordem & € maior do que 2. (O Exemplo 12.17 in-
dica uma maneira de achar as rafzes de alguns polindmios de grau maior ou igual o 3.)
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FProblemas Complementares

Relagdes de Recorréncias Lineares Homogéneas com Coeficienfes Constantes
A Ache o palindmio caracteristico Alx) e a solugio geral de cada relsgio de recormdnc:

(usl &y = 3':".1-I. + II:IHﬂ—! ['-] iy = HHJ—I - ‘-r"ru-! el iy = ..T'\.I'I'"_| = flp.3

':'E'] iy ™= Ilﬁ‘ﬂ—: + J]Hﬂ—! [I'J:l iy = -r""n-l — NHdq_; m iy = Eﬂu-l - J'“.l-"

A2 Dalas as combigibes imiciais a seguir, ache a sologio dnica de coda relacio de recoméncin dio Probdema A1

(al  ay =50 =11 (eh ap = 5a =& (eh ag=Da =1
(B oy =9 =13 () ay=22ay=-8 {(f a=0a =1

A3 Ache o polindmio coracteriztico ALY) e a sobugio geral de cada relaghio de recominein:
(al g = gy (5 g = T,y (el oy =4%a,. — .z (al a, = Wa,_; — 25, 4

Ad Dadas sz condighes iniciais a seguir, ache a solugio dnica de coda relagiio de recoméncia do Problema 4. 1;
fal wg=3 iy am=4 () ay=1,ay=8 (o) a2 =15

A5 Ache o polindmio caractenisticn Alx) e 2 solugio geral de cada relagho de recoméneia;
"‘T} 3y = ﬁ':'l.l—l - I]r‘lﬂ—! ¥ 'ﬁ'ﬂl—l l‘l:':l iy = II-IT||_| - :'il;ﬂl--:' =+ d':-|'|::|- hl

Adb Achs o solugho dnica da cada relag®e de recomdncin com as condighes inkciais:
{al  wy = 10g,_; = 32a,_s 4+ 3a,_; comay = 5.0, = 18,0, =78
B e, =%_, — 2T, + 2T, ycomay =3 g =M 0, = 117

FProblemas Variados
AT Considere a seguinte relsgo de recomméneia de segunda ordem ¢ sew polindmio corcterfstico Al

8, ™ S,y 4 fdy_3, A(X) =X —5x—1 (e}

(o) Supenha gue pla) e gin) sio solughes de (=), Mostre que o pla) + cogin) também & solugio de (+) para quaisguer

£, &4, consianbes.

() Suponha que ré uma raiz de Alv), Mostre gue @, = ¢" ambém ¢ uma solugio de [ «)
A8 Suponha que r & uma raiz dupla de Alx) = © = 15 = 1,

[ax) HcMrl:qn:j:Ercf:—r"'.

(b} Mostre que @, = 0" mmbém & uma raiz de ().

A% Repita o Problems A.6 para uma relagio de recoméncia linear de ordem & qualquer com coeficientes constantes da forma:

[
iy = {-;ﬂ'p_| e {_:ﬂ.,_:- Ll T ':-" g = Z 1'.'_.|:.'|.|_,

com polindmio caracteristico Afx) = " = % "

Respostas dos Problemas Complementares

Al (g Alx)i=2"—3x—1D,a, =[5+ es(-2)"
(h)  Alx) = ¥ —dr - 2,8, =gy (77} 4 o =31
cr  Alx)= 1.~ —3r+ 2.4, = 0 + (2"
() Alx] = 5" = Sx 46,8, = (2") +0,(3)
) Alx)=x =3r+ La, =¢fi3+ VI + el - 512"
0 A =2 — S+ da, = [(§ + VT3/28" + a)i5 = V13002



A2 (@) e, =35+ 2-2" (B a,=4T)+5(-3
(e} a, =2+ 3{2") ) ap =T(2") — 43"}

A (o Alr) s =60, =067
(B} Alx)=x=Ta,=5(T")
() Al =5 —dx+ &0, = (2] + ean(Z7) = (o) + mey)2"
() Alx)=x* — 10x + 25,8, = &,(5") + e;n(5%) = [y + me;) 5

Ad (@ a, = 58"} (e oy = (2% 4 A2 e (] 4 32"
B a,=57"" @ a=25) &85 = (2405

AS (g Aixi= S e by i, = g o a2+ ey (37
(B} Alx)=x" = 1lx' 4+ 30x = 45,03, = ¢,(37) + can(3°) + 3(57)

AS (a)  a, = 24) +nld) + 32
() @y = 5(3%) 4 20(1) & {37 = (5 + 2+ o) 2"
AT (o) Foi dadogque pir e gin) sio solugibes de [ =), Poranto,
Pl =spln—10+wpin—2) e glr)=sgln=1)+ npin=2)

Enid,
ep(n) + exqin) = e [spln — 1) + spln — )| + calsgin — 1) + sg(n — 2)|
= slegpin — 1)+ exgln — 1] + slegmin = 20 4 cqgin = 2]

Fomanta, ¢ p(r] + coqle) também € solucho de [«].
(B} Foi ditogee e € uma miz de Alx), Poranta,
Pegret=ml & Pag+r
Seja a,, = . Emtlo,
My + 0y =4 20" = [
= (") = =a,
Logo, a, = & uma sobugio de | «).
AR (o Foi dado que r & uma ralz dupla de Ax). Portanto,
Alx)=(x—rf =2 = 2rx 4 2
Mas Mrim x° — ¥ — [. Logo, s=2re § = —r,
(k) Sein g, = e, Emtio,

Mg +ldg_7 = 5K — |:'I""-I + i = :“J":
= 2rfn = 13" — Al — 2" = 2 — 1) ~ (- 2"
="2in-—(n—2)| =r"In=2=n+2 =" =4,

Logn, a, = r" é uma sdugido de [+ ).
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reticulado, 432-433
Lirnite inferior, 426-427
Limite supernior, 432413
Limear:
buca, 65-T0, 7]-72
equagtes, [(8-110, [17
o, £23-474
Linguagem, 388159, dii-407
regular, 3R9.190, 195

ftipos de, 195

Linha {de macriz), L06- 107
equrvalincia, 114-115
forma candinica, 114-115
operagies. | 14, 127-13%
redugio, |14

Lista, 63

ligada, LER- 159



Literal, 458

LMR percursn, 274

Legica, 83.97, 462451
equivalémcin, LT-RE
implicagiio, 91
opeTaioes, BL-05%

Lagico, 83-97, 462-463
circwilos, 467-463
porias, 462461

LEN percurso, 174

MAPRZ), 356.357
Muopa, 200-200
duaal, 203-204
Mapas de Kamnaugh, 4684773

Mapeamenta de conjantas, S6-37, 3584357

Mapeamentd de similandade, 2154349
Miiguina:
de esindos fimios, Y97-508%
de Turang. 401-402, 413-413
Matrz, [06=113
nurmentsdn, L1011
bobeana, 31
de adjacéncias, 20E-205, 235
de camimhes, DiG-217
die s mekegdo, 1850
Matriz escalonada, 114-115, 127-128
Muirniz niio singular, 111-112
Mamzes, W11
deferminanée de, [12-113
imversn de, L1I-112
multiplicesio, LO8-109
quadrado, 110114
Muoximal;
elementa, 4265
ideal, 284
reldmgule, 471
Mixinso divisor comum, S8-639, 110
midicta, &) (mdxima divisor comum), 3]0
Mlddin, [62-163, 177-178
Membeo de um conjunio, (=12
Merge-sorr, 21=T2
Miéiodn de Homner, G864
Miniral:
firvore geradora, [95-] 549
camanb, 195196
cobertura, 47|
elementa, 426
expressies boolennas, 460
Mlimimo maédlcipde comem, 312
Moules Pomaens, B8-90
Momdide, 153-353
Mudtzgrafo, [4]-19%

N fimeires positives), 12-13, 304-308
nig) (nimero de elememins), [B-19
Negogho, 15-8f
o i quantiflicadior, 94
Mivel, 6, 232-231
NLE percursa, 274
Wi rerminal, 2a8- a0
Norma, [05-106
extemos, 271, 280-283
pnlermcs, I60-270, I72-373, TRO-2E2
Notagio &, T0-7]
Notaglio poloness, 134
Milchen, 3589-360
Milmem cromitic, 202-200
Miimers prima, 309-310
Mimeros cardinals, 67-68, 25-7f
desigualdades, §T-68
Miimers complexes €, [2-]13
Milmenos de Gidde], 400401

Operaphes, 240.150)

conjunin, L5, 22-3%
Oiperapdes assoclativas, 350-351
Cperapies comutativas, 350-351

grupe, 195856
Ordem, J04-308, 432-43%

de mm elemento, 2551540

de am grupa, 135-356

desigualdades, 304-305

dual, 427-423

em urma filgebre booleans, 456
Ordem lexiogrifica, 234, 414-425
COrdem usual, 422-423
Ordenagiio topolégica, 12-33
Ordenagio parcial, 44-45, 422-421
Ordenada;

drvores enryizsdas, 253754

comjunio, 417423

par, 15-36

pamiches, |43-147 [47-1428

Pais, 270, 2B5- 286
Palpvra, 187-3R8
vazia, J47-1RE
Partigha;
de i conjunto, 202, 31, 43-44, 5]
e mims inbeire posiliva, 415
ordennda, [48-[49
Percurso em pré-ordem, 274
Percurso em-ordem, 274
Percurso pés-ordem, 274
PERMIZ), 356-357
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Permutagies, | 18- 129, 356-357
oom repetigio, [3- 1)
Filha, 190-19]
Fhor caso, 69-T0
Pavds, K16-117
Polinfimio, J62-367
fusgio, 58-89
mHinaco, 362-3143
raizes de, 364365
Fonderado:
compriments de caminho, 28(0-252
grafio, 195196
Ponte (em um grafo), 194
Pomieira, 158-159
Pirta E, 463-454
Porta ldgica, d62-463
Porta MAD, 463-964
Porta ME, 4654566
Poawa QLI £62-461
Precede, 422-423%
Premissay, 5940
Primeiro elememio, 436
Primos relanvos, 312
Prircipho da abstragho. 12-13
Principio da cusa do pombo, 141,142
Prircipio da enumeragio, 18-1%, 135-136
Principio da extensda, 11-12
Principio da substituigiio, 5758
Primcipio de inclasdo-exclusko, 14]-142
Probabilidade, |54-165
condicional, 157-158
Problema das postes de Kiinasberg, 194
Produghe em uma gramiitics, 394
Produro canesimo, 55-346
Produto difeio de gripos. 383-384
Produn escalar, 105-106
Prodano;
canjunts, 35-34
direio, 181384
ardem, 424-425
regra, 135-134
Produto fundamestal, 16-17, 458
adjacente, 468469
Prodhsio incemmae, 1005106
Profumdidade,
de uma &rvore bindnia, 270
e ume recursho, G
Proposigho, 83-87
Labela-verdade de, 85-86
Proposicional
chlcule, 83-90
fungia, 1

0}, imlimeros mcionais), 12-13
Cruantificador exissencial, %2

Cheanitificadores, 91-97
negagdo de, B
Cheasi-pndem, 423-424
Chwincupds {mdiuins de Taring), 402-403
Quociente
conjumic, 4344
grupao, 337-358
semagrupa, 353-154
R (sist=ma de mimeros reais) [2-13, ¥46-306
Blmiz:
de uma &vore bindna, 268-269
de uma &vare, 314-315
de uma polindimie, 364-363
Fazio de crescimento, T0-71
Fezal:
reta T, M6 MG
sistenas de ndmeros K, 12-13
Reconhecimenio de palovros, 391392
Regific: de um maga, 200-201
Regra da soma, 135-136
Regular:
expressio, 85350
grafo, 109-1 10
gramiilica, 395-306
!Iin;guui:ﬂn. IR0 100
Relagio, 3546
comgruéncin, ver Belogho de congredncin
coguivnldncin, 42-43
fecho de, 41-42
grafo de, 17-38
martz de, 35-30
Relagio anti-simétrica, 41
Relspdo de conpruéncia, 313-314, 332-333
antimsética, 114-115
equsgdn, 317-318
Relsgio de igualdsde, 37-38
Relagin n-iirin, 42-45
Relscio reflexiva, 40
Relsgio wemdra, 44-45
Relsgio transitmva, 41
fecho de, 42-43
Relstivamente primo, 3 16-317
Belativa:
complemenio, |5: 16
freqidmcia, [ 54-155
Represenagbo compulacional -
de drvome bindrias, 272
de grafos orenlados, 235
die grafes, 204-205
Resio:
Funsiio, &1
lecaerma, 164- 365
Hetingulo kisico, 470471, 472
meaximal, 471
Reticulado, 430-433
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Reticulado complementada, 433-434
Reticubado distrbuiive, 433-434

Semigrupo, 352-333
Semigrupa livre, 352-353, 188.3549
e, 4244238
Seqilencias, b
Fibonacci, 6
Segiiencia especials, 466-467
Simbolo de somaldne Z, 63-64

Himeftrica;
diferenga, 16-17
grapo, 355-356
matriz, 123-124
relagho, 41

Sumilar:

fireores hingrins, 2659270
coRjusiios ondenados, 428-42
Simgples:
caminho, 193, 235
grafo, 191192
Sstema redusdo de residucs, 316-317
Soma de produtos, 458
complet, 460
Sirimgps, 63-5=4
Subdrvon:, 268-26%
Subconjumio, |2-13
propria, 13-14
Suhgrupo, 356-357
normal, 357-358
Subpalsvra, J47-38%
Suhsemigrupn, 153-354
Swscede, 472415
Bucesso, 160
Swcespor, X000, 424405
lisea, 201-212
Sumadouro, 230-231
Supremum (sup), 435-427

Tubebas-verdade, 85-85, 456-467
Toueelogia, A6-87

Tenantivas de Bernoulli, 160
Tensmivas repetidas, 130160, 172-173
Teorema chinés do resto, 320-321, 343
Teorema da fuloragiio, 364365
Teosema das quatra cores, 200-204
Teorema de Apple-Haken, 205-204
Tecrema de Kurstowski, 201-202
Teosemnn de Lagrange, 357-158
Teorema de Schroeder-Bermssein, §7-68, T9.80
Terminag! em uma gramdtica, 393

Termi compleln, 460
Termo mixima, 457-48%8
Tramspasta de matriz, [10-111
Trifingulo de Pascad, 137-138
Trlka, 193

amvessivel, 1935

Ul elementa, 426
U me-a-um:
cofrespondinga, 59
furda, 58-59
Unido de conjuntos, |3
Unidade:
em um anel, 360-15]
em uma £lgebrn booleans, 363564
matriz formula, 110-1110
Unilsteralmente conexs, 2313352
Universal:
comjuse Universa, |2-13
guantilicadores, 92
sistemna de endetegnmenio, 233234
L'iiliy graph, 301-202

VI3, 15191
Walor absolain, 80, 508- 506G
Valor base, 63
Walor tntedna, 60
Walores verdade, 83-84
Vardncia, 163-164
Varifvel, 5657
aleardnia, [61-1632
em uma gramaibica, 1%
Vagin:
comjuste 2, 13-13
palnra, I8T-IRR
relagha, 37-38
Viértice, 190-191, 229-230
arguive, 241243
isnlado, 19]-192
Viértice aleangdvel, 231-232
matrz, 236237
Wetores, |0d- 108
Wizinhen, 240-24]

L. interras), 12-13, 304-30%
£ limeiros maddule s, 315-316
dera;

davizar, 360-361

elemenia, 454455

matriz, 106107

vetar, K- 16
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Colecao

SCHAUM
d esséncia do conhecimenAo

Os livros da Colecao Schaum sao estruturados de maneira que
o aluno possa aprender a matéria e estuda-la de acordo com 0
seu ritmo. Além de apresentar o conteudo essencial, atendo-se
a topicos fundamentais, 0s textos reunem uma grande guantidade
de exercicios, 0 que permite testar as habilidades adquiridas.
Para o professor, € um material didatico completo, com teoria,
problemas resolvidos e complementares.

Teoria e Problemas de Matematica Discreta
aborda os seguintes topicos:

Teorla dos conjuntos

Relacoes

Funcgoes e algoritmos

Légica e calculo proposicional
Vetores e matrizes

Contagem

Teoria das probabilidades

Teoria dos grafos

Grafos orientados

Arvores binarias

Propriedades dos inteiros
Sistemas algébricos

Linguagens, gramaticas e maguinas
Conjuntos ordenados e reticulados
Algebra booleana

Relagdes de recorréncia
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