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CAPITULO 1 INTRODUCAO

- Objectivos do capitulo

- Definir dado

- Diferenciar dado qualitativo de quantitativo

- Definir Populacado e Amostra

- Diferenciar amostra de populacao

- Definir Variavel

- Diferenciar variavel qualitativa de quantitativa

- Definir variavel independente e dependente

- Diferenciar variavel independente de variavel dependente

1. INTRODUCAO

A Estatistica, € uma ciéncia que trata fundamentalmente da manipulacao de dados,
por se considerar dado como a unidade minima para a obtencao de informacées. Em
Estatistica, esses dados sdao manipulados através de métodos, dos quais se destacam
os “Métodos Estatisticos”, que nos permitem responder a questoes como as seguintes:
1- O que é que os Cidadaos pensam da postura camararia de Maputo sobre os
residuos?

2- Os rendimentos das familias nos ultimos anos tem sofrido realmente algum
aumento?

3- Qual sera o comportamento da despesa publica nos proximos dez anos, tendo em
conta os dados dos ultimos 20 anos?

4- O que nos diz o inquérito sobre a tendéncia do voto em relacao aos candidatos para
as presidenciais?

Estas sdo algumas das varias questdoes que a Estatistica tem como “obrigacao”
responder para satisfacao dos concidadaos ou redefinicdo de politicas.

2. NOCAO DE ESTATISTICA

A nocao “Estatistica” €& original da palavra “Estado”, ja que foi sempre o papel
fundamental de qualquer governo colectar, organizar, resumir, analisar e interpretar
um conjunto de dados da populacado, para deles tirar conclusdes. Sdo casos de
Natalidade, Mortalidade, Taxas, Percentagens, Indices e muitas outras espécies de
informacoes e actividades.

A medicdo (com ou sem maior aproximacao da grandeza) e a contagem dessas
quantidades ou qualidades, gera um conjunto de dados numeéricos que sao Uteis para
o desenvolvimento de muitos tipos de funcdes administrativas, pedagégicas e/ou
governamentais, para o fortalecimento e formulacao de politicas.

Estes dados recolhidos sdo sempre susceptiveis de algum tratamento para facilitar a
emissao de pareceres.
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Exemplo:
Suponhamos que Mocambique, entre os anos de 1990 e 1999, tenha exportado as
seguintes quantidades de Mariscos para a Unido Europeia:

Tabela 1.1 — Quantidades de mariscos exportadas
entre 1990 e 1999

Ano Quantidades
(em toneladas)
1990 3000
1991 2700
1992 2850
1993 1000
1994 1350
1995 1410
1996 1850
1997 1450
1998 2100
1999 1380
Total 19090

Como se pode observar, apds o ano de 1990, as exportacoes desses produtos foram
baixando duma forma irregular, tendo atingido o pior minimo em 1993.

Quanto a estes numeros, que poderiam resultar de dados concretos do Ministério das
Pescas, qualquer Analista poderia questionar:

- Sera que em 1993 os Parceiros da Unido Europeia diminuiram as preferéncias pelos
Mariscos Mocambicanos?

- Teria havido mudanca de Politicas Fiscais ao nivel da Unido Europeia?

O leitor ter-se-a se apercebido, que muitas e varias perguntas poderiam ser levantadas
em beneficio da duvida.

Foi facil notar que, com os dados apresentados na tabela 1, muitas perguntas e
conclusoées poderiam ter sido tiradas pelos observadores independentes do processo.

Os dados numéricos apresentados sdo a unidade minima da Estatistica, sendo assim
considerados como matéria prima que precisa de ser transformada usando “Métodos
Estatisticos” para posterior analise.

A Estatistica € um conjunto de todos os passos dum projecto de experiéncias
(resultantes de medicao ou observacao), organizacdo dos dados, interpretacao e
conclusées dai resultantes.

Actualmente a Estatistica € muito mais usada em fenémenos imprevisiveis (aleatorios),

como o de comportamento da despesa publica, niveis de aprovacoes da 7% a 8* classes
em todo o territorio nacional, etc. Face a estas situacoes, o governo pode pensar em
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conter a despesa publica, captar mais impostos e investir na criacado de mais escolas,
etc.

Em suma, a Estatistica pode ser apresentada estrategicamente em trés areas: (a)
Estatistica Descritiva, (b) Estatistica Inferencial e (c) Teoria de Decisdes. Esta
apresentacado € estratégica porque em muitos escritos a Estatistica é subdividida em
duas grandes areas: (a) A Descritiva ou Dedutiva e (b) A Inferencial ou Indutiva (onde
se incorpora a teoria de decisoes).

Ao analisarmos um conjunto de dados, devemos determinar em primeiro lugar se se
trata de uma amostra ou de uma populacdo completa. Essa determinacao afectara nao
somente os métodos utilizados, mas também as conclusées a que chegamos.
Utilizamos métodos de estatistica descritiva para resumir ou descrever as
caracteristicas importantes de um conjunto conhecido de dados populacionais, e

recorremos a métodos de estatistica inferencial quando utilizamos dados amostrais
para fazer inferéncias (ou generalizacoes) sobre uma populacao.

3. CONCEITOS BASICOS

3.1 Dado e Informacao

Dado

Definicdo 1: E a unidade minima da informacéo

Definicao 2: O que é recolhido e preparado para produzir algum resultado
Exemplo: Notas dos estudantes duma turma

Informacao

Definicdo: E o resultado do processamento dos dados

Exemplo: Percentagens dos admitidos, excluidos e dispensados da turma
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Dado
Qualitativo Quantitativo
Sao aqueles que identificam Sao os que identificam
alguma qualidadg categoria alguma quantidade,
ou caracteristica, nao categoria ou caracteristica,
susceptiveis de medida, mas susceptivel de medida.
de classificacdo, assumindo
varias modalidades.
Exemplo 1: O estado civil de um individuo, Exemplo 1: Altura de dez estudantes duma
assume as categorias: solteiro(a), casado(a), turma: 1,65; 1,75; 1,80; 1,95; 1,47; 1,50; 1,63;
vitvo(a) e divorciado(a). 1,68; 2,01; 1,99.
Exemplo 2: A cor do cabelo de um individuo, Exemplo 2: O peso de oito caixas diferentes de
assume as categorias: preto, castanho, loiro tomate do Chokweé: 47 Kg; 45 Kg; 44Kg; 43 Kg;
amarelo, etc. 44,5Kg; 46Kg; 46,2Kg; 45,3Kg.
Exemplo 3: O sexo de um individuo, assume Exemplo 3: O numero de filhos de 10 familias
as categorias: masculino e feminino. dum prédio: 4,5, 3, 3,4, 1,4,8,2,3.
Exemplo 4: O numero de apostadores de lotaria
em seis lojas da Cidade de Maputo: 300, 450,
200, 800, 400, 650.

Fig 1.1

3.2 Populacao e Amostra

Populacao

Uma nocao fundamental em Estatistica é a de conjunto ou agregado, conceito para o
qual se usam, indiferentemente, os termos Populacdo ou Universo. Pode-se considerar
como Populacao a coleccdo de unidades individuais, que podem ser pessoas ou
resultados experimentais, com uma ou mais caracteristicas comuns, que se pretendem
estudar.

Também se define como Populacado o conjunto de individuos, objectos ou resultados
experimentais acerca dos quais se pretende estudar alguma caracteristica em comum.
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Pode-se tomar como exemplo, a populacao constituida pelos alunos da 102 classe
matriculados na Escola Secundaria Manyanga em Maputo, da qual podemos estar
interessados em estudar as seguintes caracteristicas populacionais:

- Altura (em cm) dos alunos
- Notas (entre O e 20) dos alunos

Depois de medir a altura de cada aluno, obteriamos um conjunto de dados com o
seguinte aspecto:

Tabela 1.2 — Altura e Notas de estudantes

Nome Altura Nota
Alberto 145 10
Alexandre 161 15
Adelaide 158 13
Gabriel 156 16
Valentim 146 9
Carla 150 11
Julia 163 10
Manuela 157 11
Mimai 140 18
Julio 139 13
Sululu 162 8

Nem sempre € possivel estudar exaustivamente todos os elementos da populacao
porque:

A populacao pode ter dimensao infinita; exemplo: Populacao constituida pelas
pressdes atmosféricas, nos diferentes pontos da cidade de Maputo.

O estudo da populacao pode ser um processo destrutivo da mesma populacéo;
exemplo: Populacdo dos fosforos de uma caixa (pretendendo ter a certeza, se o palito
acende ou nao);

Ha rapidez no apuramento dos resultados — o tempo para estudar uma populacao
pode ser bastante elevado; exemplo: Estudo da tendéncia de voto numa data pré

eletoral,

Ha problemas de economia - estudar a populacao pode ser muito despendioso;
exemplo: Caracteristicas que apresenta cada doente doente do Sida;

Precisa-se de maior precisao — nalguns casos é mais dificil estudar uma populacao
por esta nao ser precisa;

Ha problemas de acesso — pode nao existir vias de acesso para chegar a populacao;
Existe instabilidade politica — casos de guerra ou tumultos;

Ha problemas demograficos — quando a populacdo estd mais geograficamente
dispersa; etc.
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Definicao 2: Populacdo é um conjunto de elementos com pelo menos uma
caracteristica em comum.

Exemplo 1: Se pretendemos saber o numero de eleitores que podem votar nas
proximas eleicbes municipais de Maputo, a Populacdo em estudo é “Os eleitores da
cidade de Maputo com cartdo de eleitor ”.

Exemplo 2: Se pretendermos saber o numero médio de aprovacoes em Estatistica, dos
estudantes nas instituicoes do ensino superior em Mocambique apds a independéncia,
a populacdo em estudo sera “Os inscritos a Estatistica desde a independéncia até a
data”.

Nota: Se toda a populacdo puder ser pesquisada estamos perante um censo.

Exemplo 3:

Num Restaurante dois amigos conversam:

- Mas que rica matapa eu estou a comer!

- Nao estaras a tirar conclusoes precipitadas? Ainda s6 comeste um bocadinho!

- A amostra que comi ja é suficiente...

- Talvez tenhas razao, ja que nao € necessario comer matapa de todas folhas da
mandioqueira para concluir que ela € boa.

Amostra

Quando nao € possivel estudar, exaustivamente, todos os elementos da populacao,
estudam-se s6 alguns elementos, a que damos o nome de Amostra.

Definicdo: Sao dados ou observacoes, recolhidos a partir de um subconjunto da
populacao, que se estuda com o objectivo de tirar conclusoes para a populacao da qual
foi recolhida.

Exemplo: Relativamente a populacao das alturas dos alunos do 1° ano matriculados
na Escola Secundaria de Jécua, na provincia de Manica, consideremos a seguinte
amostra, constituida pelas alturas (em cm) de 20 alunos escolhidos ao acaso:

145, 163, 157, 152, 156, 149, 160, 157, 148, 147, 151, 152, 150, 148, 156, 160, 148,
157, 153, 162.

Quando a amostra ndo representa correctamente a populacdo diz-se enviesada ou
viciada e a sua utilizacao pode dar origem a interpretacoes erradas.

3.3 Variavel

Definicao: Caracteristicas observaveis em cada elemento pesquisado. Descreve o
fenéomeno.
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Para cada variavel, para cada elemento pesquisado, num dado momento, ha APENAS
UM resultado possivel, que pode ser classificado pelo nivel de mensuracéao e pela forma
de manipulacdo. O nivel de mensuracdao € que vai determinar se ela refere a uma
quantidade discreta ou continua ou a uma qualidade nominal ou ordinal.

Pelo nivel de mensuracdo ou natureza as variaveis classificam-se em: Qualitativas e
Quantitativas, como ilustrado na figura seguinte.

Variavel
1

Qualitativa Quantitativa
Nominais: Apenas identificam as Discretas: Podem assumir apenas alguns
categorias, nao existindo alguma valores, porque elas resultam de contagem.
ordenacéo. Exemplos: Sexo, Exemplos: N° de filhos, N° de moradores dum

nacionalidade, naturalidade, raca,..

Ordinais: Permitem ordenar as categorias
(existe uma ordem natural nas categorias).
Exemplo: classe social (baixa, média e
alta), grau de instrucdo (primario,
secundario e universitario), consumo de
sumo (pouco, médio, elevado).

prédio, N° de doentes de célera numa
enfermaria,...

Continuas: Podem assumir uma infinidade de
valores porque resultam de processos ou
fenéomenos mensuraveis.

Exemplos: temperatura, velocidade, altura,...

Variaveis Quantitativas (intervalares)

Fig 1.2

Suas realizacoes sdo numeros resultantes de contagem ou mensuracdo. As variaveis

quantitativas subdividem-se em:

Classificacao funcional de variaveis

As variaveis quanto a funcionalidade classificam-se em: independentes e dependentes

Variaveis Dependentes

Definicao: Sao aquelas cujos efeitos sdo esperados de acordo com causas. Elas se
situam, habitualmente, no fim do processo causal e sdo sempre definidas na hipotese

ou na questao de pesquisa.

Variaveis Independentes
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Sao aquelas cujos efeitos queremos medir. Podem ser assinaladas as “causas” do
fenomeno que se quer estudar. Quando um estudo tem mais de uma hipotese, podem
ser definidas diversas variaveis dependentes. Elas podem ser independentes umas das
outras ou constituir uma ordem hierarquica, na qual certas variaveis dependentes
podem ter um efeito sobre outras variaveis dependentes.

Nota: Atente-se para o facto de que as pesquisas determinam o tipo de variaveis a
usar. A pesquisa experimental usa as variaveis independentes e as dependentes. A
pesquisa sintética, ndo necessita de classificacdo, pois as variaveis se relacionam em
rede. As pesquisas de desenvolvimento, ndo distinguem as variaveis, pois o objectivo é
estabelecer e validar uma intervencado ou um instrumento de medida de uma
construcao.

Observacao: A variavel constitui o primeiro nivel de operacionalizacdo de uma
construcao teodrica e, para cada uma, se deve dar em seguida, uma descricao

operacional. Para algumas variaveis a descricdo € simples, porém em outros casos,
essa definicdo é mais complexa.

Vejamos um exemplo com resumo mais detalhado:

Tabela 1.3 — Classificacao de variaveis

Idade Consumo de Bebida Classe Social

Tradicional

Nominal Sim, Nao
Ordinal Crianca, Jovem, Velho Pouco, Médio, Muito Baixa, Média, Alta
Discretas NUmero de Anos Numero de Copos de NUmero de Saléarios
Completos Alcool ingeridos minimos completos
Continuas Idade em anos, meses, Quantidade de Alcool Renda Familiar em

dias, ... presente no sangue Meticais
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Exercicios resolvidos

1- Com os dados a seguir, que mostram a distribuicao salarial de 18 trabalhadores de
uma firma,

Tabela 1.4 — Distribuicao salarial de 18 trabalhadores duma firma

Anos
Nome Sexo Servico Funcéo Salario Nacionalidade

Luis Masculino 15 Gerente 5,700,000.00Mt Mocgamb.
Mateus Masculino 16 Escrit6rio 4,200,000.00Mt Mocamb.
Santos Masculino 12 Limpeza 2,145,000.00Mt Mocamb.
Armando Masculino 8 Escritorio 2,190,000.00Mt Mocgamb.
Dinis Masculino 15 Limpeza 4,500,000.00Mt Mocamb.
Valentim Masculino 15 Escritério 3,210,000.00Mt Mocamb.
Alberto Masculino 15 Vendas 3,600,000.00Mt Mogamb.
Adelaide Feminino 12 Escritério 2,190,000.00Mt Mocgamb.
Sululu Masculino 15 Traducéo 2,790,000.00Mt Mocamb.
Luisa Feminino 12 Escritdrio 2,400,000.00Mt Mogamb.
Celeste Feminino 16 Vendas 3,030,000.00Mt Mocamb.
Julio Masculino 8 Traducdo 2,835,000.00Mt Mocamb.
Alex Masculino 15 Escrit6rio 2,775,000.00Mt Mocamb.
Gabiriel Masculino 15 Traducéo 3,510,000.00Mt Mocamb.
Helena Feminino 12 Escritdrio 2,730,000.00Mt Mocgamb.

Trevour Masculino 12 Escritério 4,080,000.00Mt Estrangeira

Kelvin Masculino 15 Vendas 4,600,000.00Mt Estrangeira
Xantelo Feminino 16 Gerente 10,375,000.00Mt Mocamb.

Identifique as Variaveis.

Resolucao: As variaveis sdo as que fazem parte do cabecalho Nome, Sexo, Anos
Servico, Funcdo, Saldrio e Nacionalidade. A nacionalidade, nome, sexo e funcido séao
variaveis qualitativas. Anos Servico € uma variavel quantitativa discreta e saldrio, uma
variavel quantitativa continua (porque resulta de todos ponderaveis e imponderaveis).

2) Classifique as variaveis que se seguem em - qualitativas, quantitativas discretas ou
quantitativas continuas.

- Altura de um individuo;

- Peso de um individuo;

- Idade de um individuo;

- Zona de origem,;

Resolucao:

- Altura de um individuo: E quantitativa continua.
- Peso de um individuo: E quantitativa continua.
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- Idade de um individuo: E quantitativa discreta.
- Zona de origem : E qualitativa nominal.

Exercicios Propostos

1) Classifique as variaveis que se seguem em - qualitativas, quantitativas discretas ou
quantitativas continuas.

- Cor do cabelo de um idividuo;

- Situacao sécio econémica de um individuo;

- NUmero de filhos que uma familia possui e o respectivo sexo;

- Tipo de cereais que uma familia consome e as respectivas quantidades;

- Programa televesivo com maior audiéncia e o nuimero de vezes que vai ao ar por
semana

2) Um dos grandes problemas quando se faz um estudo estatistico, consiste em como
seleccionar os casos em estudo. Imagine que se pretende fazer um estudo afim de

se verificar se o uso de preservativo reduz os efeitos graves de contrair HIV.

Observe os exemplos que a seguir se apresentam e indique a alternativa que escolheria
se tivesse que fazer um estudo sobre a utilizacdo de preservativos.

- Usar dados de todos os vendedores de preservativos ou apenas dos jovens que usam
preservativos;

- Usar dados de todos os jovens que usam preservativos ou apenas dos vendedores de
preservativos;

- Usar os dados de todos os jovens que usam preservativos da mesma maneira ou
categorizar por niveis de contaminacao;

- usar os dados dos contaminados agrupando-os por sexo ou analizar todos em
conjunto.

3) Num determinado ano lectivo, uma universidade admitiu 3.700 homens dos 8.300
candidatos e 1500 mulheres das 4.300 condidatas. Os dados apresentam-se na

tabela abaixo.

Tabela 1.5 Numero de Candidatos e Admitidos por Faculdade

Homens Mulheres
Faculdade N° de | N° de | N° de | N° de
candidatos | admitidos candidatas | admitidas
Letras 2300 700 3200 900
Ciéncias 6000 3000 1100 600
Total 8300 3700 4300 1500

a) Qual a diferenca entre as taxas de admissao entre os dois sexos? Havera alguma
evidéncia de descriminacao por sexo?

b) Havera alguma diferenca nas taxas de admissao entre os homens e mulheres na

Faculdade de Ciéncias? E na Faculdade de letras?
c) Como se pode explicar a contradicdo verificada nas duas alineas anteriores?
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4- Classifique as variaveis que se seguem em qualitativas, quantitativas discretas ou
quantitativas continuas.

- Altura de um individuo;

- O seu peso;

- Idade;

- Nacionalidade;

- Cor dos olhos;

- Situacao sécio economica de um individuo;

- Numero de filhos de familias residentes num prédio

- Numero de transistores numa Caixa

- Quantidades ingeridas por familia dum Bairro durante uma semana

- Programas televisivos com maior audiéncia

- Produto interno bruto de 15 paises da regiao

Um dos grandes problemas quando se faz um estudo estatistico, consiste em como
seleccionar os casos em estudo. Imagine que se pretende fazer um estudo afim de se
verificar se o ndo encandeamento entre automoveis reduz os efeitos graves provocados
pelos acidentes:

Usar todos automoéveis ou apenas os transportes semi colectivos?

Tomar apenas as distancias focais de cada farol ou apenas a poténcia das lampadas
colocadas?

Analisar os dados dos acidentes agrupando-os em Transportes semi colectivos e outros
veiculos ou analisar todos em conjunto?

Analisar dado de todos acidentes da mesma maneira ou categoriza-los
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CAPITULO 2 ESTATISTICA DESCRITIVA

Objectivos do capitulo:
- Criar tabelas com base na definicao de variaveis
- Definir frequéncia relativa e absoluta
- Definir frequéncias acumuladas
- Diferenciar as frequéncias
- Implementar tabelas e graficos
- Diferenciar graficos
- Aplicar graficos em situacoes concretas
- Descrever prinicipais medidas
- Diferenciar medidas de Tendéncia Central, Dispersao e Posicdo
- Determinar as principais medidas
- Aplicar diferentes medidas em exemplos
- Definir os principais indicadores genéricos
- Diferenciar os principais indicadores
- Saber definir economia
- Estudar o conceito racio duma forma geral
- Definir Correlacao
- Criar diagrama de dispersao
- Discutir regressao
- Determinar coeficientes
- Interpretar o coeficiente de correlacao

A analise estatistica comeca quando um conjunto de dados torna-se disponivel de
acordo com a definicdo do problema da pesquisa. Um conjunto de dados, seja de uma
populacdao ou de uma amostra, contém muitas vezes um numero muito grande de
valores. Além disso, esses valores, na sua forma bruta, encontram-se muito
desorganizados. Eles variam de um valor para outro sem qualquer ordem ou padréo,
por isso os dados precisam ser organizados e apresentados numa forma sistematica e
sequencial por meio de uma tabela ou grafico. Quando fazemos isso, as propriedades
dos dados tornam-se mais aparentes e tornamo-nos capazes de determinar os métodos
estatisticos mais apropriados para serem aplicados no seu estudo.

1. FREQUENCIA
Tomemos a variavel idade da tabela 1.4, para distribuir em frequéncias e fazer alguma
analise.

Para apresentarmos a distribuicao de frequéncia absoluta, colocamos os valores que a

variavel toma na primeira coluna e o numero de vezes que o dado aparece (repetido) na
segunda coluna.
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Tabela 2.1 — Distribuicao de frequéncia absoluta da variavel anos
de servico da tabela 1.4

Anos de Servico (x) Frequéncia (f)
2
12 5
15 8
16 3
Total 18

A tabela 2.1, € uma tabela que representa a distribuicdo de frequéncia absoluta de
dados discretos (Anos de Servico), em virtude de resultar duma contagem.

Quando se pretende analisar o impacto da frequéncia absoluta relativamente ao
numero total de observacodes, recorre-se a frequéncia relativa (percentual). Vejamos a

tabela a seguir.

Tabela 2.2 — Distribuicao de frequéncias relativas da tabela 2.1

Anos de Servico (x) Freguéncia (f;) frequéncia Relativa % (f,)
2 x100=1111
18
12 5 5

—x100=27,78
18

15 8 8
= %100 = 44,44
18

16 3 3
—x100 =16,67
18

Total 18 100,00

Neste caso, pode-se dizer por exemplo que 44,44% dos trabalhadores tem quinze anos
de servico e que mais de metade dos trabalhadores tem 15 ou mais anos de servico
(16).

Frequéncias absoluta acumulada e relativa acumulada

Para o exemplo representado pelas tabelas 1.3, 1.4 e 2.1 podemos calcular a
frequéncia relativa (tabela 2.2) e as respectivas frequéncias absolutas e relativas
acumuladas. Observe a tabela seguinte:
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Tabela 2.3 — Distribuicao de frequéncias acumuladas

Variavel Frequéncia Frequéncia Frequéncia Frequéncia Relativa
(Anos de Absoluta (fi) Absoluta Relativa % (f) Acumulada % (F)
Servico) Acumulada (F)
8 2 2 11,11 2
—x100=11110u 11,11
18
12 5 2+5=7 27,78
o % x100=38,89 ou 1111+ 27,78=38,89
15 8 — 44,44
7+8=15 15 100 83,33 ou
18
38,89+ 44,44 =83,33
16 3 = 16,67
15+3=18 %xmo =100,00 ou
83,33+16,67 =100,00
Total 18 100,00

A frequéncia relativa é dada pela formula f, =—

n

Calculo de frequéncia absoluta acumulada (Fj)
Fi éigualaf;

F, =F_, + f;, para qualquer i>1, i € niimero natural

(I) e a Acumulada F, = 5 (IT)
n

A frequéncia relativa acumulada pode ser calculada de duas maneiras. Na primeira,
tal como € feito na tabela acima, dividindo o valor da frequéncia absoluta acumulada
pelo total de observacdes. Na segunda maneira, acumulamos o valor da frequéncia
relativa. Este tltimo método pode levar a um acumular de erros, de forma que o ultimo
valor da frequéncia relativa acumulada se distancie consideravelmente de 1.

Observacao: Daqui em diante onde se 1é frequéncia entenda-se como sendo frequéncia
absoluta e que a frequéncia relativa pode aparecer em muitos casos de forma
percentual, onde: fi representara a frequéncia absoluta da i-ésima ocorréncia, f:
representara a frequéncia relativa e as F; e F; as respectivas frequéncias acumuladas.

Dados brutos

Sao aqueles obtidos directamente da pesquisa, isto €, ainda nao sofreram qualquer
processo de sintese ou analise. Em geral sdo apresentados em tabelas e
frequentemente omitidos na maioria das publicac¢des, quase sempre por uma questao

de espaco.

O conjunto de dados constitui uma amostra cujo tamanho denota-se por n.
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Exemplo: Foi realizado um estudo piloto com objectivo de verificar como os habitos de
vida das pessoas influenciam o risco de desenvolvimento de doencas cardiacas. Hoje
em dia muitos resultados estdo completamente integrados a pratica cardiologica.

A tabela a seguir mostra as medidas em mg/dl de colesterol, referente a um exame
realizado em 1952 em 80 pacientes. Os pacientes que nao compareceram estao
representados por espaco em branco. Observando estes dados, na maneira como estao
apresentados, € muito dificil saber o valor em torno do qual as medidas estao
agrupadas, a forma da distribuicdo e a extensao da variabilidade.

Tabela 2.4 - Nivel de colesterol (mg/dl) em 80 individuos (dados brutos)

278 182 247 227 277 194 196 276 244 192
118 219 255 201 209 219 228 209 209
171 213 233 226 209 200 200 363 209 200
179 167 192 277 317 146 217 292 217 255
212 233 250 243 150 209 184 199 250 479
175 194 221 233 184 217 150 167 265
242 180 255 170 209 161 196 165 234 179
248 184 291 185 242 276 243 229 242 250

Tabela 2.5 — Distribuicao de frequéncias dos dados da Tabela 2.4

Colesterol mg/dl Frequéncia absoluta Freguéncia relativa
Simples (f) Acumulada (F) Simples (f,) Acumulada (F,)
100 |_ 150 2 2 0.0256 0.0256
150|200 24 26 0.3077 0.3333
200 |_ 250 35 61 0.4487 0.7821
250 |_ 300 14 75 0.1795 0.9615
300 |_ 350 1 76 0.0128 0.9744
350|_400 1 77 0.0128 0.9872
400|—450 0 77 0.0000 0.9872
450 |_ 500 1 78 0.0128 1.0000
Total 78 1

|— Significa que o intervalo esta fechado do lado esquerdo e aberto do lado direito

Etapas para a construcao de tabelas de frequéncias para dados agrupados e
com intervalos de classes iguais:

1) Encontrar o maximo (maior) e o minimo (menor) valores do conjunto de dados;

2) Escolher um numero de subintervalo ou classes (mais adiante abreviado pela
letra k), em geral de mesma amplitude (tamanho, abreviado por c), que englobem
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todos os dados sem haver superposicdo dos intervalos. Os extremos dos intervalos
sao chamados de limites de classes;

3) Contar o numero de elementos que pertencem a cada classe; este numero é

Estatistica Descritiva, Probabilidade e Inferéncia Estatistica

denominado frequéncia absoluta, em geral representada por fj;

4) Determinar a frequéncia relativa de cada classe, dividindo a frequéncia da classe
pelo ntmero total de observacoes.

Observacao: Algumas regras praticas podem ser usadas na construcado de tabelas,
como por exemplo variar o niumero de classes entre 5 e 15; o numero de classes pode
ser 4/N; o tamanho de cada classe € escolhido como o quociente entre a amplitude
(diferenca entre o maior e o menor numeros) do conjunto e o numero de classes
escolhido. Por conveniéncia, € possivel modificar esse valor para facilitar a construcao

e interpretacao da tabela; o limite inferior da primeira classe e o limite superior da
altima classe devem ser um pouco menor € maior que a menor e maior observacao

respectivamente.

Exemplo: Foram levantadas tentativas de suicidio por intoxicacdo aguda registadas
num centro de assisténcia a problemas Toxicos. No periodo de Janeiro/1992 a

Fevereiro/ 1993, 302 casos tiveram caracterizacao.

potencialmente suicidas

Tabela 2.6 -Distribuicao de profissdes entre pacientes

Profissdo fi fr
Servicos gerais* 75 24,8
Doméstica** 55 18,2
Do lar 53 17,5
Indeterminada 29 9,6
Emprego especializado*** 23 7,6
Menor 20 6,6
Desempregado 15 5,0
Estudante 14 4,6
Lavrador 12 4,0
Autbnomo 4 1,3
Aposentado 2 0,7
Total 302 1,00

Como € possivel observar, na distribuicdo de pacientes potencialmente suicidas, a
incidéncia foi observada entre profissionais mal remunerados e com sobrecarga de
trabalho, sem perspectiva de ascensao social. O alto percentual entre menores e
estudantes (6,6% + 4,6%) confirma o facto de que o indice de tentativas de suicidio é

preocupante.
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1.1 DIAGRAMAS
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Com uma simples inspeccao do histograma da figura a seguir, pode ver que a maioria
dos individuos tem colesterol em torno de 225 mg/dl. Tem ainda uma boa descricao de

como os diferentes niveis se distribuem em torno deste valor.

Histograma para o nivel de colesterol da tabela 2.5
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Fig 2.1

A partir do histograma pode-se construir o poligono de frequéncia, que consiste em
unir através de segmentos de rectas as ordenadas correspondentes aos pontos médios

de cada classe.
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Poligono de frequéncia para o colesterol da tabela 2.5

Poligono de freqliéncia
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Fig 2.2

A ogiva é um grafico de frequéncias acumuladas (usualmente relativas). Para construi-
la coloca-se no eixo horizontal os intervalos de classe nos quais a variavel em estudo
foi dividida. Para cada limite de intervalo é assinalado no eixo vertical sua percentagem
acumulada. Em seguida, os pontos marcados sado ligados por segmentos de recta.
Embora a palavra ogiva nao seja bastante sugestiva, trata-se de uma poligonal
ascendente.

Ogiva do colesterol da tabela 2.5
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Fig 2.3

O histograma e o poligono de frequéncias servem para visualizar a forma de
distribuicao da variavel em estudo. Através da ogiva podem-se estimar os percentis da
distribuicdo, isto é, o valor que é precedido por certa percentagem de interesse pré-
estabelecida. Por exemplo, estimar o valor da variavel do qual se tem 50% dos
individuos.

Diagrama Circular

Como o proprio nome sugere, esta representacdo é constituida por um circulo, em que
se apresentam varios sectores circulares, tantos quantos as classes consideradas na
tabela de frequéncias da amostra em estudo. Os angulos dos sectores sao
proporcionais as frequéncias das classes. Por exemplo, uma classe com uma
frequéncia relativa igual a 0,20, tera no diagrama circular um sector com um angulo
igual a 360°%0,20 =72°. E uma representacdo utilizada essencialmente para dados

qualitativos.

Exemplo: Categoria profissional dos funcionarios de uma Faculdade

Tabela 2.7 - Categoria profissional dos funcionarios de uma Faculdade

Classes Freq. Abs. (f) Freq. Relat. (f)
Professor Estagiario 20 0,47 0,47 x100% = 47%
Professor Auxiliar 12 0,29 0,29 x100% = 29%
Administrativo 7 0,17 0,17x100% =17%
Continuo 3 0,07 0,07x100% = 7%
Total 42 1,00  1,00x100% =100%
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Grafico em Sectores (Pizza)

Continuo,
7%

Administrativo

Error! 7%

Professor
Auxiliar, 29%

Professor
Estagiério,
47%

Fig 2.4

Diagrama de Barras para dados Qualitativos, representados na tabela 2.7

DIAGRAMA DE BARRAS

25 -
£ 20 -
é 15
. 10 -
(o
£ 57
0 | I
Professor Professor Administrativo Continuo
Estagiéario Auxiliar
Classes
Fig 2.5

E de notar que dentre os dois diagramas (circular e o de barras), o circular representa
uma mais valia em termos de facilidade na leitura de dados.

Exemplo:

Num determinado ano lectivo, uma Universidade admitiu 3700 homens dos 8300
candidatos e 1500 mulheres das 4300 candidatas. Os dados apresentam-se na tabela

abaixo.

24 Docente: Rodrigues Z. Fazenda 84-4934100
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Tabela 2.8 — Distribuicao de homens e mulheres por faculdades

25

Homens Mulheres
Faculdade N° de N° de N° de N° de
Candidatos Admitidos Candidatas Admitidas
Letras 2300 700 3200 900
Ciéncias 6000 3000 1100 600
Total 8300 3700 4300 1500

Diagrama de barras composto do tipo lado a lado (clustered) da tabela 2.8

7000

6000

5000

4000

3000

Candidatos e Admitidos

2000

1000

|

i

MW Letras

[ Ciéncias
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Este tipo de diagramas é mais usado para tipo de variavel qualitativa cruzada. Atente-

Estatistica Descritiva, Probabilidade e Inferéncia Estatistica

se para o facto da tabela de distribuicao de frequéncias ser cruzada (tabela 2.8).

Nota: Um diagrama de barras apresenta legenda, enquanto que um histograma nao

apresenta legenda

Histogramas (Vejamos de novo mais detalhadamente)

Histograma é uma representacdo grafica de uma tabela de distribuicdo de frequéncias.
Desenhamos um par de eixos cartesianos em que no eixo horizontal (abcissas)
colocamos os valores da variavel em estudo, enquanto que no eixo vertical (ordenadas)
colocamos os valores das frequéncias. O histograma tanto pode ser representado para
as frequéncias absolutas como para as frequéncias relativas. No caso do exemplo

apresentado através da tabela 4, o histograma seria:

Exemplo:

Suponhamos o seguinte conjunto de dados: 14, 12, 13, 11, 12, 13, 16, 14, 14, 15, 17,

14, 11, 13, 14, 15, 13, 12, 14, 13, 14, 13, 15, 16, 12, 12
A sua distribuicao de frequéncias € a seguinte:

Tabela 2.9 — Distribuicao de frequéncias

Variavel | Freq. Abs. Freq. Relat. F F. (%)
(f) (f) %
11 2
2 100% = 7,69 2 7,69
26
1 5 — -
2 2% 100% 1923 | 275=7 | 769+1023=26%2
13 6 - -
% 100% — 2308 7+6=13 | 26,92+ 23,08 =50,00
14 7 - -
% 100% = 26,92 13+7=20 | 50,00+ 26,92 = 76,92
15 3 - -
2_?; 100% — 1154 20+3=23 | 76,92+11,54 =88,46
16 - -
2 236 100% 760 | 237225 | 88.46+769=9615
17 1 — —
L 100% = 3,85 25+1=26 | 96,15+3,85=100,00
26
Total 26 100,00%
26 Docente: Rednigues Z. Fazenda 844934100 2 fazenda@yatos.com b
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freq. abs. (f) HISTOGRAMA
8 -
7 4
6 -
5
4 A
3
2
1 4
0
B * v H o 16 17 variavel
Fig 2.7

Para ja a pergunta que se coloca € a seguinte: porqué os dados aparecendo em forma
de pontos o grafico esta em forma de barras?

A resposta a essa pergunta € simples, basta ver mais adiante nos itens relativos a
dados agrupados, facilmente ter-se-a a resposta. De referir que os Histogramas sao
construidos para dados agrupados (que se apresentam em classes)

Para o grafico atras apresentado considerou-se que 11 é ponto médio de [10,5; 11,5];
12 € ponto médio de [11,5;12,5]; e assim sucessivamente.

Diagrama ramo-e-folhas

Tanto o histograma como os graficos em barras ddo uma ideia da forma da
distribuicao da variavel sob consideracdo. Mas a forma da distribuicao é tao
importante quanto as medidas de posicao e de dispersao. Por exemplo saber que a
renda per capita de Mocambique é de tantos dolares pode ser um dado muito
interessante, mas saber como essa renda se distribui é ainda mais importante. Um
procedimento alternativo para resumir um conjunto de valores, com o objectivo de se
obter uma ideia da forma de sua distribuicdo, € o diagrama de Ramo-e-folhas. Uma
vantagem desse diagrama relactivamente histograma € que nao perdemos (ou
perdemos pouca) informacao sobre os dados em si.

Nao existe uma regra fixa para construir o diagrama ramo-e-folhas, mas a ideia basica
€ dividir cada observacao em duas partes: A primeira (ramo) é colocada a esquerda de
uma linha vertical, a segunda (folha) é colocada a direita.

Observacao: Um ramo com muitas folhas significa maior incidéncia daquele ramo
(realizacao)

Exemplo: Tomemos as vendas do peixe Mapatana pela Empresa Finage Mar nos
ultimos 18 anos
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Tabela 2.10 — Nivel de vendas de Mapatana pela Empresa Finage Mar

Ano Vendas (1000 t) Ano Vendas (1000 t)
1 280 10 365
2 305 11 280
3 310 12 375
4 330 13 380
5 310 14 400
6 340 15 369
7 310 16 390
8 340 17 400
9 369 18 369

Coloquemos as vendas em rol (ordem crescente ou decrescente). Para o caso concreto
sera pela ordem crescente. 280, 280, 305, 310, 310, 310, 330, 340, 340, 365, 369,
369, 369, 375, 380, 390, 400, 400. O respectivo diagrama de ramo-e-folhas ficaria:

Diagrama de Ramo e Folhas da Tabela 2.10

Ramo Folhas
28 0 0
30 5
31 0 0 0
33 0
34 0 0
36 5 9 9 9
37 5
38 0
39 0
40 0 0
Fig 2.8

Repare-se que apos a extraccao dessa informacao podemos tirar algumas conclusoes:

- Nao ha um valor de maior destaque, isto €, um ramo que esteja mais solto do
resto dos ramos contendo folhas;

- Todos valores estao razoavelmente concentrados entre 280 e 400

- Um valor mais ou menos mediano para este conjunto de dados € por exemplo,
340;

- Ha uma leve assimetria em direccao aos valores pequenos; a suposicdo de que
estes dados possam ser considerados como amostra de uma populacdo com
distribuicdo simétrica, em forma de sino (a chamada distribuicao normal), pode
ser questionada.

Observacao: A escolha do numero de linhas do diagrama ramo-e-folhas é equivalente
a escolha do numero de classes de um histograma. Um niimero pequeno de linhas (ou
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classes) enfatiza a parte “Folha” da relacdo, resumido pela primeira coluna, enquanto
que as restantes colunas enfatizam a parte “Ramo”.

O Diagrama de Pontos (Scatter Plot) para a tabela 2.9

DIAGRAMA DE PONTOS

freq. Abs (f)
N =

AN B8 O O =

0]

Variavel
Grafico 5

Fig 2.9

Este tipo de diagrama é muito usado para associacdo entre duas variaveis
quantitativas. Também se usa este tipo de diagrama quando se pretende fazer Analise
de Covariancia. Mais adiante sera usado para Analise de Correlacdo e de Regressao.
De salientar ainda que cada ponto é um par ordenado de cada duas variaveis.

O Diagrama de Box Plot

Exemplo: Dada a tabela a seguir, faca um diagrama de Box-Plot.
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Tabela 2.11 — Nivel de temperatura da
unha pos friccédo

Nome Idade Temperatura
Luisa 12 5
Zicai 14 8
Kelvin 15 41
Trevour 18 13
Virginia 47 14
lvete 12 65
Santos 16 10
Acendino 19 13
Noé 89 32
Diagrama de Box - Plot
70
C12.00
60 =
50+
40 =
30
20
10 o
O w
N = 9
Temperatura
Fig 2.10

Este tipo de diagrama é mais usado para valores de uma variavel quantitativa em
funcdo de uma qualitativa, para analise de variancia. Repare-se que esta analise é
para uma relacao entre variaveis.
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Como construir o diagrama de Box-Plot?
Valores extremos: valores maiores que 3
* comprimentos da caixa, a partir do percentil 75%
25% dos Outliers: valores maiores que 1,5 comprimentos da
dados estao (0] caixa, a partir do percentil 75%
acima da
caixa . Maior valor que nao é outlier
ﬁ ‘ Percentil 75%= Q,
50% dos 25% dos dados
dados estao Mediana= Q,
eeese——
dentro da
caixa 25% doa dados
. Percentil 25% =Q,
u P Menor valor que nao € outlier
25% dos h
dados estao (0] Outliers: valores menores que 1,5 comprimentos
abaixo da da caixa, a partir do percentil 25%
caixa

* Valores extremos: valores menores que 3
comprimentos da caixa, a partir do percentil 25%

Comprimento da caixa = amplitude interquartilica = Qz - Q:
Fig 2.11
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Diagrama de Linhas

Diagrama de Linhas para dados da tabela Tabela 2.11

Missing 5.00 8.00 10.00 13.00 14.00 32.00 41.00 65.00

Temperatura
Fig 2.12

Este tipo de graficos é usado para analise de séries temporais e cronologicas, quando
se pretende analisar a trajectoria de variaveis ao longo do tempo.

Diagrama de Areas

Diagrama de Areas para dados da tabela Tabela 2.11
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Temperatura

(I

[ 14.00
] 13.00
B 10.00
[ |

8.00

Count

0 - Missing

Missing 12.00 14.00 15.00 16.00 18.00 19.00 47.00 89.00

Idade
Fig 2.13

O grafico de areas € usado para Analise de Regressao e Correlacdo, cujos valores das
variaveis que se pretendam sao para trajectérias ao longo do tempo. Assim também o
sao os graficos do tipo Drop-Line tratados a seguir.

Diagrama Drop Line

Diagrama Drop Line para dados da tabela Tabela 2.11

o Dot/Lines show Means

80.00 =

60.00 =
8
[0}
k=] o

40.00 =

20.00 = o o

(@)
(@] © (@]
T ] ] ] ] T
10.00 20.00 30.00 40.00 50.00 60.00
Temperatura
Fig 2.14

Dacente: Rodrigues Z. Fazenda 84-4934100 2_fazenda@yahec.com.bin 33






Estatistica Descritiva, Probabilidade e Inferéncia Estatistica 35
Vejamos resumidamente a seguir:
Quadro 2.1 — Procedimentos disponiveis para a apresentacao de dados.
Tipo da variavel Valores da variavel Tipo de tabela Tipo de estatistica Tipo de grafico
Quialitativa Recomenda-se definir a varidvel como [Tabela de distribuicao Frequéncias absolutas |Barras simples
Sexo numeérica e depois colocar os rotulos |de frequéncias e relativas Ou Circular
Classe 1=Feminino; 2=Masculino.
1=12 Classe do 1° Grau; 2=22 classe do
Grau de instrucdo do pai 1° Grau; 3=32 classe do 1° Grau.
1=Analfabeto; 2=Primario;
Tipo de escola 3=Secundario; 4=Superior
Turno 1=Pdublica; 2=Privada.
Repetente em 1=Matutino; 2=Vespertino e 3=Noturno.
Historia 1=Sim; 2=N&o.
Qualitativa cruzada Frequéncia simples;Gréfico de barras
Repetente versus Classe Tabela de distribuicdo defrelativa a linha composto:
frequéncias cruzada e/ou coluna Lado a lado (clustered)
(valor esperado, testelSuperposto (stacked);
chi-quadrado) Opostos
Quantitativa Discreta
(que toma poucos valores) 0;1;2;...10 Tabela de distribuicdo deFrequéncias absolutas (Grafico de bastéo;
Numero de filhos por mulher frequéncias e relativas Gréfico de barras
NUmero de reprovacdes por 0;1;2;3;4 simples
série
NUmero de horas por dia 0;1;2;3;4

gue estuda matematica

Observa-se que variaveis qualitativas ordinais podem ser tratadas como variaveis quantitativas, por exemplo, Classe em
que estuda, que poderia ser interpretado como numero de anos de estudo aprovados. Assim, o estudo da taxa de
fracasso escolar por Classe pode ser trabalhado, tanto com o teste qui-quadrado, quanto com a analise de regressao e

correlacao.
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Quadro 2.2 — Procedimentos disponiveis para a apresentacao de dados.

Tipo da variavel

\Valores da variavel

Tipo de tabela

Tipo de estatistica

Tipo de grafico

Quantitativa Discreta

(que toma muitos valores)
Numero de alunos por turma
Idade do pai (anos completos)
NUmero de veiculos que passam
por um ponto movimentado
Quantitativa Continua

Nota na prova de matematica
\Valor na escala de atitudes(*)
Renda familiar

Coeficiente de Inteligéncia
Tempo gasto na prova

20; 21; ..., 50

Intervalo fechado de 0 a 10: [0; 10]
Intervalo fechado de 20 a 80: [20; 80].

Intervalo semifechado de 0 a M: [0; M[
Intervalo fechado de 0 a 150: [0; 150]

Intervalo fechado de 0 a 2 horas: [0; 2]

Tabela de distribuicdo de
frequéncias desde que
0s dados tenham sido
agrupados em faixas

ou intervalos

Tabela de distribuicdo de
frequéncias desde que
0s dados tenham sido
agrupados em faixas

ou intervalos

Média;

Mediana

Moda

Desvio padrédo
Coeficiente de variacéo
Quatrtis

Média;

Mediana

Moda

Desvio padréao
Coeficiente de variacéo
Quartis

Diagrama de
ramo e folha
Histograma
(pode usar a opcao da
distribuicdo normal,
caso se
trabalhando sob
esse pressuposto)

estejal

Diagrama de
ramo e folha
Histograma
(pode usar a opcao da
distribuicdo normal,
caso se
trabalhando sob
esse pressuposto)

estejal

Relagdo entre variaveis

\variaveis quantitativas

Quando se quer analisar associacdo entre duas ou mais

Analise de correlagao
Analise de regressao

Scatter plot
ou diagrama de pontos

Uma quantitativa em fung&o de uma qualitativa

Analise de variancia

Diagrama de ramo e
folha, box-plot

Uma quantitativa em funcdo de
guantitativas

variaveis qualitativas e

Analise de covariancia

Scatter plot
ou diagrama de pontos

Séries temporais
Numero de alunos matriculados
no periodo de 1980 a 1998

Quando se pretende analisar a|
trajetéria de variaveis ao longo do
tempo

Tabela contendo a
variavel tempo e as
\variaveis estudada

Analise de séries|
temporais

Andlise de regressdo e

Grafico de linhas;
De areas
Drop-line

correlacao

(*) pela forma de construcéo, esta variavel seria discreta
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1.2 Tabulacao de frequéncia com intervalos de classes iguais e histograma para
variaveis continuas

Até agora vimos como sdo calculadas as frequéncias (absolutas, relativas e acumuladas)
para variaveis quantitativas discretas. Nesse caso a tabulacdo dos resultados é mais
simples. Se tratamos de variaveis quantitativas continuas, os valores observados devem
ser apresentados em tabelas, agrupados em classes.

Para a determinacdo dessas classes nao existe uma regra pré estabelecida, sendo
necessario um pouco de tentativa e erro para a solucdo mais adequada. Nalguns casos
pode-se determinar intervalos arbitrarios, segundo o interesse do Analista, mas na maior
parte dos casos usam-se os pressupostos que se seguem:

- Se n é tamanho da amostra, considera-se que a amostra € grande se N>30 e
pequena se N < 30;

- Se k for o numero de classes que pretendemos, entdo k=5 se n<30 e k= Jn
se n>30;

- Se A é amplitude total, sera obtido através da diferenca entre o maior e o menor
valores da amostra.

A
- Se C é o intervalo de cada classe, sera obtido pela féormula C = E;

- fé afrequéncia absoluta;

Se X, € X, forem os valores minimos e maximos da amostra, teremos a

distribuicao de classes como se ilustra na tabela seguinte:

Tabela 2.12 — Formas de representacdo numa tabulacao de frequéncias

Classes f
[X X . +¢[

min min

[XintC s Xpin + 2%C [

min

[Xpin 2%C; X + 3%C [

[Xmax' 2xc; Xmax'C[
[ X G X

max ]

Exemplo: Com base nos dados constantes na tabela 2.1 — Niveis de Comercializacdo de
Mapatana, Faca a Distribuicdo de frequéncias dos dados.

Resolucao: As tonelagens por ano sdao dados quantitativos, defindindo desta forma uma
variavel quantitativa continua. Vamos transforma-la em intervalar.

1°) Definir o nimero de classes: como N =18, o que significa que n <30, entao k (numero
de classes) € igual a 5, isto &, k =5;
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2°) Definir a amplitude total (amplitude do conjunto das vendas) A
A = valor maximo - valor minimo = 430-280 =150;
o .. . A
3°) Definir Amplitude de Classe C: C= E
. valor méximo - valor minimo _ 430 - 280
¢ = amplitude de classe = - = =30
namero de classes 5
4°) Preparar as classes:
Tabela 2.13 — Determinacao de classes da tabela 2.10
Classe Limite inferior Limite Superior Xi
1 280 310 295
2 310 340 325
3 340 370 355
4 370 400 385
5 400 430 415
) o L l +1,
X; é o ponto médio de cada classe, e é obtido por X, = >
onde ]; é limite inferior da classe e I limite superior da classe.
5°) Distribuicao (Tabulacao) de Frequéncias
Tabela 2.14 — Distribuicao de frequéncias da tabela 2.13
1 2 3 4 5 6 7 8
Classes va 2 T\2
(Tonelagem) Xi fi fr Xif; X, —X (X - X) (X - X) f,
[280— 310[ 295 3 0.12 885 531,67 282669,44 848008,3
[310- 340[ 325 4 0.16 1300 946,67 896177,78 3584711,1
[340- 370[ 355 4 0,16 1420 1066,67 | 1137777,78 4551111,1
[370— 400[ 385 5 0.28 1925 1571,67 | 2470136,11 12350680,6
[400- 430] 415 2 0.20 830 476,67 22721111 4544222
Total 18 1.00 6360 21788933,3

6°) Como os dados constantes na tabela sado representantes de uma variavel quantitativa

continua, é claro que o respectivo grafico sera um Histograma a seguir
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Vendas de Mapatana nos ultimos 10 anos

Frequéncia (f)

[280— 310[ [310- 340[ [340-370[ [370- 400[ [400-430[ Tonelagem

Fig 2.15

PRINCIPAIS ESTATISTICAS: DEFINICAO E OPERACIONALIZACAO

2. MEDIDAS DE TENDENCIA CENTRAL

Definicao: Indicam onde se concentram a maioria dos dados.
Certamente que, se porventura existirem mais dados afastados das medidas de Tendéncia
Central, os seus resultados teoricos(!) estardao mais afastados do valor central da respectiva

distribuicao.

(1) sdo os que resultam dum calculo por meio duma formula.

2.1 Média

Definicao: é o Centro de Gravidade do conjunto de dados. Ela é definida como a soma dos
produtos dos valores da variavel e respectiva frequéncia dividida, pelo ntumero de
observacoes
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Dados nao agrupados

Meédia amostral Média populacional

n N
_ ZXi ZXi
X=2— () p=— vy
n N
A férmula (V), pode ser usada para dados da tabela 2.13 se considerarmos a venda por
ano como sendo X;.
Dados agrupados

Meédia amostral Média populacional
n N
_ Z X i Z X fi
X== (VII) U= ”T (VIII)

Para os dados constantes na tabela 2.13, usamos a formula VII, e entdo a média seria

£
= X i _280<2+305<1+320><1+330<1+310<2+340<2+369<1+365<1+375<1+380<l+400<2+37]2<1+390<1+370<l
n 18

=34639

Assim ficamos com calculo longo, preferindo com que se utilize os dados da tabela 4.17
para o calculo da mesma média. Sendo assim, pode-se ver que 9085,00 é o total da coluna

S e 18 é total da coluna 3. Como a referida tabela possui classes, a média a usar s6 pode
ser aquela que se refere a dados agrupados. Se tivéssemos usado a formula V, a média
seria 346,4 .

Essa diferenca nédo é relevante em virtude da formula V ser usada para dados nao
agrupados A 363,4 foi mais ocasionada pela correccdo dos dados, que foram registados
duma forma discreta para a notacao intervalar (continua).

A meédia e os valores extremos

A média apresenta um problema critico ou mesmo bicudo; ela é fortemente influenciada
pelos valores extremos. Por esta razdo deve-se fazer uma analise cautelosa dos dados.

Exemplo:

Suponha que estejamos interessados em estudar a distribuicdo do rendimento médio de
nove familias, em numero de salarios minimos (de 1.000.000,00Mt), com os seguintes
valores:

X: Nuumero de salarios minimos
X:1,1,1,1,2,2,3,5, 20
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O rendimento médio dessas nove familias € quatro. Mas o que acontece se a familia com
renda igual a 20 salarios minimos fosse retirada da amostra? O valor da média cai para
dois salarios minimos, o que parece mais razoavel, jA que esse valor descreve melhor este

conjunto de dados.

Vejamos a distribuicao de renda das nove familias da amostra diagramaticamente na
tabela a seguir:

Tabela 2.15 — Distribuicao de Rendas de nove familias

£
* *
S g
© X
> ul
* * * * *

Este exemplo ilustra como a média é vulneravel ao efeito de valores extremos. Neste caso €
recomendado utilizar a mediana, por ser o valor mais ao centro da distribuicdo, nao

susceptivel de influéncias.

Mas sera que sempre usaremos a mediana se isso acontecer? Sera que a mediana é a
Unica medida fiavel e nunca mais se usa a média?

Pode-se ver mais adiante que no tratamento das medidas de dispersao (dispersao relativa
ou total) faz-se sempre em relacdo a meédia, excepto a amplitude total, amplitude
interquartil e a amplitude de classe. As escolas, as empresas e sectores sociais usam em
geral a média para emitir um juizo. A mediana s6 nos diz a posicao do(s) elemento(s)

central(is).

Média aritmética ponderada: a média aritmética ponderada do conjunto

= X W, +X, W, +...+ X, W,
X1, X2,...,Xk, COM PESOS W1, Wa,...,Wi é calculada por X gp=————2"2 Kk
W, + W, + .+ W,

a) Média geométrica: a média geométrica dos valores positivos xi, Xa,...,Xn, €

calculada por )?g = Q/Xlxxzx...x X,

Média geométrica ponderada: a média geométrica ponderada do conjunto

. V2 wif o w, w. w,
X1, X2,...,Xk, COM PESOS Wi, Wa,...,Wk, € calculada por X 9= Z\/Xl X, X
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b) Média Harmonica: a média harmonica dos valores Xi, X»,...,Xn € calculada por

E o inverso da média aritmética dos inversos.

T - 1 _ n _.n
h="1 1 1 1 1 1 1
—+— 4.+t — —+—+.+— —
Xl XZ Xn Xl XZ Xn XI
2

Exemplo - Calcular a média harmonica simples dos seguintes conjuntos de
numeros:

a) {10, 60, 360} Resp: 3/(1/10+1/60+1/360) = 25,12

b){2,2,2,2} Resp: 4/(1/2+1/2+1/2+1/2) =2

Média harmonica ponderada: a média harmonica ponderada do conjunto

W.

X1, X2, ..., Xk, COM Pesos wi, wa, ...,Wk, € calculada por X hp="——

>

Media Harmonica Ponderada : (para dados agrupados em tabelas de frequéncias)

3,
hng

Exemplo - Calcular a média harmonica dos valores da tabela abaixo:

| classes | fi | xi | fi/xi [
[y — 3 2 [ 2 | 2/2=100 |
[ — 5/ 4 | 4 | 4/4=100 |
[ — 7/ 8 | 6 | 86=1,33 |
[ — ol 4 | 8 | 4/8=050 |
Y — 11| 2 | 10 | 2/10=020 |
\ total ‘ 20 ‘ ‘ 4,03 ‘_
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Resp: 20 / 4,03 = 4,96
Propriedades da média harmonica

A média harmonica € menor que a média geomeétrica para valores da variavel
diferentes de zero. Xh < Xg e por extensao de raciocinio podemos escrever : Xh
< Xg< X

OBS1: A média harmoénica nao aceita valores iguais a zero como dados de uma
série.

A igualdade fg = Xh = X s6 ocorrera quando todos os valores da série forem
iguais.

OBS2: Quando os valores da variavel nao forem muito diferentes, verifica-se
aproximadamente a seguinte relacao:

Xg=(X+Xn) /2

Demonstraremos a relacdo acima com os seguintes dados:
z=1{10,1;10,1;10,2;10,4; 10,5}
Média aritmética = 51,3 / 5 = 10,2600

Média geométrica = 10,2587

Média harmoénica = 5 / 0,4874508 = 10,2574

Comprovando a relacao: 10,2600 + 10,2574 / 2 = 10,2587 = média geométrica

c) Meédia quadratica: a média quadratica dos valores positivos Xi, X2,...,Xn, €

. E a raiz quadrada da média aritmética

2 2 2 2
N X, +X, +...+X X;
calculada por X = ! 2 L= z '
n

n
dos quadrados
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X+ X+ X
n

Média Quadratica Simples: (para dados nao agrupados) X q :\/

Exemplo - Calcular a média quadratica simples do seguinte conjunto de numeros:

a={2,3,4,5} Resp: 3,67

Média Quadratica Ponderada: Quando os valores da variavel estiverem dispostos
em uma tabela de frequéncias, a média quadratica sera determinada pela seguinte

_ fo
>,

Exemplo - Calcular a média quadratica dos valores da tabela abaixo:

expressao:

| classes ‘ fi ‘ ‘ xi” ‘ Xi° . fi‘
[Py — 4 s | 3 [ 9 | a5 |
[ E— 6/ 10 | 5 [25 | 250 |
[y — 8| 12 | 7 | 49 | 588 |
[y p— 10/ 10 | o9 [ 81 | 810 |
POy p— 12 5 | 11 [121 | 605 |
| total | 42 | | | 2298 |

No excel =(2298/42)7(1/2) Resp: 7,40
ou aplica-se a raiz quadrada sobre 2298 /42
OBS:

e« Sempre que os valores de X forem positivos e pelo menos um dado diferente
é valida a seguinte relacao: fq > X> fg > Xh

e Aigualdade entre as médias acima se verifica quando os valores da variavel
forem iguais (constantes)

e« A média quadratica é largamente utilizada em Estatistica, principalmente
quando se pretende calcular a média de desvios (x - %), em vez de a média
dos valores originais. Neste caso, a média quadratica € denominada desvio-
padrao, que é uma importante medida de dispersao.
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2.2 Mediana

Mediana (Me): Divide o conjunto de dados em dois subconjuntos com o mesmo numero de
elementos, abaixo dela fica metade dos dados (50%) e acima a outra metade (50%).

Tomando os dados do exemplo anterior, relativos a distribuicdo do rendimento mensal,
teremos:

Tabela 2.16 — Determinacao da Mediana

Lugar / 1° 20 30 40 50 6° 7° 8° Qo
Posicéo
Variavel X1 Xo X3 Xa Xs X6 X7 Xg Xo
Valores da
Variavel 1 1 1 1 2 2 3 5 20
< Mediana=2 g

50% dos dados = 4 dados 50% dos dados = 4 dados

abaixo do valor da mediana acima do valor da mediana

Observe que a mediana € independente dos valores extremos, porque ela s6 leva em
consideracao os valores de posicao central.

Passos para determinar a mediana:

Quando o numero de dados & impar

Colocar os dados em rol — ordena-los na forma ascendente (pode ser também na forma

descendente, mas nado € comum e pode atrapalhar na hora de calcular as medidas de
posicao)

O lugar ou posicao que a mediana ocupa €: , onde n € o numero de elementos, e

+1
O valor da mediana € o valor da variavel que ocupa o lugar Me=X, ,
)
n+1 . .
Pelo exemplo: para N=9, —— =5, logo o valor da mediana seria: M, = X, =2
2
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Se n fosse igual a 21, entao o valor da mediana seria: M, = X ;

Se n fosse igual a 49, entao o valor da mediana seria: M, = X

Quando o nimero de dados é par

Ordenar os dados em ordem ascendente

O lugar ou posicao que a mediana ocupa esta entre: g e (g} +1,e

O valor da mediana sera a média simples dos valores que ocupam esses lugares
Xn + X<2+1>

Me=—2%2—2—
2

Para dados agrupados em intervalos de classe da mesma amplitude, a mediana é dada por
N
—=—> f
2 2 y
fmed
Onde |, - limite inferior da classe mediana

Me=1 + C

? - ponto médio onde se localiza a respectiva frequéncia acumulada
Z f, - soma das frequéncias inferiores (anteriores) a classe mediana

C - intervalo de classe dado por C =%

f.q - frequéncia da classe mediana

2.3 Moda

Moda (Mo): é o valor que ocorre (se repete) com maior frequéncia. A moda pode nao

existir, bem como pode ter mais de um valor, principalmente quando a variavel toma

muitos valores. No exemplo cujos dados estdo representados na tabla da pagina anterior,

a moda € igual a 1.

Para dados agrupados em intervalos de classe da mesma amplitude, a moda é dada por:

M, =1+ L X
d, +d,

Onde |, - limite inferior da classe modal

c

C - intervalo de classe dado por C = M

d,- Diferenca entre as frequéncias da classe modal e a imediatamente inferior

d, - Diferenca entre as frequéncias da classe modal e a imediatamente superior

Vejamos os seguintes dados agrupados (em classes), na tabela a seguir e vamos calcular a
mediana e moda
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Tabela 2.17 — Tabulacéo de frequéncias para determinar as classes modal e mediana

(Tc?r!ilS:g:m) X f fr Fi P
[280- 310[ 295 3 0.12 3 3/25
[310- 340] 325 4 0.16 7 7125
[340- 370[ 355 6 0.24 13 13/25 Classe Mediana
[370— 400[ 385 7 0.28 20 20/25 Classe Modal
[400- 430[ 415 5 0.20 25 25/25
Total | --—--- 25 1.00
Primeiro calculamos % , % = % =12,5~13. Este valor pertence a classe onde F, =13;

sendo assim, a classe com F, =13 é denominada classe mediana. Calculamos entdo a

respectiva mediana

Me=1 +2 = " c_3ag 1227

med

x30=340+27,5=367,5

A maior frequéncia € 7; sendo assim, a classe que possui a maior frequéncia é considerada

a classe modal
d, 7-6 1

M, =l +————xc=340+ x30=340+—-x30=340+10 =350

d, +d, (7-6)+(7-5) 3

Observacao: Um dos casos ndo tratados na moda € o referente a intervalos de classes
diferentes. Para este caso usa-se a formula de King, com a seguinte forma

f

i+1

m =l +—"_xc,, com ¢ como intervalo da classe modal e f; freqiiéncia absoluta da

classe modal. A classe modal é aquela com maior peso. O peso é obtido pela férmula —-.

C
Remetemos a investigacdo do leitor para mais esclarecimentos embora haja um exercicio
do tema sobre “Correlacdo e regressdo”, onde numa das alineas se mostra a utilidade
dessa formula

Tabela 2.18 — Resumo da definicdo de principais medidas de tendéncia central
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Medida Notacdo |Definicdo, propriedades

E a soma dos produtos dos valores da variavel e respectiva

Média X frequéncia, dividida pelo nimero de observacoes
E o valor que ocupa a posicao central da série de observacées
Mediana Me de uma variavel, dividindo o conjunto em duas partes iguais.

50% dos dados tomam valores menores ou iguais ao valor da
mediana e os 50% restantes acima.

Moda Mo E definida como valor que ocorre com mais frequéncia, dos
valores observados

3. MEDIDAS DE POSICAO

Assim como as medidas de tendéncia central tém objetivo de fornecer indicadores do local
onde a maioria dos dados se concentram, as medidas de posicao tem de objetivo de indicar
onde € o ponto de corte para uma certa posicao. As medidas mais usadas sdo os quartis e
suas versoes mais gerais, decis e percentis.

3.1 Quartis (Quantis)

Quartil: Como atras tratado nas medidas de tendéncia central, a mediana divide um
conjunto de dados em duas partes iguais, os quartis dividem-no em quatro partes iguais.
Assim, usando o exemplo das alturas dos 56 alunos duma Escola (Tabela 2.10), teremos :

Vejamos o que acontece com os quartis:
n=56 = n/4=56/4=14

Para se determinar a posicao quartil sem agrupar os dados € necessario coloca-los em rol
(ordem crescente ou descrescente), sO apds essa ordenacao é que se pode determinar os

quartis. Usando os dados da tabela Tabela 2.30, teremos:

Tabela 2.19 — Posicao quartil

25% 25% 25% 25%
14 14 14 14
14 28 42 56

I f I

Q1=0,75*X14+ 0,25*X5 Me=0,5*Xos + 0,5*X59 | |Q3=0,25*X45 + 0,75*X43
0:=0,75%1,67 + Me=0,5*1,73+1,5*1,73 (Q3=0,25*1,78 +
0,25*1,69 Me=1,73 0,75*1,78
Q:=1,675 Q3=1,78

Exemplo:
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1- Faca os correspondentes histogramas para os percentis, decis e quartis apresentados

49

2- Retomando o exemplo das alturas dos 56 alunos e feitos os calculos dos respectivos

Quartis tem-se:

Tabela 2.20 — Resumo de quartis para Box Plot

superiores
X;>Qs+ 3,0 *(QS - Ql)

Estatisticas Altura dos
Alunos
Q1 1,675
Q3 1,78
Qs - O 0,105
1,5 *(Q3 - Qi) 0,1575
3,0 *(Qs3 - Q1) 0,315
Outliers inferiores
Xi <Q1-1,5*(Q3 - Q1) <1,5175
Valores extremos
inferiores <1,36
Xi<Q1-3,0*Qs - Qi)
Outliers superiores
Xi2 Qs+ 1,5 *(Qs - Q1) > **
Valores extremos
> *%k

** valores menores que 1,55 ou maiores que 1,89, por tanto impossiveis.

Apresente o diagrama de Box — Plot para as alturas desses alunos

Tabela 2.21 — Resumo da definicao de quartis
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Estatistica |Notacao |Definicédo, propriedades

1° quartil Q: E o valor que ocupa a posicao tal que um quarto dos dados (25%) tomam
valores menores ou iguais ao valor do primeiro quartil.

2° quartil Q2 Coincide com o valor da mediana, ou seja 50% dos dados tomam valores

(Mediana) Me menores ou iguais aos da mediana. Entre o primeiro quartil (Qi) e a
mediana (Me) ficam 25% dos dados.

3° quartil Q3 E o valor que ocupa a posicdo tal que um quarto dos dados (25%) tomam

valores maiores ou iguais ao valor do terceiro quartil. Entre a mediana
(Me) e o terceiro quartil (Qs) ficam 25%

4.2 Percentis
De todos os percentis os mais importantes sao:

Tabela 2.22 — Principais percentis

Percentil Notaco Definicdo, propriedades
1° Py 1% dos dados tomam valores menores ou iguais
50 Ps 5% dos dados tomam valores menores ou iguais
10° P1o 10% dos dados tomam valores menores ou iguais
25° Pos 25% dos dados tomam valores menores ou iguais (Q;)
50° Pso 50% dos dados tomam valores menores ou iguais (Q, = Me)
75° Ps 25% dos dados tomam valores maiores ou iguais (Qsz)
90° Pgo 10% dos dados tomam valores maiores ou iguais
95° Pos 5% dos dados tomam valores maiores ou iguais
99° Pgg 1% dos dados tomam valores maiores ou iguais

Em geral somos solicitados para calcular percentil: 1, 5, 10, 25, 50, 75, 90, 95 e 99.

Exemplo:

Percentil i 1 5 10 25 50 75 90 95 99

In
Posicao (m) 1 3 6 15 30 45 54 S7 59

Valoresdep; 1,55 1.58 1.63 1.67 1.73 1.78 182 185 1.88

Os valores dos percentis aqui apresentados, representam o enquadramento das alturas da
turma que comecam de 1,55 e terminam em 1,89.

4.3 Decis

De todos os decis os mais importantes sao:
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Tabela 2.23 — Principais Decis

Decil Notacéo Definigéo, propriedades

1° D, 10% dos dados tomam valores menores ou iguais
20 D, 20% dos dados tomam valores menores ou iguais
5° Ds 50% dos dados tomam valores menores ou iguais
9° Dg 90% dos dados tomam valores menores ou iguais

Tabela 2.24 — Determinacéo da Posi¢éo decil

Decil i 1 2 5 9

. in 6 11 28 50
Posicao (—)
10

D; 1,63 1,67 | 1,80 | 1,82

Resumo das medidas de Posicao (separatrizes)
Quartis: dividem a série em 4 partes iguais

Q1 = 1° quartil, deixa 25% dos elementos
i n
1°) Calcular a posicao: posicao = Z (seja n impar ou par)

2°) Pela F; identifica-se a classe que contém o Q;

n
——F
3°) Aplica-se a formula: Q; =L, + 4f XC
Q

sendo

* Lo1 = limite inferior da classe do Q;

* n = tamanho da amostra ou n° de elementos
* F; = frequéncia acum. anterior a classe do Q;
* ¢ = intervalo da classe do Q;

* fo1 = frequéncia simples da classe do Q:

Q2 = 2° quartil, é igual a mediana, deixa 50% dos elementos
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Qs = 3° quartil, deixa 75% dos elementos
- R | L
1°) Calcular a posicao: posicao = 7 (seja n impar ou par)

2°) Pela F; identifica-se a classe que contém do Qs
3n
4

st

3°) Aplica-se a formula: Q; =L, + X C

sendo

* Los = limite inferior da classe do Qs

* n = tamanho da amostra ou n° de elementos
* F; = frequéncia acum. anterior a classe do Qs

* ¢ = intervalo da classe do Qg3
* f o3 = frequéncia simples da classe do Qs

Decis: dividem a série em 10 partes iguais

. In ) . .
1°) Calcular a posicao: posi¢cao :E (seja n impar ou par),ondei=1,2,3,4,5,6,7,8e¢9

2°) Pela F; identifica-se a classe que contém o D;

In
——-F
3°) Aplica-se a formula: D, =L, + 1Of XC
Dl
sendo
* Lp; = limite inferior da classe D; ,i=1,2,3,...,9

* n = tamanho da amostra ou n° de elementos
* F; = frequéncia acum. anterior a classe do D;
* ¢ = intervalo da classe do D;

* fpi = frequéncia simples da classe do D;

Percentis: dividem a série em 100 partes iguais
- in L :
1°) Calcular a posicao: posI¢ao = m (seja n impar ou par), em quei=1, 2, 3, ..., 98, 99

2°) Pela F; identifica-se a classe que contém o P;

in
— _F,
3°) Aplica-se a formula: B =L, +%xc
R
sendo
* Lp; = limite inferior da classe P; ,i=1, 2, 3, ..., 99

* n = tamanho da amostra ou n°® de elementos
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* Fy = frequéncia acum. anterior a classe do P;
* ¢ = intervalo da classe do P;
* fp; = frequéncia simples da classe do P;

Vimos que o resumo de dados por meio de tabelas de frequéncias, diagramas (de Barras,
ramo e folhas, histogramas, circular e Box-Plot) fornecem muito mais informacdes sobre o
comportamento de uma variavel do que a propria tabela ou a organizacdo original de
dados. Muitas vezes é ainda mais comodo resumir ainda mais esses dados, apresentando
resultados que resumem toda a conjuntura de dados. E evidente, que um tinico ntmero
(de principio real) que possa resumir todos os dados, pode nalguns casos fornecer
informacao relevante, casos das medidas de posicdo (localizacdo/ tendéncia central) ou
mesmo as de dispersao.

Resumo: Medidas de posicao - quartis, percentis e decis. Os quartis dividem o conjunto de
dados em quatro partes iguais, os percentis em cem partes iguais e os decis em dez
partes iguais.

5. MEDIDAS DE DISPERSAO

Medem o grau de variabilidade ou dispersdao dos dados relativamente ao centro de
distribuicao.

5.1 Amplitude total (1)

Amplitude (1): mede a distancia entre o valor maximo e o valor minimo; ela é uma
estatistica rudimentar, porque embora ofereca uma nocao de dispersao ela nao diz qual é
sua natureza. A amplitude interquartil (Ig), ou comprimento da caixa (Num diagrama de
Box Plot), € a distancia entre o primeiro e terceiro quartil, € muito util para detectar
valores extremos.

Amplitude=4 =X -X

maximo minimo

A amplitude, € medida de dispersao mais simples por provir da diferenca entre o maior € o
menor valor nos dados. Para uma distribuicao de frequéncias que usa intervalos de classe,
a amplitude pode ser considerada como a diferenca entre o maior e o menor limite de
classe ou a diferenca entre os pontos médios dos intervalos de classe extremos. Os precos
de accoes e de outros activos financeiros sao frequentemente descritos em termos de sua
amplitude, com a apresentacao pelas Bolsas de Valores do maior valor e do menor valor da
accao num determinado periodo de tempo.

Para algumas distribuicoes simétricas a média pode ser aproximada tomando-se a semi-
soma dos dois valores extremos,! que € frequentemente chamada de semi-amplitude. Por

Y Foio que foi feito ao calcular a média para valores agrupados em classes de frequéncia. Nesse caso utilizou-se o ponto médio de cada
intervalo de classe como representativo da média de cada intervalo. Assim, ao multiplicarmos a frequéncia de cada classe pelo valor do
ponto médio, estamos calculando aproximadamente a soma das observagBes em cada intervalo, admitindo como hipétese que a
distribuicdo dos dados em todos os intervalos é simétrica.
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exemplo, é pratica entre os meteorologistas derivar a meédia diaria de temperatura
tomando a média somente dos valores maximo e minimo de temperatura ao invés, de
digamos, a média das 24 leituras horarias do dia.

A amplitude tem alguns defeitos sérios. Ela pode ser influenciada por um valor atipico na
amostra. Além disso o seu valor é independente do que ocorre no interior da distribuicao,
ja que somente depende dos valores extremos. Este defeito € ilustrado na figura a seguir:

f(x)

Fig 5.1

Na figura acima sdo mostradas duas distribuicoes com diferentes variabilidade, mas com
mesma amplitude. A amplitude tende a crescer, embora ndo proporcionalmente a medida
que o tamanho da amostra cresce. Por esta razao, ndo podemos interpretar a amplitude
correctamente sem conhecermos o numero de dados ou informacoes.

5.2 Desvio médio

O Desvio Médio (DM) é a média dos valores absolutos dos desvios e a variancia (S?) é a
média dos quadrados dos desvios.

Ao calcular a variancia elevou-se ao quadrado cada desvio, isto €, os desvios foram
aumentados. Para retirar esse efeito, deve-se extrair a raiz quadrada da variancia, dando
origem ao desvio padrao (S).

Tomemos de novo o nosso exemplo para calcular desvio médio, a varidncia e o desvio
padrao:

Tabela 2.25 — Determinacao dos desvios médio e padrao

Nome Testel | Teste2 | Teste 3 Média Z (X — )7)2 s° DM S
(X)
Matorwa Ndapota 13,0 13,0 13,0 R e D D s
Desvio (X — X)) 0.0 0.0 00 | - 0,0 0,000 | - 0,000
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‘X _ )T‘ 0,0 0,0 00 | | e | e 00 | -
Nhamadzi Chingozi 14,0 12,0 13,0 13,0 | e | e | e | e
Desvio ( X — )T) 1,0 -1,0 00 | - 2,0 0,667 | ------ 0.816
‘X _ )T‘ 1,0 1,0 0,0 0,667 | -
Creva Vanduzi 18,0 12,0 9,0 (N0 I [N U [N R—
Desvio (X — X ) 5,0 -1,0 40 [ e 42,0 14,000 | - 3,742
‘X _ )T‘ 5,0 1,0 4,0 3,333 | -

Observa-se que o desvio padrdo é sempre maior ou igual ao desvio médio, e isto devido ao
facto de ter elevado ao quadrado cada desvio, aumentando desproporcionalmente o peso
dos valores extremos. Lembrar que o facto de se ter extraido a raiz quadrada da variancia
nao elimina completamente o efeito de se ter elevado ao quadrado cada desvio, uma vez
que a raiz quadrada de uma soma nao € igual a soma da raiz quadrada de cada parcela.

5.3 Variancia e desvio padrio (95)
Construindo o desvio padrao:

Dada seguinte tabela, que representa o desempenho de trés estudantes duma escola

Tabela 2.26 — Comparacao dos desvios médio e padrao

Nome Teste 1 Teste 2 Teste 3 Média
Matorwa Ndapota 13,0 13,0 13,0 13,0
Nhamadzi Chingozi 14,0 12,0 13,0 13,0
Creva Vanduzi 18,0 12,0 9,0 13,0

Qual dos trés é mais regular?
Neste caso, a média nao sugere diferenca, sendo possivel encontrar a diferenca se se
comparar os desvios padrao.

Para entender a construcdo do desvio padrao deve-se, primeiro, analisar a natureza dos
desvios dos valores da variavel em relacdao a sua propria média. No exemplo (sugerido
acima), cujas médias dos trés alunos sdo iguais, mas seus desempenhos diferentes, deve-
se analisar os desvios para se ter a certeza de que os trés alunos tém desempenhos
diferentes. Pode-se ver que o aluno Matorwa é constante no seu desempenho, Nhamadzi
vai progredindo aos poucos e o Creva tem uma queda abrupta no seu desempenho e nao
consegue se recuperar. Ou seja, apesar dos trés alunos terem o mesmo desempenho
meédio, eles tem variabilidades diferentes.

Vejamos agora os desvios dos valores da variavel em relacdo a média.

Tabela 2.27 — Desvio padrao de notas de trés estudantes

Desvio (X — X))

Nome Teste 1 Teste 2 ':Ig'este Média ( i) z (X . X)Z S
Matorwa Ndapota 13,0 13,0 13,0 R e B
0,0 0,0 0,0 | - 0,0 0,000
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Nhamadzi Chingozi 14,0 12,0 13,0 13,0
Desvio (X — X ) | 14-13=1 -1.0 00 | romemeees 2,0 0.816
Creva Vanduzi 18,0 12,0 9,0 R —
Desvio (X — X)) 5,0 -1,0 4,0 | - 42,0 3,742
3 R
2Xi=X]
Vejamos o DM para Nhamadzi: DM = =2 _1-1+0 _ 0
n 3

Poder-se-ia se pensar em construir um desvio médio, como sendo a soma dos desvios
dividida pelo nimero de observacoes, porém, a soma dos desvios € igual a zero. Entao,
como construir uma medida de dispersao? Como o problema é a compensacao dos valores
positivos com os negativos, a pergunta é: como converter os valores negativos em
positivos? De duas maneiras: tomando valor absoluto (distancia) ou elevando ao quadrado
cada desvio. Assim tém-se o desvio médio e a variancia.

Desvio médio Variancia Desvio padrao
n — n 2
in_x‘ Z(Xi—X)
i=1 2 i=1 [a2
n

Tabela 2.28 — Comparacéo dos desvios médio e padrao

Nome Media (X ) | Mediana Moda 1 |s DM S

Matorwa Ndapota 13,0 13,0 13 0,0 | 0,000 0,0 0,000
Nhamadzi Chingozi 13,0 13,0 14,12,13 20 | 0,667 0,667 0.816
Creva Vanduzi 13,0 12,0 18,12,9 9,0 | 14,000 3,333 3,742

Logo, conclui-se que apesar dos trés alunos terem a mesma nota meédia, seus
desempenhos tem diferentes graus de variabilidade, sendo que o aluno Matorwa Ndapota
tem um desempenho perfeitamente homogéneo enquanto que o aluno Creva Vanduzi tem
o mais disperso.

Observe-se que quanto mais disperso € o conjunto de dados maior sera o desvio padrao,
desvio médio e amplitude.

Entretanto, as vezes pode-se querer comparar o grau de dispersao de dois conjuntos de
dados com unidades de medidas diferentes. Neste caso, deve-se usar o coeficiente de
variacao (C.), que € uma medida de dispersao relativa, uma vez que nao esta afectada
pelas unidades da medida da variavel.

O coeficiente de variacédo (Cy) calcula-se pela formula: ¢ _ S 1y onde S é desvio e X a

x

média.

Exemplo:
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Tomemos casos em que tenha a média de rendimentos familiares de trés paises (com
sistemas monetarios diferentes) e respectivos desvios. Como € que poderiamos comparar e
saber em que pais a distribuicdo dos rendimentos € mais homogénea?

Tabela 2.29 — Rendimentos familiares de trés familas de trés paises

Pais Moeda Média Desvio Coeficiente
Padrao De variacdo
A Euro 5.000 1.000 20%
B Délar 10.000 1.000 10%
C Metical 2.000 1.000 50%

Neste exemplo,os rendimentos familiares € que sao iguais, isso ndo implica que elas
tenham a mesma distribuicdo de renda. A renda é mais homogénea no pais B em virtude
da renda nao possuir maior variacdo, determinada pelo coeficiente de variacao.

Observacoes:
Tanto a média como o desvio padrao podem néao ser medidas adequadas para representar
um conjunto de dados, pois:
- Sao afectados, de forma exagerada, por valores extremos;
- Apenas com estes dois valores ndo temos ideia da simetria ou assimetria da
distribuicao dos dados.

Teorema de Chebyshev (para o desvio padrao)

1
Dado um numero k maior do que um, entdo pelo menos 1_F dos valores de uma
amostra ou populacdo pertencerdao ao intervalo de k desvios padrao antes e k desvios
padrao além da média. Este intervalo tem extremos mM—kxs e m+kxs.

Exemplo:

Na tabela a seguir estdo apresentados 56 valores de cada uma das seis variaveis que
representam informacdes sobre alunos do sexo masculino fazendo graduacdo em
Estatistica, num certo ano.

Determine a média e variancia

Faca o diagrama de ramo e folhas

c) Use o teorema de Tchebyshev para determinar os intervalos da percentagem de alturas
para kK =2e para k =3.
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Tabela 2.30 — Listagem de dados de alunos
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N° do aluno N° de irmaos | Altura | Peso Idade Origem Grau Académico do Pai
1 2 1,71 70,9 18 Zimpeto EP2
2 3 1,72 76,2 20 Mahlazine EP2
3 2 1,69 72,6 18 Polana Superior
4 1 1,69 60,0 22 Matola C EP2
5 3 1,77 71,3 19 Hulene EP2
6 0 1,55 53,6 19 Mandimba EP2
7 0 1,66 65,8 20 Nhamudima EP2
8 5 1,63 65,0 19 Canongole EP2
9 3 1,73 87,8 19 Chingodzi Superior
10 5 1,70 73,8 22 Mapfunde Superior
11 4 1,82 81,3 20 Manyati EP2
12 3 1,73 72,2 19 Vumba Superior
13 2 1,80 74,7 24 Chirambandine EP2
14 3 1,77 73,4 19 Cacarue EP2
15 2 1,73 69,1 21 Penhalonga EP2
16 3 1,71 98,1 21 Messica EP2
17 2 1,74 71,2 18 Gondola Superior
18 2 1,71 67,3 19 Macuti EP2
19 3 1,74 69,0 21 Munhava Superior
20 3 1,71 79,7 18 Nhamussue EP2
21 2 1,88 85,7 18 Brandéo EP2
22 3 1,76 83,4 19 Matola 700 Superior
23 2 1,62 64,0 20 Namaacha Superior
24 1 1,67 72,1 23 Mukuananda Superior
25 3 1,64 63,5 19 Andrade Superior
26 2 1,77 69,2 19 Manjacaze EP1
27 2 1,73 76,8 23 Benfica Superior
28 1 1,80 91,2 20 Chopal EP2
29 2 1,73 64,8 21 Chidenguele Nenhum
30 2 1,66 68,2 19 Tsangano Superior
31 2 1,79 82,5 20 Pontagea Superior
32 3 1,80 105,7 20 Matola Gare EP1
33 3 1,63 61,8 21 Zimpeto EP2
34 2 1,77 79,4 20 Matendeni EP2
35 1 1,86 87,2 19 Vaz Superior
36 0 1,66 59,9 25 Albasini EP2
37 1 1,82 82,2 20 CMC EP2
38 6 1,85 79,2 21 Aeroporto EP2
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39 2 1,69 69,4 22 Manga Mascarenha Superior
40 3 1,58 62,0 22 Zonas Verdes EP1
41 3 1,77 80,6 18 Soalpo Superior
42 0 1,76 70,4 19 Nhamadjessa Superior
43 4 1,67 65,9 18 Montalto Superior
44 4 1,55 74,9 21 Inharrime EP1
45 1 1,80 83,4 18 Morrumbene EP2
46 2 1,71 77,4 18 Cacarwe Superior
47 3 1,78 78,6 19 Chinhamacungo Superior
48 2 1,70 78,6 24 Catembe EP2
49 1 1,75 81,9 22 Polana Canigo EP2
50 3 1,75 74,0 21 Maxaguene EP2
51 1 1,81 77,2 23 Nhamatanda Superior
52 4 1,71 70,0 22 Alto Maé EP2
53 2 1,74 79,0 18 Vanduzi Superior
54 1 1,78 83,4 21 Mavonde EP2
55 5 1,89 92,2 21 Chicamba Superior
56 2 1,82 94,6 20 Homoine EP2
Resolucao:
A 034
a) 1=189-155=0,34 k=+56=748~75~8 C=I=7:0,0425
Tabela 2.31 — Distribuicao de frequéncias para determinacao
da média e variancia
Classes Xi fi Fi Xifi X )2
(X; = X)
[1,5500-1,5925[ 1,57125 3 3 4.714 0.025
[1 59251 6350[ 1,61375 3 6 4.841 0.014
[1 6350-1. 6775[ 1,65625 8 14 13.250 0.005
[1,6775;1,7200[ 1,69875 12 26 20.385 0.001
[1 72001 7625[ 1,74125 10 36 17.412 0.000
[1 7625:1 8050[ 1,78375 12 48 21.405 0.003
[1,8050;1,8475[ 1,82625 4 52 7.305 0.009
[1 84751 8900[ 1,86875 4 56 7.475 0.019
Z 56 96.787 0.077
o \2
- X;f,  96.787 X=X
X=Z L = =173 32=Z( ) e S=+/s*=0,036
Do f 56 n-1
b) Tabela 2.32 Distribuicao de frequéncias a partir do diagrama de
ramo-e-folhas
Ramo Folhas fi R
1,5 558 3 3
1,6 23344566677999 14 (17
1,7 0011121112333334456677777889]R7 44
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1,8 000012225689 12 56
Total 56

c) As alturas do exemplo da tabela tém X =173 e o desvio padrao S =0,070,
respectivamente. Seja o intervalo 1,73+k0,070. Pelo Teorema de Chebyshev tém-se: Se

3

k=2, pelo menos 1- 2 = 2 (75%) dos  valores estdo no  intervalo
1,73 - 2x0,070;1,73 + 2x 0,070[ = ]1,59;1,87[ . Na realidade esse intervalo contém 93,3% das
alturas, como pode ser verificado na tabela. Se k =3, pelo menos 1—528 (88,9%) das

alturas estdo no intervalo [I,73-3x0,070;1,73+3x0,070[ = JL52;1,94[. Na realidade esse
intervalo contém 100% das alturas.

5.4 Amplitude linterquartil 1, =Q,-Q,

A Amplitudeinterquatil=1, =Q, - Q, da a concentracdo de 50% dos dados que se encontram

dispersos relativamente ao centro. Este conjunto de dados vai desde o primeiro até ao
terceiro quartil.

Tabela 2.33 — Resumo das principais defini¢cdes sobre medidas de dispersao

Estatistica |Notacao Definicao, propriedades
Amplitude A E a distancia entre o valor minimo e maximo e da variavel
A= Imax - Imin
Amplitude Io E a distancia entre o valor do primeiro e do terceiro quartil
Interquartilica Io=Q3—-Q:
Desvio médio DM E a média dos valores absolutos dos desvios dos valores da
variavel em relacao a média
Variancia S2 E a média dos quadrados dos desvios dos valores da
variavel em relacao a média
Desvio padrao S E a raiz quadrada da variancia
Coeficiente de Cy E uma medida de dispersao relativa. E definida como o
variacao quociente entre o desvio padrdao e a média, multiplicado por
S
100, para expressar porcentagem, isto é: C, = TxlOO%

5.5 Posicoes relativas da média,mediana e moda em funcao da assimetria das

distribuicoes
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5.4.1 Medidas de Dispersao, Assimetria e Curtose

Muitas séries estatisticas podem apresentar a mesma média, mas no entanto, os dados de
cada uma dessas séries podem distribuir-se de forma distinta em torno de cada uma das
médias dessas séries. Na analise descritiva de uma distribuicao estatistica é fundamental,
aléem da determinacdo de uma medida de tendéncia central, conhecer a dispersdo dos
dados e a forma da distribuicdo. Duas séries de dados podem possuir a mesma meédia,
mas uma pode apresentar valores mais homogéneos (menos dispersos em relacdo a média)
do que a outra. Um pais, por exemplo, com uma distribuicdo de rendimento familiar mais
equanime, tera uma dispersdo de suas rendas menor do que um pais com estrutura de
rendimento familiar mais diferenciada em diversos estratos ou categorias sociais. Uma
maquina que produz parafusos e que estiver menos ajustada do que outra, produzira
medidas de parafusos com distribuicao mais dispersa em torno de sua média.

A inequacao das médias

A importancia das meédias € com frequéncia exagerada. Se dizemos que o rendimento
familiar médio de um determinado pais € de 5.000.000,00Mt por ano nao sabemos muita
coisa sobre a distribuicdo do rendimento familiar desse pais. Uma média, como um
simples valor adoptado para representar a tendéncia central de uma série de dados € uma
medida muito Util. Porém, o uso de um simples e Unico valor para descrever uma
distribuicao abstrai-se de muitos aspectos importantes.

Em primeiro lugar, nem todas as observacoes de uma série de dados tém o mesmo valor
da média. Quase sem excepcdo, as observacoes incluidas numa distribuicdo distanciam-se
do valor central, embora o grau de afastamento varie de uma série para outra. Muito
pouco pode ser dito a respeito da dispersdo mesmo quando diversas medidas de tendéncia
central sdo calculadas para a série. Por exemplo, ndo podemos dizer que distribuicao tem
maior ou menor grau de dispersao da informacao dada pela tabela abaixo.

Tabela 2.33 — Medidas de tendéncia central de duas distribuicoes

Distribuicdo A Distribuicéo B
Média 15 15
Mediana 15 12
Moda 15 6

Uma segunda consideracdo é que as formas de distribuicdo diferem de um conjunto de
dados para outro. Algumas sao simétricas e outras nao. Assim, para descrever uma
distribuicdo precisamos também de uma medida do grau de simetria ou assimetria. A
estatistica para esta caracteristica € chamada de medida de assimetria.

Finalmente, existem diferencas no grau de achatamento entre as diferentes distribuicodes.
Esta propriedade é chamada de curtose (em inglés, kurtosis ). Medir a curtose de uma
distribuicdo significa comparar a concentracdo de observacoes proximas do valor central
com a concentracao de observacoes proximas das extremidades da distribuicao.
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Medidas de Assimetria

Duas distribuicoes também podem diferir uma da outra em termos de assimetria ou
achatamento, ou ambas. Como veremos, assimetria e achatamento (o nome técnico
utilizado para esta ultima caracteristica de forma da distribuicdo é curtose) tém
importancia devido a consideracoes tedricas relativas a inferéncia estatistica que sao
frequentemente baseadas na hipétese de Populacoes distribuidas normalmente. Medidas
de assimetria e de curtose sao, portanto, Uteis para se precaver contra erros aos
estabelecer esta hipotese.

Diversas medidas de assimetria sdo disponiveis, mas introduziremos apenas uma, que
oferece simplicidade no conceito assim como no calculo. Esta medida, a medida de
assimetria de Pearson, é baseada nas relacoes entre a média, mediana e moda. Recorde
que estas trés medidas sao idénticas em valor para uma distribuicdo unimodal simétrica,
mas para uma distribuicdo assimétrica a média distancia-se da moda, situando-se a
mediana numa posicao intermediaria a medida que aumenta a assimetria da distribuicao.
Consequentemente, a distancia entre a média e a moda poderia ser usada para medir a
assimetria. Precisamente,

Assimetria = média - moda

Quanto maior € for esta distancia, seja negativa ou positiva, maior € a assimetria da
distribuicdo. Tal medida, entretanto, tem dois defeitos na aplicacdo. Primeiro, porque ela é
uma medida absoluta, o resultado é expresso em termos da unidade original de medida da
distribuicao e, portanto, ela muda quando a unidade de medida muda. Segundo, a mesma
grandeza absoluta de assimetria tem diferentes significados para diferentes séries de
dados com diferentes graus de variabilidade. Para eliminar estes defeitos, podemos medir
uma medida relativa de assimetria. Esta € obtida pelo coeficiente de assimetria de Pearson,

X—X_
S

denotado por Sy, e dado por: S =

A aplicacao desta expressao envolve outra dificuldade, que surge devido ao facto do valor
modal da maioria das distribuicdées ser somente uma distribuicdo, enquanto que a
localizacao da mediana € mais satisfatoriamente precisa. Contudo, em distribuicoes

moderadamente assimétricas, a expressdo X, = X —3(X - X;) é adequada (ndo envolve
imprecisao muito grande). A partir disto, vemos que:
X - X, =X —[X =3(X = X)]=3(X - X;)

Com este resultado, pode-se rescrever o coeficiente de assimetria de Pearson como:

_3(X = Xy)
s
Esta medida € igual a zero para uma distribuicdo simétrica, negativa para distribuicoes
com assimetria para a direita e positiva para distribuicoes com assimetria para a
esquerda. Ela varia dentro dos limites de + 3.

SK

Aplicando SKp aos dados agrupados de gastos com consumo de alimentos das familias,
temos:
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_ 3(170,25-167,92)
’ 2371

SK +0,295

Este resultado revela que a distribuicao de gastos com consumo de alimentos tem
assimetria moderadamente positiva (o que significa maior concentracdo de familias nas
classes de menor gasto). E muito comum encontrar distribuicées positivamente
assimétricas em dados economicos, particularmente na producdo e séries de precos, os
quais podem ser tdo pequenos quanto nulos, mas podem ser infinitamente grandes.
Distribuicoes assimetricamente negativas sdo raras em analises sociais.

Assimetria positiva

Fa g
£
X =>

Fig 2.16 A
Distribuicao Simétrica

Fig 2.16 B

Assimetria Negativa
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Xl =
9
9

Fig 2.16 C

5.4.2 Curtose: uma medida de achatamento

Apresentaremos agora uma medida de achatamento das distribuicdes, o coeficiente de
curtose, denotado por K. Esta medida é algebricamente tratavel e geometricamente
interpretavel. E definida como a relacdo entre o desvio semi-interquartilico, ou seja, a
metade do valor do desvio interquartilico, e o intervalo entre o decil 9 e o decil 1:

TQ-Q)
2 -
D9 - D1
Por meio do coeficiente de curtose, classificamos diferentes graus de achatamento em trés
categorias: leptoctrtica, platicurtica e mesoctrtica (ver figura, a seguir). Uma distribuicao
leptocurtica (curva a) tem a maior parte de suas observacoes concentradas no centro.
Consequentemente, a diferenca entre as duas distancias, (Qs - Qi) e (Do - Dy) tende a ser
muito pequena. Para um dado grau de dispersdo, quanto menor for o achatamento da
distribuicado, menor sera diferenca entre estas duas distancias. Desde que %2 (Q3z - Q1) < (Do
- Dy) para uma distribuicdo com forma muito pontiaguda, K aproxima-se de 0,5 no limite,
quando Qs - Q1 = Dg - D;. Ao contrario, quanto mais platicurtica € a distribuicao (curva b),
mais o intervalo entre os decis 9 e 1 tende a exceder o intervalo interquartilico. Portanto,
quando o intervalo de uma variavel tende ao infinito e para uma curva completamente
achatada, K tende a zero. Em vista destas consideracdes, parece razoavel estabelecer
valores proximos de 0,25 para representar distribuicoes mesocurticas (curva c). Esta
escolha é reforcada pelo facto de que para a variavel normal padronizada, k = 0,2630.

Fig 2.17
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Na figura acima compara-se a curtose de duas distribuicdes com a curtose de uma
distribuicdo mesocurtica (em linha tracejada). Na figura da esquerda temos uma
distribuicdo platicurtica (linha cheia) e na figura da direita temos uma distribuicao
leptocurtica (linha cheia).

Apoés o calculo dos quartis e decis a partir dos dados agrupados para a distribuicao de
gastos com alimentacao, temos que:

1
2~ 1/2)a88.39-15489)

D, - D, 209,78 —146,58

gastos com alimentos € aproximadamente mesocurtica, ja que € muito proximo de 0,25.

K= =0,2655 Este resultado indica que a distribuicao de

Principais parametros e estatisticas: definicao e operacionalizacao

Deve-se ter cuidado com a notacdo, uma vez que se pode estar trabalhando tanto com
dados populacionais, quanto amostrais. Notacdo das principais estatisticas:

Tabela 2.34 — Parametros e estatisticas (estimadores)

Parametro populacional Estimador Variavel aleatoria
Tamanho Tamanho da populacédo N Tamanho da amostra n
Média - . - Esperanca
Média populacional p Média amostral X matematica E(X)
Proporcéao ~ . < Esperanca
Proporcéo populacional = ou p Proporg&o amostral P matematica E(X)
Variancia A . 2 A 2 Variancia
Variancia populacional ¢ Variancia amostral S matemética V(X)
Desvio padrédo | Desvio padrdo populacional o Desvio padréo amostral S
Coeficiente de Coef. correlacéo populac Coef. correlacdo amostral r
correlacdo ) 4o pop P ' &

6. INDICADORES GENERICOS
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6.1 Proporcoes

A proporcao permite avaliar uma parte relativa a um todo, a qual ela é integrante.

Tomemos o exemplo de predominancia da coélera em Maputo-Mocambique (variavel X) e
que esta distribuicdo € feita por 10 bairros (Hulene, Mafalala, Chamanculo, Xipamanine,
Luis Cabral, Inhagéia, Benfica, Maxaquene, Aeroporto e Malanga). A distribuicdo é a
seguinte:

Tabela 2.35 — Determinacao de proporcoes

Bairros Ne de Doentes ( pi*) Proporcéo ( P;) Percentagem ( pi%) %
Hulene 410 * 11,1
P, 410 '
=—=——=0,111
P = 3700
Mafalala 513 * 14,0
P, 519 '
=—-=——=0140
Pz = T 3700
Chamanculo 517 * 14,0
P, 517 '
=5 =221 _ 0140
° n 3700
Xipamanine 613 * 16,6
p, 613
=—=——=0,166
P = " 3700
Luis Cabral 12 * 0,3
P 12 :
=—=——=0,003
Ps = ™ 3700
Inhagoia 100 0 p_g ~ 100 0,027 2,7
® n 3700 '
Benfica 409 * 11,0
P, 409 :
=—t=—=0110
P = T 3700
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Maxaquene 407 * 11,0
pg 407
=—=—-—=0,110
Ps = T 3700
Aeroporto 215 0. = p_; 215 _ 0058 5,8
° " 'n 3700
Malanga 498 13,5
p10 498
=——=——=0,135
P == " 3700
Total 3700 1,000 100

Nota 4: Para as proporg¢oes usaremos sempre 3 casas decimais de modo que o seu valor
percentual tenha uma casa decimal.

*

Tomando a tabela 2.35, é facil aperceber-se de que: p; = P (1), o n é o numero total de
n

casos de colera que é de 3700. Vejamos agora o calculo das proporcoes e percentagens de

doentes constantes da tabela acima.

Atente-se para o facto de que n € tamanho duma amostra, mas se for da populacao
usaremos N.

n N
Repare-se ainda que em todos pressupostos Z pi* (2) ou Z pi* (3), se for amostra ou
i=1 i

n
populacao respectivamente. z p, =100 (4)

i=1

6.2 Percentagens

Na maior parte dos servicos, o indicador mais usado € a percentagem devido a sua
maneira mais clara de ilustracdo das ocorréncias. A percentagem é 100 vezes o valor da

n
respectiva proporcao, isto é, p° = p, x100 (5), sendo que z p =100 (6). A formula (5)

i-1
pode ser vista ainda como p* = p, x100 = p' x100 (7).

n
Para a tabela 2.35 as percentagens foram encontradas dos seguintes calculos:

o = P 100= 210 100 2 0111x200 =111
n 3700

p% = P2 100 = 219
n 3700

x100 = 0,140x100 =14,0

0 = P2 100 = 317 100 - 0240100140
n 3700

ot = P00 - 813
n 3700

x100 = 0,166 x100 = 16,6
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p% =Ps «100= 12 100 =0003x100=03
n 3700
p% = Pe100- 29 100-0027x100 =27
n 3700
0% = P2 100= 2% L 100-0110x100=11,0
3700
p% = Pe 100 =297 100 = 0110%100 =110
n 3700
p% = P 100= 215 1100 - 0.058x100 = 5.8
n 3700
p% = Pio L 100= 498 100 - 0135%100 =135
n 3700
Entao P <100+ P2 %100+ P 100+ ..+ P1 x100=100 (8.
n n n n

Voltando para a tabela 2.35, pode-se constatar que:
3‘;]6(()) x 100 + 519 x 100 + S17 x 100 + 613 x 100 12 x 100 + 100

A9 100+ A7 00 o+ 2B 100 4 28 100 = 100
3700 3700 3700 3700

Assim podemos afirmar que as propor¢oes por um lado e as percentagens por outro
facilitam a leitura e comparacdoes entre duas ou mais distribuicoes de frequéncias com
diferentes dimensdes amostrais ou populacionais, que se refiram a mesma variavel ou
mesma categoria.

x 100 +

Exemplo:
A Radio Cidade da Beira colocou a disposicao dos ouvintes para ligarem a radio e dizer se
preferiam musica Pop ou Jazz durante os seus divertimentos, e os resultados foram os
seguintes:

Tabela 2.36 - Numero de ouvintes que
referem a musica Pop

Tabela 2.37 -Numero de ouvintes
que preferem a musica Jazz

Idade M F Total
<25 19 26 45 Idade M F Total
25-50 38 34 72 <25 63 45 108
>50 48 60 108 25-50 38 33 71
Total 105 120 225 >50 44 52 96
Total 145 130 275
a) Calcule a Percentagem de Masculinos que preferem a musica Pop.
105
Resposta: %,, =—x100% =46,7%
e 225
b) Calcule a percentagem dos ouvintes que preferem a musica Jazz.
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Resposta: % = L x100% = E x100% = 55,0%
275+ 225 500

c) Calcule a percentagem das mulheres que preferem a musica pop ou musica Jazz.
120+130 250

Resposta: % =————x100% = ——x100% = 50,0%
225+ 275 500

d) Calcule a percentagem de homens que preferem a musica Pop ou mulheres que
preferem a musica Jazz.

Resposta: % = M x100% = E x100% = 47,0%
225+ 275 500

Exemplo: Os dados abaixo referem-se ao produto interno bruto (PIB) de Mocambique
(optica da despesa no que diz respeito ao comércio externo para o ano de 1991)

Tabela 2.38 — PIB, optica da despesa

Descri¢do Valor em 1996 (10"6Mt)
Exportacdes 1,934,256.00

Bens 1,548,003.00

Servigos 386,253.00
Importacbes -12,534,808.00

Bens -11,386,175.00
Servigos -1,148,633.00

Total COMERCIO EXTERNO -10,600,552.00

Fonte: www.ine.org.mz - Instituto Nacional de Estatistica— extraido no dia 31/01/2004

a) Calcule a percentagem das importacoes.

_ 6
Resposta: % = 12,534,808.00 ><106 x100% =118,25%
-10,600,552.00x10
b) Calcule a percentagem das exportacoes.
1,934,256.00 x10°

Resposta: % = x100% = —-18,25%

—10,600,552.00 x10°
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Conclusoées: O pais exportou muito menos do que importou, causando um elevado défice,
0 que leva a crer que o pais s6 podera ter um crescimento positivo com base noutros
meios, casos de maior arrecadacdo de receitas pelo combate a fuga aos impostos,
fortificacao do sector de servigos (pelo aumento de tecnologias de outsourcing) e combate
ao despesismo, de modo a equilibrar a balanca de pagamentos, o que passa pelo aumento
de fiscalizacao e controle.

6.3 Taxas

As taxas sao quocientes que exprimem o peso do valor registado para um dado fenémeno
face ao seu valor potencial, expressos em percentagens.

Suponhamos que o Santos seja amigo do Miguel. O Santos solicita ao Miguel um
empréstimo de 250.000.000,00Mt (Duzentos e cinquenta milhdes de meticais). Admitamos
que o Miguel concede ao Santos 200.000.000,00Mt (Duzentos milhdées de Meticais). A
partir daqui, podemos apurar duas taxas.

- A Taxa de Empréstimo, que se obtém dividindo o valor concedido pelo total solicitado e o
resultado multiplicado em cem por cento.

Taxadeemprestimo = Concedido «100% — 200.000.000,00Mt

Solicitado ~ 250.000.000,00Mt

foi emprestado 80% do solicitado pelo Miguel.
- A Taxa do que falta, a qual se obtém dividindo os 50.000.000,00Mt (Cinquenta milhoes
de Meticais que faltam) para completar o valor, pelo total solicitado

Taxade Re manescente = Remanescente x100% = 50.000.000,00Mt x100% =20%, ou seja, o

Solicitado ~ 250.000.000,00Mt

Santos tera de encontrar outros meios para conseguir o restante montante avaliado em
20% do total necessario.

x100% =80%, ou seja, o Santos

Ha casos em que as taxas podem ter valor superior a 100%. Sao casos do numero de
doentes de coOlera numa enfermaria da Beira, em relacdo a capacidade de camas
instaladas. Neste caso tem-se vislumbrado que, na maior dos casos, o nimero de doentes
tem sido superior ao numero de camas da unidade sanitaria. Pode-se considerar também
as existéncias relativamente a capacidade de ocupacdo das penitenciarias em
Mocambique.

6.4 Taxa de Variacao

Traduz percentualmente o acréscimo ou decréscimo global entre os registos relativos a um
determinado fenémeno, num periodo de tempo definido.

Tomemos os dados publicados pelo INE no que diz respeito a prevaléncia de Unidades
Sanitarias na provincias da Zambézia, Gaza e Manica, respectivamente, nos anos 1996 e
1997.

70 Decente: Rodrigues Zicai Fazenda  z_fazenda@yakeo.combrn ou rzfazenda@ustm.ac.mz 84-4934100



Manual de Estatistica Descritiva, Probabilidade e Inferéncia Estatistica 71

Tabela 2.39 — Distribuicdo de Unidades Sanitarias entre 1996 e1997

Anos
Provincias 1996 1997
Zambézia 152 166
Gaza 76 85
Manica 77 75

Fonte: www.ine.org.mz - Instituto Nacional de Estatistica— extraido no dia 31/01 /2004

Calculemos a taxa de variacdo A, relativa aos dois anos, considerados para a provincia de
Gaza

T -T
A=-1_"0°5100% ou TV=A= L-1 x100%
T, '|'O
A = Tio97 ~ Tioos. x100% = Mx100% =11,84%
1996 76
AZambézia = M x100% = M x100% = 9,21%
1996 152
A vanica = Tisor ~ Tigss x100% = w17 x100% = —2,6%
T1996 77
Ou
T
TV =A=| 227 _1|x100% = [8—5 —1) x100% =11.84%
T1996 76

TVZambézia =A= (Tlﬂ _1] x100% = [2::2_2 - jX].OO% = 9,21%

1996

T
TV s = A = [ﬂ - 1) x100% = (% - 1) x100% = —2,6%

1996
Assim foram apuradas as taxas percentuais das diferencas positivas da prevaléncia de
unidades sanitarias para as trés provincias no periodo referenciado na tabela.
Para os casos da Zambézia e Gaza traduziu-se em aumento de unidades sanitarias em
11,84% e 9,21% respectivamente e para a provincia de Manica um decréscimo na ordem
de 2,6%.

6.5 Taxa de Variacao Média ou Taxa de Crescimento Médio

E uma taxa usada para medir a variacdo dos registos observados num determinado
fenémeno (em termos percentuais), verificada entre dois periodos de tempo, como se a
mesma tivesse mantido igual ao longo dos subperiodos considerados (anos, semestres,
trimestres, dias, semanas, etc.) ou seja, ela da-nos um acréscimo ou decréscimo, como se
ele traduzisse uma variacdo verificada sub-periodo a sub-periodo, de forma constante.
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Suponhamos que a vendedeira “Mariamo” do mercado Brandao em Quelimane seja cliente
do Novo Banco e pretenda um crédito de 100.000.000,00Mt (Cem milhdes de Meticais)
para a reconstrucdo da sua Banca. Suponhamos que o Novo Banco fixe para ela uma taxa
anual de 4% sobre o montante aplicado, independentemente de eventuais flutuacoes a que
as taxas de juros estao sujeitas. Se ela pretender a simulacdo do mapa de amortizacoes
com base num plano, para saber que montante pagara depois de n anos, poderia proceder
aos seguintes calculos:

Tabela 2.40 — Tabela de amortizacoes a devolver ao Banco, incluindo juros

Anos Valor em (1.000.000Mt) milhao
0 100 V,
1 100+,04x100 =100x (1+0,04) =100x1,04 =104 V, =V, +V,i =V, x(1+1i)
2 104 x1,04 =100x1,04 x1,04 =100 x1,04° V, =V, x(L+i)x1+i) =V, x 1 +i)°
n 100x1,04" V, =V, x@+i)"
Neste caso,

V, - E o valor final da variavel

V, - Valor inicial da variavel

I - Taxa a aplicar no decorrer do tempo
n - Tempo correspondente ao valor final

. Vv \n . Vv . Vv
V, =V, x(1+i)" = " =(1+i) @ 1+i=p/-" <i=|n/-"-1|x100%
VO VO VO

Neste caso a taxa de variacdo ou crescimento médio pode ser calculada como sendo

i= (n\/z—l}doo%
VO

Imaginemos que esse pagamento tenha de ser feito em dez anos, entdo o valor a retornar
ao credor sera de: V,, =V, x (1+i)" =100.000.000,00Mt x (1+ 0,04)"° =148.024.428,00Mt

Observacao: Geralmente na Banca Comercial ou instituicées de crédito, aplica-se o
conceito de taxa de juro (Nao a calculada sobre capital em divida, mas sim sobre o capital
concedido), como no exemplo atras.

Juro- E uma compensacdo recebida pelo credor por ndo dispor do objecto da relacao
estabelecida com o devedor durante o tempo acordado. E importante que desde logo, se
pondere da exequibilidade do devedor gerar uma mais valia, de forma a que, findo o prazo
combinado, possa restituir ao credor, para além do juro, o inicialmente acordado.

Unico: a taxa que caracteriza o juro denomina-se Taxa de Juros.

Exercicio
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Distribuicao percentual da populacdo de 15 anos por nivel de ensino concluido segundo
area de residéncia, idade e sexo, na Provincia de Inhambane, em 1997.

Docente: Rodrigues Zicai Fazenda  z_fazenda@yahoo.combn cu wzfazenda@ustm.ac.mz 84-4934100 73



Tabela 2.41 Nivel de alfabetizacdo da populacdo Mocambicana

Primeiro exemplo de exercicio de regresién multiple.

Nivel concluido

Grupos de idade N (1000)
Total I Alfabet. Primario I Secundario I Técnico C.F.P. Superior Nenhum Desconh.
Total
Total 638.5 100.0 0.5 19.4 1.0 0.2 0.2 0.0 78.5 0.2
15-19 126.1 100.0 0.1 30.8 0.5 0.0 0.0 0.0 68.1 0.3
20-24 90.0 100.0 0.1 31.7 1.8 0.3 0.1 0.0 65.7 0.4
25-29 69.3 100.0 0.2 25.9 1.8 0.4 0.2 0.0 71.4 0.2
30-39 108.3 100.0 0.3 20.6 1.8 0.5 0.5 0.1 76.1 0.1
40 — 49 85.8 100.0 0.8 9.2 0.8 0.2 0.1 0.0 88.9 0.1
50-59 72.2 100.0 1.0 6.5 0.3 0.1 0.1 0.0 91.9 0.0
60 + 86.7 100.0 1.2 4.1 0.1 0.1 0.0 0.0 94.5 0.0
Homens 250.3 100.0 0.9 26.7 1.9 0.4 0.3 0.1 69.5 0.3
15-19 55.9 100.0 0.1 34.5 0.8 0.1 0.0 0.0 64.0 0.5
20-24 32.4 100.0 0.1 38.1 3.2 0.6 0.1 0.0 57.2 0.6
25-29 24.1 100.0 0.2 35.5 34 0.8 0.4 0.1 59.2 0.4
30-39 40.7 100.0 0.5 33.3 3.7 1.0 1.0 0.1 60.0 0.3
40 - 49 32.1 100.0 1.4 18.2 1.7 0.4 0.2 0.1 77.8 0.1
50-59 28.4 100.0 1.9 14.0 0.7 0.3 0.1 0.0 82.9 0.0
60 + 36.6 100.0 2.3 8.6 0.3 0.2 0.1 0.0 88.5 0.0
Mulheres 388.3 100.0 0.2 14.7 0.5 0.1 0.1 0.0 84.4 0.1
15-19 70.2 100.0 0.1 27.9 0.4 0.0 0.0 0.0 71.3 0.2
20-24 57.6 100.0 0.1 28.0 1.0 0.1 0.1 0.0 70.5 0.2
25-29 45.2 100.0 0.1 20.7 0.9 0.1 0.1 0.0 77.8 0.1
30-39 67.6 100.0 0.2 12.9 0.7 0.1 0.2 0.0 85.8 0.1
40 - 49 53.8 100.0 0.4 3.8 0.2 0.0 0.0 0.0 95.5 0.0
50-59 43.8 100.0 0.4 1.7 0.1 0.0 0.0 0.0 97.8 0.0
60 + 50.2 100.0 0.3 0.8 0.0 0.0 0.0 0.0 98.8 0.0
Fonte: www.ine.org.mz - Instituto Nacional de Estatistica— extraido no dia 31/01/2004

74 Docente: Redrigues Zicai Fazenda  z_fazenda@yakoc.combry ou wzfazenda@ustm.acmz

84-4934100




Manual de Estatistica Descritiva, Probabilidade e Tnferéncia Estatistica

a) Compare a estrutura percentual das mulheres com o nivel secundario e com o nivel
técnico entre os 20-24 anos de idade. (Proposta: Repare nos dados e determine os racios
possiveis).

b) Compare a evolucdao do ntiimero de homens do escaldao 15-19 anos com o do escaldo 25-
29 anos no que diz respeito ao nivel desconhecido.

c) Determine a moda das mulheres.
d) Determine a mediana das mulheres e construa o respectivo poligono de frequéncias.

e) E possivel com esses dados construir um diagrama de Box-Plot?

7. ECONOMIA-CONCEITO

Diversos conceitos ja foram formulados e sdo bem aceites para a ciéncia econoémica.
Todavia, o que sera citado a seguir consegue sintetizar o tema de forma objectiva. Assim:
“Economia € a ciéncia que estuda a producéo, distribuicdo e consumo dos bens de servicos,
com o objectivo de aproveita-los plena e combinadamente”.

Entenda-se de forma literal que, aproveitar os recursos plenamente, refere-se ao facto de
evitar a toda prova a ociosidade dos recursos de producéao tais como, terra, trabalho, capital
e capacidade empresarial, sendo este ultimo incluso e aceite pelos economistas classicos.

Ja aproveitar os recursos combinadamente, refere-se ao facto de optimizar os resultados da
producdo, ou seja, definir correctamente o que produzir, como produzir e para quem
produzir, dentro de infinitas possibilidades. Neste caso, busca-se a producao ideal que
atenda as necessidades dos consumidores, ao menor custo e com a melhor qualidade
possivel, satisfazendo também a maior remuneracao do capital investido.

7.1 Problema central da economia

Constitui-se indubitavelmente o problema central de qualquer economia decidir: O que
produzir?, Como produzir? e Para quem produzir? Sabe-se que escolher correctamente o
investimento € tdo importante quanto a torna-lo operacional. Definiremos o conceito Racio
muito usado como indicador social ou econémico para a seguir tratarmos da Estatistica
Econémica/Social, reparando em Indices (para determinar alguns indicadores sociais,
nomeadamente “Indice de preco do consumidor”), Séries Temporais (para previsoes
econoémicas/Sociais) e dados bivariados (relacdo de duas ou mais variaveis e regressao).

7.2 Racios

Se pretendermos comparar dois valores de uma mesma variavel ou de variaveis diferentes,
poder-se-a fazé-lo recorrendo a um racio, o qual consiste na mera divisdo dos referidos
valores e sua interpretacéao.
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Tomemos um conjunto de Notas do Exame de recorréncia dos Estudantes aprovados da

Faculdade de Engenharias da Universidade Eduardo Mondlane a cadeira de Probabilidades
e Métodos Estatisticos no Semestre Julho-Dezembro 2003.

Tabela 2.42 - Resultados do Exame de Recorréncia — Eng® Mecanica

ENGENHARIA MECANICA

Nomes Resultado Exame Média
01. ABDUL 13.0 19.0 16.0
02. CUMBE 12.0 14.0 13.0
03. DIOGO 10.0 15.0 13.0
04. MADIJA 13.0 11.0 12.0
05. MANJICHE 12.0 13.0 13.0
06. MATEUS 10.0 17.0 14.0
07. MAUSSE 10.0 15.0 13.0
08. MIAMBO 10.0 11.0 11.0
09. TONDO 11.0 14.0 13.0
10. TONELA 11.0 14.0 13.0

Média 11,2 14,3 13,1

Tabela 2.43 - Resultados do Exame de Recorréncia — Eng® Civil

ENGENHARIA CIVIL

Nomes Resultado Exame Média
01 ABADA 12 10 11,0
02 ABDALA 10,0 11,0 11,0
03 CHENENE 10,0 12,0 11,0
04 CHIPANGA 11,0 11,0 11,0
05 COIMBRA 10,0 10,0 10,0
06 CRUZ 10,0 14,0 12,0
07 LEITE 11,0 10,0 11,0
08 MACITA 13,0 11,0 12,0
09 MIGUEL 10,0 12,0 11,0
10 MOISES 10,0 13,0 12,0

Média 10,7 11,4 11,2

Comparando a média das médias da Engenharia Mecanica com a Engenharia Civil
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MédiaMecanica 131

MédiaCivil 11,2
- Na cadeira de Estatistica por cada valor da média do estudante da Eng* Mecanica , ha
aproximadamente um valor na média para o estudante da Eng® Civil

- Na cadeira de Estatistica, o racio (ou a razao) entre a média dos estudantes da Eng®
Mecanica e a média dos Estudantes da Eng® Civil é de aproximadamente um para um.

=117, que se pode lér da seguinte forma:

Tratando-se de pessoas (que nao sao fraccionaveis) e sempre que o valor do racio seja
inferior a unidade, € usual multiplica-lo por dez, cem, mil a fim de facilitar a respectiva
leitura.

MédiaMecanica 131
MédiaCivil 11,2
ficando assim : Na cadeira de Estatistica por cada dez valores da média do estudante da

Eng® Mecanica , ha aproximadamente dezoito valores na média para o estudante da Eng®
Civil.

=117x10=117,

O que significa que para o caso do exemplo, teriamos

Observacao: O bom senso reza que sempre se use a regra mais coerente para facilitacao da
leitura, mediante a conviccado da equipa que pretenda essa informacéao.

8. CORRELACAO E REGRESSAO

Por vezes certos fendmenos em estudo nao sdo descritos apenas através de uma variavel,
sendo necessaria a observacao de duas ou mais variaveis para termos uma visao global do
problema. Quando tal ocorre, cada unidade estatistica contribui com um conjunto de dois
valores (ou duas variaveis) passando a trabalhar-se com dados bivariados (ao passo que os
anteriormente estudados eram univariados).

Exemplos:

Se pretendessemos verificar se os pesos dos pais € um factor herdavel pelos filhos mais
velhos, recolheri informacdes sobre pesos dos pais e dos filhos mais velhos e mais tarde
observariamos se possuem alguma relacao.

Pretendendo saber a existéncia de alguma relacdo entre o comportamento violento de jovens
de um bairro que gostam muito de bebida tradicional, precisariamos de entrevistar alguns
jovens para verificar se sdo ou nao violentos e saber deles se gostam ou ndo da bebida
tradicional e no fim fazer a respectiva comparacao.

Se pretendemos saber se o aumento de criminalidade é condicionado pelos aumentos
mensais do numero de desempregados, conduzimos um inquérito para se apurar o numero
de desempregados por més e o respectivo numero de crimes, para depois verificar a
existéncia, ou nao, de alguma relacéo.

Definicao de correlacao: Grau de associacdo entre variaveis quantitativas.
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Um problema essencial com o qual nos deparamos na maior dos casos € se determinada
caracteristica de uma populacao esta ou nao relacionada com outra(s) e em que grau.

O nosso pais € um dos mais abalados por anemia, devido as diversas condicoes a que esta
sujeita a maioria da populacdo. Suponha que desejassemos realizar uma investigacao sobre
a ocorréncia de anemia e infeccdo numa comunidade localizada algures na zona de
Mavonde na provincia de Manica. Seria interessante poder estimar a concentracdo de
hemoglobina e a contagem de eritrocitos e leucécitos no sangue pela medida do
hematocrito.

Para verificar a possibilidade de se usar tal procedimento veja alguns resultados da rotina
de um laboratorio de hematologia dum hospital central.

Tabela 2.44 — Resultados (hipotéticos) de uma rotina de um laboratério de hematologia

Exame n° Ieucgcitos3 eritrg)citos3 hemoglobina Hematdcrito

(x 10°/mm°) (x 10°/mm°) (g/dI) (%)
1 6.81 4.51 14.7 41
2 9.69 5.21 15.5 47
3 4.30 4.54 14.4 a1
4 7.89 4.64 14.3 41
5 7.41 4.41 13.7 40
6 7.60 4.40 14.0 40
7 2.81 4.31 13.6 40
8 7.81 4.60 13.8 42
9 5.49 4.92 15.1 44
10 4.60 4.11 13.0 39
11 8.01 5.01 17.1 46
12 7.02 5.16 16.0 47
13 7.10 4.21 11.6 35
14 10.49 4.49 13.5 39
15 6.91 4.49 14.2 40
16 13.51 4.44 13.6 40
17 8.31 3.69 11.1 33
18 7.00 4.29 12.7 38
19 4.30 4.68 14.0 43
20 2.71 4.39 12.7 39
21 11.19 4.39 13.3 38
22 5.90 4.41 11.9 37
23 12.29 4.24 10.0 31

A interpretacao dos dados acima fica bastante mais facil sob forma grafica.
Assim sendo, como estamos interessados na relacdo entre hematoécrito e outras medidas
hematologicas, observe os graficos que se seguem:
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8.1 Diagrama de dispersao

E a representacao dos pontos que compdem o conjunto dos pares na relacdo das variaveis.
Cada ponto provém de uma das variaveis em analise. Se forem duas variaveis X e Y cada
ponto sera composto pelo valor de X e pelo valor de Y, como abaixo se apresenta (por
exemplo, hematodcrito e hemoglobina). Denominado também de grdfico XY.

Note que simplesmente se representam pontos e nao se traca alguma linha.

8.2 Rectas de Regressao

E a recta que ajusta os dados representados no diagrama de dispersdo. Observe que ajustar
os dados néao significa, necessariamente, passar por todos pontos. S6 se passa por todos
pontos naqueles casos em que por coincidéncia os pontos estdao bem alinhados. Para obter a
recta de regressao € necessario calcular o Coeficiente angular (Coeficiente de regressao) e o
intercepto (ponto onde o grafico corta o eixo y) da recta com o eixo das ordenadas.

y = (y_by,xi) +by,xx

intercepto

/

coeficiente angular (tags)

Fig 2.20

8.3 Técnica de ajuste — minimos quadrados

Em geral quando se pretende ajustar os dados através de uma curva (recta) de regressao
deve-se determinar o coeficiente angular, o intercepto, de modo que se possa fazer uma
recta que esteja de acordo com os dados e nao viciada. Para tal, se usa como uma das
técnicas, a de Minimos quadrados, para determinar a equacao da recta de regressao.

Tomemos o seguinte exemplo: Numa analise feita a diversos pacientes, em consultas
meédicas, procurou-se verificar se havia alguma relacao entre a pressao arterial diastélica e
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o tempo de repouso por paciente. Para tal retiraram-se os seguintes dados referentes a 5
pacientes, para essa analise, segundo a tabela a seguir.

Tabela 2.45 - Presséao arterial diastélica e o
tempo de repouso de S pacientes

Paciente 1 2 3 4 5
X 0 5 10 | 15 20
Y; 72 | 66 | 70 | 64 66

Pelo grafico a seguir € possivel observar que ha uma relacao negativa e fraca. Fraca porque
os pontos estao afastados da recta de ajustamento. Mas também o grafico resulta de um
ajuste manual em virtude de nao resultar de uma equacao de regressao, mas sim da analise
feita sobre a disposicao dos pontos.

>
73

72 ¢
71 -
70 - .
69 -
68 -
67 -
66 - * °*
65 -
64 - .
63 ‘ ‘ ‘ ‘
0 5 10 15 20 25 X

Fig 2.21

onde: Y = Pressao arterial diastolica, X = tempo (minutos) de repouso

Para fazer-se um esboco que nao resulte de ajustes individuais é sempre aconselhavel obter
a respectiva equacao de regressao antes. Vejamos a seguir:

DX, =50 DY, =338  >XY,=3310 > X =750 >V°=22982

2310 50338 - -
b, = 58 - 0,28 a="_(028x2)=704
750" 5 5

sendo assim, a equacdo sera dada por Y = 70,4 - 0,28 X . Com esta equacao ja pode-
se produzir a melhor recta que ajuste os dados

8.4 Coeficiente Angular (by,x)
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Mede a variacao que ocorre numa caracteristica quando outra caracteristica se modifica de
uma unidade. E chamado também de Inclinacdo do grafico e ainda coeficiente angular

(o). b, —ZXRY-) > xy =0 y)/n]
. Y. X Z(X—X)z ZXZ _kzx)zjln

Intercepto (a) - Ponto de interseccao da recta com a ordenada (eixo Y). Equivale ao valor de
Y quando X=0. a=y-b, X

Equacao de Regressao - equacdo que define a linha recta que descreve a associacdo entre
duas caracteristicas e que permite estimar o valor de uma medida pela outra.
(y-y)=b,,(x-X)

Para se determinar a relacdo entre cada duas variaveis deve-se calcular o respectivo

coeficiente de relacionamento, a que chamamos de coeficiente de correlacdo. Esse
coeficiente de correlacao varia entre -1 e 1.

8.5 Coeficiente de Correlacao (r)

Karl Pearson, 27 de Marco de 1857 - 27 de Abril de 1936 (Londres), foi a pessoa que
determinou o primeiro coeficiente de correlacdo a que se atribui o seu nome, passando a se
chamar de Coeficiente de Correlacdo de Pearson.

Um Coeficiente de Correlacdo (r)- € a medida que indica o grau de associacdo entre duas

X=X)(y-Y
variaveis a partir de uma série de observacoes. I = cov(x, y) = z( — 2)(y y)_ =
55, =% (y-V)

cov(x, y)indica a variancia simultanea das duas variaveis, denominada covariancia. S, e Sy

onde

sao os desvios amostrais de X e de Y, respectivamente. Recorde-se que na maioria dos casos
determinamos este coeficiente a partir duma amostra.

O coeficiente de Correlacao tem o seguinte comportamento:

r=1 A relacdo é perfeita e positiva (ha uma proporcionalidade directa)
r=-1 A relacao é perfeita e negativa (ha proporcionalidade inversa)
—-1<r<-05 A relacdo é negativa e forte

—-0,5<r<0 Arelacdo é negativa e fraca

r=0 Indica a auséncia de relacao

0<r<05 Arelacao é positiva e fraca

0,5<r<1 Arelacao é positiva e forte

Precaucoes no uso e interpretacao

- A relacao deve ser representavel por uma linha recta (curva de regressao)
- A recta nao pode ser extendida além dos pontos medidos

- A associacdo nao implica necessariamente uma relacao casual

- Depende da variabilidade amostral
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Exercicios Resolvidos

1- A tabela a seguir mostra os precos de gasolina que vigoraram em Mocambique entre os
anos de 1999 e 2003

Preco da Gasolina

Més/Ano 1999 2000 2001 2002 2003
Janeiro 6.190,00 6.620,00 9.150,00 9.010,00 10.650,00
Fevereiro 6.190,00 7.580,00 8.800,00 8.860,00 11.045,00
Marco 6.190,00 8.040,00 8.800,00 9.365,00 12.366,00
Abril 6.190,00 8.040,00 9.330,00 9.870,00 13.074,00
Maio 6.190,00 9.320,00 10.910,00 10.638,00 13.029,00
Junho 6.190,00 9.320,00 11.320,00 11.310,00 13.913,00
Julho 6.190,00 9.850,00 11.320,00 11.310,00 13.790,00
Agosto 6.190,00 9.850,00 11.320,00 11.310,00 14.763,00
Setembro 6.310,00 9.850,00 10.289,00 11.471,00 15.343,00
Qutubro 6.620,00 9.150,00 9.500,00 11.750,00 15.380,00
Novembro 6.620,00 9.150,00 9.330,00 11.794,00 15.380,00
Dezembro 6.620,00 9.150,00 9.160,00 10.650,00 15.380,00
a) Determine as medidas de Tendéncia Central, Posicao e de Dispersao
Resolucao:
Medidas de 1999 2000 2001 2002 2003
localizacao
Média 6.307,50 8.826,67 9.935,75 10.611,50 13.676,08
Maximo 6.620,00 9.850,00 11.320,00 11.794,00 15.380,00
Minimo 6.190,00 6.620,00 8.800,00 8.860,00 10.650,00
Mediana 6.190,00 9.150,00 9.415,00 10.980,00 13.851,50
Moda 6.190,00 9.850,00 11.320,00 11.310,00 15.380,00
Medidas de 1999 2000 2001 2002 2003
posicéo
Quartil 1 6.190,00 8.040,00 9.157,50 9.743,75 12.963,25
Quartil 2 6.190,00 9.150,00 9.150,00 10.980,00 13.851,50
Quartil 3 6.387,50 9.452,50 11.012,50 11.350,25 15.352,25
InterQuartil 197,50 1.412,50 1.855,00 1.606,50 2.489,00
Percentil 10 6.190,00 7.626,00 8.835,00 9.045,50 11.177,10
Percentil 25 6.190,00 8.040,00 9.157,50 9.743,75 12.863,25
Percentil 50 6.190,00 9.150,00 9.415,00 10.980,00 13.851,50
Percentil 75 6.387,50 9.452,50 11.012,50 11.350,25 15.352,25
Percentil 90 6.620,00 9.850,00 11.320,00 11.722,10 15.380,00
Percentil 95 6.620,00 9.850,00 11.320,00 11.769,80 15.380,00
MEDIDAS DE
DISPERSAO 1999 2000 2001 2002 2003
Desvio Médio 156,67 837,78 912,38 890,17 1369,40
Variancia 33618,75 966938,89 962098,69 1052938,25 2609701,74
Desvio Padrao 183,35 983,33 980,87 1026,13 1615,46
Assimetria e sua 1,92 -0,99 1,59 -1,08 -0,33
classificacéo Positiva Negativa Positiva Negativa Negativa
Curtose e sua 0,23 0,32 0,37 0,30 0,30
classifica¢éo Leptocurtica Platicurtica Platicurtica Platicartica Platicurtica
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2- Os visitantes do Parque Nacional de Gorongosa consideram um Leopardo com um dos
filhotes, “um gato”, uma atracao que nao pode ser perdida. A tabela de frequéncias a seguir
resume uma amostra de tempos (em minutos) entre as presencas do dito Leopardo.

Tempo Frequéncia Fi
40-49 8 8
50-59 44 52
60-69 23 75
70-79 6 81
Classe Mediana 80-89 107 188
90-99 11 199
100-109 1 200

a) Construa um poligono de frequéncias para a tabela de frequéncias dada.

Resolucao:

120

100 -

80 -

60

Frequencia

40 -

20 A

0 7 T T
40-49 5059 60-69 70-79 80-89 90-99 100-109

Tempo

Fig 2.22

b) Se um guia turistico deseja garantir que seus turistas presenciem o facto, qual sera o
tempo minimo que devem permanecer no parque?

Resposta:
O tempo minimo a permanecer no parque sera de 40 minutos conforme os dados da tabela

acima.

c) Qual é a informacao que lhe é sugerida pela mediana dos dados da tabela acima?

n
Sy f
2lex

Resolucao: Comeca-se por calcular a mediana segundo a formula: M, =1, + C,a

med

20

n
classe mediana é calculada por > = > =100. Procuramos na tabela onde aparece o valor

100 na tabela acima. E facil ver que sera na classe ja marcada, que possui |, =80,
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Zfl:8+44+23+6:81 fea =107 A=109-40=69 k=7 02%2229,9 entao:
Ny
M, =1+ 2 = c- 81,76. Assim podemos afrmar que 81 presencas do Leopardo

med
acontecem antes de 81,76 minutos e 12 presencas depois dos 81,76 minutos

3- Os dados a seguir dao as velocidades de carros cujos motoristas foram multados pela
policia duma cidade no percurso entre duas avenidas. Esses motoristas estavam dirigindo
num trecho da zona de 30 Km/h.

a) Construa um histograma para esta tabela de frequéncias.

Velocidade Frequéncia
[42-44] 14
[44-46] 11
[46-48] 8
[48-50[ 6
[50-52[ 4
[52-54] 3
[54-56[ 1
[56-58] 2
[58-60[ 1
Resolucao:
16
14
12
g 10
o
L 6 .
4 -
2 |
0
42-44 44-46 46-48 48-50 50-52 52-54 54-56 56-58 58-60
Velocidade
Fig 2.23

b) O que esta distribuicao sugere sobre o limite fixado comparado com o limite de velocidade
constatado?

Resposta:
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A partida todos multados andavam a uma velocidade entre os 42Km/h e os 60Km/h. Sendo
assim, pode-se dizer claramente que todos eles estavam num excesso de velocidade pois

estavam sempre acima da velocidade normal de 30 Km/h.

4- Indique uma vantagem que existe de efectuar um diagrama de ramo-e-folhas em relacao

ao histograma

Resolucdao: Num diagrama de ramo-e-folhas nao perdemos (ou perdemos pouca) informacao
sobre os dados do que num histograma, em virtude de que os dados para construir um
sao obtidos de resultados

histograma provém de classes cujos pontos médios

arredondados.

5- Dadas as tabelas a seguir:

Precos de Cebola por Kilo e por Més entre Janeiro 2001 e Dezembro

2003

Més Preco Més Preco Més Preco
1 7729 13 11721 25 13019
2 7706 14 11212 26 13173
3 8106 15 11308 27 12308
4 9808 16 11462 28 13404
5 11019 17 11269 29 16954
6 10846 18 14500 30 17202
7 10529 19 14404 31 15433
8 10135 20 13635 32 14527
9 9750 21 14481 33 13590
10 10471 22 13725 34 13877
11 11000 23 12731 35 13748
12 12135 24 13981 36 15596

Precos de Tomate por Kilo e por Més entre Janeiro 2001 e Dezembro

2003

Més Preco Més Preco Més Preco
1 8298 13 12140 25 9401
2 7648 14 10629 26 12148
3 7722 15 9805 27 16227
4 8021 16 9536 28 17242
5 8412 17 8651 29 15071
6 8156 18 7308 30 10321
7 8669 19 7170 31 9860
8 8214 20 6593 32 9725
9 5776 21 6092 33 10259
10 6732 22 6546 34 10095
11 9200 23 8978 35 10080
12 12560 24 12087 36 12201
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a) Determine a equacdo de tendéncia para as duas tabelas usando o método de minimos
quadrados.

Resolucao: Deve-se determinar a melhor curva que ajuste oa pontos de cada produto e,
sendo assim tera: y=8850,67+191,98x para cebola e y=7481,78+120,91x para tomate

b) Calcule o coeficiente de determinacdo para o caso em a).
Resolucao: r2=0,739

6- Uma empresa financeira decidiu atribuir subsidio de isencdo de horario a todos
trabalhadores para melhor responder a demanda dos seus clientes. Apos negociacoes entre

a Administracao e os sindicatos, fixaram-se os valores indicados na tabela seguinte:

Grau do Trabalhador Subsidio em Quantidade de
1000,00Mt Trabalhadores (yi)

Servente 500 - 700 40

Caixas 700 - 1000 60

Técnicos 1000 - 1400 24

Consultores 1400 - 1900 70

Chefes de Servico 1900 - 2500 17

Directores 2500 - 4000 8

Administradores 4000 - 11000 3

Determine a moda
Subsidio em uantidade de Ponto Médio Pesos de
Grau do Trabalhador 1000,00Mt Trabalhadores ) (X) King

Servente 500 - 700 40 600 0,200000
Caixas 700 - 1000 60 850 0,200000
Técnicos 1000 - 1400 24 1200 0,060000
Consultores 1400 - 1900 70 1650 0,140000
Chefes de Servico 1900 - 2500 17 2200 0,028333
Directores 2500 - 4000 8 3250 0,005333
Administradores 4000 - 11000 3 7500 0,000429

f.
Resolucao: O peso é dado por — . A classe com maior peso é denominada de classe modal.
i
Neste caso as classes dos Caixas e dos Serventes sdo as classes modais (isto € Bimodal).
Usando a formula de King, porque os intervalos de classe nao sao iguais, teremos:

fi+1 ﬁ
Meaas = s+ xc, =700+ 200,300 =769,2.
i+1 i-1 24 40
+—= —
S 400 200
fia 60
Mo =1 + =8 x¢, =500+ 300,200 = 700
Cin  GCia 300

Se um trabalhador for elevado ao grau de Consultor, qual sera o seu subsidio estimado
assumindo que passarao a ser 71 consultores?
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Resolucao:
Ponto Médio )
Grau do Trabalhador (X)-subsidio Quant (y;) Xy Y
(em 1000,00Mt)
Servente 600 40 24000 1600
Caixas 850 60 51000 3600
Técnicos 1200 24 28800 576
Consultores 1650 70 115500 4900
Chefes de Servico 2200 17 37400 289
Directores 3250 8 26000 64
Administradores 7500 3 22500 9
Z 17250 222 305200 11038

_ XY =D VXY 17250x11038 - 222 x 305200

b = 4383,214
° NSy - yf 7x11038 - 222°
b NS Xy—ZyZZX _ 7x305200-222x17250 _ 1 oo
NSy -(Oy) 7x11038 - 222

E. ntdo, X =4383,214-60,507y. Com y=71 vem X =87,217. O subsidio estimado sera de
87.217,00Mt.

Exercicios Propostos

1- Com as tabelas tabelas dadas em 5) dos exercicios resolvidos, determine:
A sazonalidade.
a) Faca uma estimativa do custo da cebola para o més de Dezembro de 2004.
b) Construa um indice para o preco de tomate, no priodo de 2001 e 2003, tendo como
base Janeiro de 2002 e interprete o seu valor.

2- Com base em Dezembro de 1998 o Instituto Nacional de Estatistica lancou na sua pagina
(internet) os dados constantes na tabela, sobre o indice de preco ao consumidor na cidade
de Maputo

Inflacao Mensal (%) a/ /Monthly inflation (%) a/
Ano/Year Jan Fev Mar Abr Mai Jun Jul Ago Set Out Nov Dez
1996 44 104 16 06 -3.5 0.2 04 0.1 O 03 1.6 O
1997 4.1 34 -0.7 -1.1 -1.7 -0.3 -0.4 -0.3 -0.6 0.4 1.3 1.7

a) Faca o diagrama de dispersao entre indices de 1996 e 1997.
b) Havera alguma relacao entre esses precos? Se sim, determine a equacdo da recta de
regressao e desenhe a respectiva curva.
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c) Indique os pontos que séo residuos.

3- Qual ¢é o interesse na estimacao da recta de regressao?

a) Fazer previsées;

b) Saber se existe correlacdo entre as varidveis;
) Determinar o coeficiente de correlagcdo;

d) Determinar a média das varidveis.

Assinale a opcgao correcta.

4- Taxas especificas de analfabetismo por sexo segundo area de residéncia e idade,
Provincia de Nampula, 1997 (por cada 1000 pessoas entrevistadas)

Grupos de idade Taxas de analfabetismo (%)
Total Homens Mulheres
Total 717 56.7 85.9
15-19 66.3 54.4 77.7
20-24 69.0 53.9 81.2
25-29 68.0 50.2 83.3
30-39 67.4 47.2 87.2
40-49 76.1 59.1 934
50-59 83.0 70.9 95.9
60 + 88.6 82.4 96.6

a) Determine graficamente o intervalo de idades com maior taxa de analfabetismo

b) Sera que o analfabetismo reinante nos homens condiciona (tem alguma relacdao com)
o analfabetismo das mulheres?

c) Faca o respectivo diagrama de dispersao entre homens e mulheres

d) Determine o coeficiente de correlacao e se houver alguma relacdo, faca a respectiva
recta de regressao.

e) Indique os pares que formam residuos dessa distribuicao

5- Os dados abaixo referem-se a dureza de 30 pecas de aluminio

53,0 70,2 843 69,5 77,8 87,5 53,4 825 67,3 54,1
70,5 71,4 954 51,1 744 557 63,5 858 53,5 64,3
827 785 557 69,1 72,3 59,5 553 73,0 52,4 50,7

1- Faca o respectivo diagrama de ramo e folhas.

Dica: Opte por cortar valor, omitindo as décimas, de modo que 69,1 e 69,5, por exemplo,

tornem-se 69 e 69 e aparecem como 9 na linha que corresponde ao ramo 6.
2- O Grafico a seguir representa o aproveitamento pedagogico a Estatistica, tendo em conta
a seguinte situacao, “se teve ou nao matematica no ensino secundario geral”

a) Como se denomina este tipo de grafico?

b) Indique a nota minima e a maxima para cada grupo.

c) Descreva algumas conclusoes acerca da dispersao.

No grupo dos que tiveram matematica existem pontos acima e abaixo, como se denominam?
Que influéncia tém sobre a média.
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3- De um inquérito realizado a 20 familias na pequena aldeia de Unango no Niassa,

obtiveram-se os seguintes resultados, relativos ao rendimento médio mensal (em mil
meticais)

125 106 98 107 162
113 125 110 140 145
100 91 130 128 126

96 98 145 130 160

a) Construa um quadro de distribuicdo de frequéncias, utilizando classes de amplitude
constante, com base no mesmo calcule a média, mediana e moda e compare com 0s
mesmos para calculos sem agrupamento.

b) Faca o histograma e o poligono de frequéncia. Realize algumas leituras dos mesmos
dados a partir do Histograma ou poligono de frequéncias sem reparar na fonte dos
dados.

c) Determine a variabilidade dos dados relactivamente a média. O que lhe sugere a
variancia que acabou de calcular?

d) Determine o desvio padrao. Determine X £35S eX £2S. Realize alguma leitura
relativa a esses calculos, interpretando-os relativamente aos dados. Desenhe o grafico
de frequéncias para X £2S.
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4- A antiguidade dos trabalhadores numa empresa constitui uma variavel importante na
analise e formulacdo de politicas de pessoal. Numa Instituicdo Bancaria em 1996, a
distribuicao dos efectivos por sexo e por escaldes de antiguidade era a seguinte:

Antiguidade (Anos) Homens Mulheres Total
0-2 210 110 320

2-6 212 242 454

6-—11 212 152 364
11-16 432 216 648

16 -21 315 129 444
21-26 278 119 397

> 26 360 42 402

Total 2019 1010 3029

a) Determine a antiguidade média dos efectivos totais.

b) Determine a antiguidade mais frequente nas mulheres.

c) Elabore o histograma e respectivo poligono de frequéncias respeitante a distribuicao
das mulheres

d) Suponha agora que o banco decide admitir no seu quadro de pessoal um novo
funcionario com uma carreira bancaria de 12 anos. Determine em que percentil se
localizaria este novo funcionario na presente estrutura de antiguidade, referente ao
sector masculino, explicitando o respectivo significado.

5- O Transporte publico e o transporte semicolectivo, vulgo “chapa 100” sdo dois meios que

um professor pode usar para ir ao trabalho diariamente. Amostras de tempo para cada meio
de transporte estao registradas a seguir. Os tempos estdo em minutos.

Chapa 100 28 29 32 37 33 25 29 32 41 34

Transporte publico 29 31 33 32 34 30 31 32 35 33

Que meio de transporte deve ser preferido? Explique.

6- Os graficos seguintes mostram a mesma informacao. No entanto, eles apresentam uma

imagem diferente. Um deles foi apresentado pela administracao e outro pelo delegado
sindical de uma empresa numa reunido de renovacao do contrato salarial.

4.0
3.0

20

Volume de Vendas (milhares)

1.0

Volume de Vendas ( milhares)

0.0

Fig 2.24 Fig 2.25
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a) Diga qual dos graficos teria apresentado o delegado sindical para pedir aumento
salarial. Justifique.

b) Qual foi a estratégia usada para dar a mesma informacdo de uma forma
aparentemente tao diferente?

7- Contou-se o numero de carros que passam pela Avenida OUA perto do Hospital José
Macamo em Maputo, na hora de ponta durante 50 horas consecutivas, obtendo-se os
resultados abaixo:

9 8 13 9 13 11 15 10 10 9
12 10 7 10 8 14 17 15 12 14
13 12 6 14 10 17 16 14 16 13

7 11 8 13 11 15 14 17 17 7
11 14 10 12 11 13 12 13 9 8

a) Represente os dados num diagrama de pontos
b) Faca um histograma e um diagrama ramo-e-folhas

8- Dadas alturas (em cm) de estudantes duma turma, construir um diagrama em caixa e

analisar os resultados: 170, 182, 152, 162, 178, 192, 154, 156, 158, 176, 174, 172, 179,
174, 173, 184, 176, 168, 197, 173, 185, 149, 157, 167, 180, 180, 170, 167, 191.
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CAPITULO 3. PROBABILIDADES

Objectivos do capitulo:

- Definir probabilidade.

- Descrever as abordagens classica, da frequéncia relativa e subjectiva da
probabilidade.

- Explicar os termos experimento, espaco amostral e evento.

- Definir os termos probabilidade condicional e probabilidade conjunta

- Calcular probabilidades aplicando as regras da adicdo e da multiplicacéo.

- Determinar o numero de possiveis permutacoes e combinacoes.

- Calcular uma probabilidade usando o Teorema de Bayes.

1. HISTORIA E SURGIMENTO DA PROBABILIDADE

A Teoria de probabilidade € uma invencao surgida a partir dos jogos de azar no Monaco. Foi
a necessidade de tentar prever alguma tentativa em que o apostador poderia ter prémio.
Niccollo Fontana (1500-1557), Matematico Italiano, iniciou o estudo no séc XVI. Teve
seguidores casos dos Franceses Pierre Fermat (1601-1665) e Blaise Pascal (1623-1662).

A Teoria de Probabilidades € um ramo da Matematica extremamente til para o estudo e
investigacdo das regularidades dos chamados fenéomenos dum mero acaso, denominados
Aleatorios.

Atendamos a seguinte curiosidade para poder-se entender melhor o fenémeno de uma
experiéncia aleatoria.

Curiosidade sobre teoria de probabilidade

John Kerrich, um matematico sul africano estava visitando Copenhague quando a Segunda
Guerra Mundial comecou. Dois dias antes de seu voo marcado para a Inglaterra, os alemaes
invadiram a Dinamarca. Kerrich passou o resto da guerra internado num acampamento em
Jutland e para passar o tempo ele levou a cabo uma série de experimentos em teoria da
probabilidade. Num desses experimentos, lancou uma moeda 10.000 vezes. Seus resultados
sdo mostrados no grafico a seguir.

Docente: Rodrigues Zicai Fazenda  z_fazenda@yahoe.combr ocu wzfazenda@ustm.ac.mz 84-4934100 93



Manual de Estatistica Descritiva, Probabilidade e Tnferéncia Estatistica

10 A
5 \ S\
% de caras >

50 % 0
-5
-10

10 100 100 1000 Numero de lancamentos

(O eixo horizontal esta colocado numa escala logaritmica)

Fig 3.1

O lancamento de uma moeda 10 vezes é um exemplo de um experimento aleatorio. A
maioria dos experimentos esta sujeito a Variacao Aleatoria. A Teoria de probabilidade é a
aproximacdo matematica que busca quantificar em temos de modelos o que ocorre com
estes experimentos.

Definicoes:

Probabilidade: ¢ uma medida de possibilidade de ocorréncia de um determinado evento; ela
pode assumir um valor entre O e 1.

Evento: E uma coleccdo de um ou mais resultados de um experimento
Experimento ¢ uma experiéncia cujos resultados sao imprevisiveis.

Exemplo dum Experimento: lancar uma moeda duas vezes, podendo ter como resultados
possiveis (espaco amostral) { KK, KC, CK, CC }, onde C — Saida de Cara e K-Saida de Coroa

Evento 2: No minimo uma cara = {CC, CK, KC}

Exemplo: Um jogador de futebol quando bate uma penalidade, os resultados possiveis sao
“marcar” ou “nado marcar”. Em cada tentativa nao é possivel prever o resultado que se ira
conseguir, embora ele seja determinado por causas perfeitamente bem definidas. Entre as
diversas causas se destacam o poderio do remate, o tipo de guarda redes, a simulacao do
marcador, etc. Pode-se ver que isto resulta numa diversidade de parametros que podemos
controlar mas que leva-nos ao resultado imprevisivel, Se vai ser golo ou ndo.

O exemplo descrito faz parte de diversas experiéncias que podem ser feitas, tendo o
imprevisivel resultado dentro dos casos possiveis.
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Experiéncia Processo ou conjunto de causas e processamentos que podem produzir
resultados observaveis. Se essa experiéncia esta sujeita a varias situacdes e que os
resultados sdo um mero acaso, diz que ela € Aleatoria.

Voltando ao exemplo atras, aparentemente pode parecer que nele existe alguma
regularidade. Mas se o numero de observacoes for elevado, alguma regularidade surge. O
numero de penaltes marcados é aproximadamente cerca de 95% do que os falhados
(defendidos, que tocaram na barra ou que foram ao lado da baliza) 5%.

Podemos afirmar que as experiéncias aleatorias caracterizam-se por:

- Poderem repetir-se um grande numero de vezes nas mesmas condicoes ou em
condicdes muito semelhantes;

- Cada vez que a experiéncia € executada obtém-se um resultado, mas que nao é
possivel de ser previsto antes.

- Os resultados dessas experiéncias individuais sao irregulares, mas que analisados na
globalidade ao longo de muito tempo (muitas experiéncias), parecem ter uma certa
regularidade estatistica quando tomados em conjunto.

Cumprindo-se os trés pressupostos dizemos que estamos perante um Experimento.

Se esta a trabalhar num computador e lhe dizem que dentro de dez minutos ndo havera
energia eléctrica, ja pode prever o resultado de que o computador ira desligar.

A teoria de probabilidades opera sobre os fenémenos aleatorios e na maior parte dos casos
sobre experimentos.

Sera que o jogar citado no exemplo acima, ao chutar o penalte, vai mesmo marcar?

Neste caso recorremos a teoria de probabilidade, pois ela tenta dar significado a
experimentos tais que o resultado ndo pode ser completamente pré-determinado. Atente
para o facto de que pré determinado ndo significa pré definido.

Calcular a probabilidade é medir a incerteza ou associar um grau de confianca aos
resultados possiveis. Por exemplo, escolha uma carta qualquer num baralho depois de ter
sido bem embaralhado, para garantir que todas as cartas terdo a mesma possibilidade de
serem seleccionadas. O que é mais provavel, sair uma figura (Q, K, J ) ou sair o dois de
espadas?

Entendamos evento como um acontecimento.

As probabilidades associam as possiveis combinacdes dos resultados, que chamamos de
eventos, um valor entre 0 e 1. Quanto maior o valor, maior a certeza de sua possibilidade de
ocorréncia.

2. DEFINICAO AXIOMATICA DE PROBABILIDADE

Se A; for um evento qualquer e S for espaco de resultados (conjunto universal), entao:
a) P(A)=0
b) P(S)=1
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0 iP(A) = P(UAI), NAI=0

Operacoes com eventos: Sejam A e B dois eventos associados a um espaco amostral S.

Uniao A U B: s0 é verdadeiro se pelo Intersecao A N B: quando os dois
menos um dos eventos ocorre Eventos coexistem
S S
B
A
Complemento de A (Ac ou K); Diferenca A-B: quando ocorre
ocorre quando néo ocorre A A mas nao ocorre B
S S
A
Ac
Diferenca simétrica A .. B: Eventos mutuamente exclusivos: quando a
ocorre apenas um dois evento intersecao deles € o evento impossivel
S S
B
B
A A
Fig 3.2

Exemplo: Consideremos o lancamento dum dado. Um dado possui seis faces numeradas de
1 a 6 nesse lancamento pode sair uma face par. Acontecimento é qualquer um dos
subconjuntos do conjunto que contém todos resultados possiveis da experiéncia aleatoria

E evento, subconjunto do conjunto que contém todos os resultados possiveis do experimento
aleatoério.

Denotemos por S tal conjunto, a que chamamos de espaco amostral.
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Considere o experimento aleatério que consiste no lancamento de um dado. Um dado
contém seis faces numeradas de 1 a 6. Entao S pode ser escrito como S={1,2,3,4,5, 6}
e alguns possiveis eventos poderiam Ser:

A ={facepar} ={2,4,6} - caso em que num lancamento saia uma face par.

B = {face maior ouiguala S} ={5, 6} - caso em que num lancamento saia uma face maior
ou igual a 5.

C = { face maior ou igual a 7 } = 0 = conjunto vazio.

Definicoes: Tomemos o lancamento dum dado. Um dado contém seis faces numeradas de 1
a 6. Neste caso o espaco de resultados & S={1,2,3,4,5,6}. Vejamos as definicoes que se
seguem:

Dois eventos (acontecimentos) quaisquer dizem-se mutuamente exclusivos se possuem
interseccao vazia, sdo incompativeis, isto é, eles ndo podem ocorrer simultaneamente.
Exemplo:

A={facepar} ={2,4,6}
D = { face impar} = { 1,3,5} ANnD=0

Os subconjuntos de S designam-se por acontecimentos; Os subconjuntos formados por um
unico elemento chamam-se acontecimentos elementares.

Exemplos: E={}; F={2}; G={3}; H={4}; 1={}; J={6}

O acontecimento que contém nenhum elemento de S, chama-se de acontecimento
impossivel
Exemplo: N ={7,8}

A reunido de dois acontecimentos A e B € o acontecimento que se realiza se, e somente se, A
ou B se realizam. O que significa que A se realiza ou B se realiza ou ainda ambos se
realizam. Abrevia-se por AUB ou A+ B e é formado pelos elementos que vem de A e os que
vem de B. Alerte-se para o facto de que um elemento que coexiste nos dois conjuntos, deve
ser escrito (participar) uma Utinica vez.

Exemplo:

A={facepar} ={2,4,6}
B = {face maior ouiguala 5} ={5, 6} AUB = {2,4,5,6}

A interseccao dos acontecimentos A e B € o acontecimento que se realiza se, e somente se, A
e B se realizam conjuntamente. Representa-se por AN B ou AB, e é formado por elementos

que comumente existem em A e em B.

Exemplo:
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A={facepar} ={2,4,6}
B = {face maior ouiguala 5} ={5, 6} AmB:{6}

Diz-se que Q é um acontecimento complementar de A se é formado por todos elementos do
espaco amostral excepto os existentes em A. Escreve-se Q =S\ A. Para o nosso exemplo o

Q= {1,3,5} = D . Também pode-se designar de A ou A°ao complementar de A.

Na logica matematica, segundo as leis de Morgan, definem-se seguintes axiomas para
conjuntos:

Se A € um conjunto qualquer e A ou A definido como sendo complementar do conjunto A
1. A=A

2. (AUB)® = A°NB°

3. (AnB)° = A°UB®

Uma das principais preocupacoes da estatistica € inferir os parametros populacionais,
baseando-se nos resultados observados/calculados duma amostra. Quando uma amostra é
seleccionada aleatoriamente ndo podemos determinar, ou prever a priori, os resultados
(experimento aleatorio), como atras fora descrito. Contudo, podemos construir modelos
probabilisticos que permitem calcular as chances de ocorréncia dos possiveis resultados,
através da teoria de probabilidades.

Suponhamos que esteja interessado em conhecer a possibilidade relativa tedrica de sair
cara no experimento lancar “n” vezes uma moeda nao viciada. Existem duas formas de
abordar o problema, uma através da experimentacdo e a outra através de um modelo
probabilistico.

Através duma experiéncia, observamos a frequéncia relativa com que cara aparece nos “n”
lancamentos. Se repetirmos o experimento teremos outra frequéncia relativa observada, que
ndo € necessariamente igual a anterior, mas esperamos que esteja muito proximo dela.
Assim, se repetirmos varias vezes os “n” lancamentos, esperamos que as frequéncias
observadas convirjam para um numero chamado probabilidade. Buffon e Pearson (um dos
grandes estudiosos da correlacdo entre duas variaveis) realizaram esse tipo de experimento
com os seguintes resultados:

Estimativa da probabilidade através das frequéncias observadas

Tabela 3.1- Frequéncias observadas de Buffon e Pearson

Buffon Pearson
Possiveis Frequéncia - . N Frequéncia
resultados Absoluta Frequéncia Relativa | Frequéncia Absoluta Relativa
Cara 2048 0,5069 12012 0,5005
Coroa 1992 0,4931 11988 0,4995
Total 4040 1,0000 24000 1,0000

Outra forma de se chegar a frequéncia relativa teérica igual da tabela atras, € através da
construcdo de um modelo probabilistico teorico sob certas suposicoes adequadas. Assim, no
exemplo, sabemos que existem somente dois possiveis resultados: cara ou coroa, sendo que
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as duas faces tem as mesmas chances de ocorrer. Entdo, a frequéncia relativa tedrica para
a ocorréncia de cada resultado € ' .

Tabela 3.2- Resumo das frequéncias observadas
de Buffon e Pearson

Possiveis resultados cara coroa total
Frequéncia tedrica % ¥ 1

Este modelo representa de forma adequada o resultado do experimento e, quando falamos
de probabilidades da ocorréncia dos possiveis resultados do experimento, referimo-nos as
chances teoricas deles acontecerem.

Afinal como é que uma probabilidade é expressa?

Uma probabilidade é expressa como um numero decimal, tal como 0,70 ; 0,27 ; ou 0,50.
Entretanto ela pode ser representada como uma percentagem tal com 70 %, 27 % ou 50 %.
O valor de uma probabilidade esta localizado no intervalo de numero reais que vai de 0 a 1,
inclusive as extremidades deste intervalo.

Quando uma probabilidade € O, o evento a ela associado é improvavel de ocorrer o que se
denomina por Evento Impossivel.

Quando uma probabilidade é 1, o evento a ela associado é mais provavel de ocorrer e é
denominado de Evento Exacto.

Definicao: Dado um evento A associado a um experimento aleatério com espaco amostral S
a probabilidade do evento A, denotada por P (A) é o quociente :
n _ n°de resultados favoraveis

P(A)=—=— p—
N  n°de resultados possiveis

Voltemos para o caso do lancamento de dado e que nos interessemos somente pelo
aparecimento da face par. O evento A = { face par } = { 2,4 ,6 }, tera como probabilidade

n(A) 3 1
P(A) :% ZEZE’ Isto €, numero de resultados favoraveis ( ao evento A ) dividido pelo
numero de resultados possiveis no conjunto S.
Definicoes

1) Pela nocao Frequencista, a probabilidade de um acontecimento é o valor para o qual
tende a frequéncia relativa do acontecimento, quando o numero de repeticoes da
experiéncia aumenta.

Docente: Rodrigues Zicai Fazenda  z_fazenda@yahoe.combr ocu wzfazenda@ustm.ac.mz 84-4934100 99



Manual de Estatistica Descritiva, Probabilidade e Tnferéncia Estatistica
3. ANALISE COMBINATORIA

3.1 Factorial de um numero

Seja n um numero inteiro ndo negativo. Define-se factorial de n (indicado pelo simbolo n! )
como sendo: Nl=nx(N-1)x(N-2)x(nN-3)x...x3x2x1 e lé-se n factorial

Casos Especiais
or=1 1'=1

Exemplos:

a) 61=6x5x4x3x2x1="720, 1é-se seis factorial

b) 4dl=4x3x2x1=24, 1é-se quatro factorial

c) Repare ainda que 6l=6x5x 4!, 1é-se seis factorial igual a seis vezes cinco vezes quatro
Factorial.

3.2 Principio fundamental da contagem

Se uma tarefa pode ser realizada em n etapas diferentes, e se a primeira etapa pode ocorrer
de k: maneiras diferentes, a segunda de k. maneiras diferentes, e assim sucessivamente ,
entdao o numero total T de maneiras de realizacdo da tarefa € dado por: T=k;.ks.ks...kn.

Exemplo:

O INAV (Instituto Nacional de Viacao) tem como norma mandar colocar placas de matriculas
dos veiculos automoveis usando-se 3 letras do alfabeto (sendo a primeira letra M) e 4
algarismos. Qual o numero maximo de veiculos que poderdo ser licenciados?

Resolucao:

Usando o Principio fundamental da contagem, podemos imaginar uma placa do tipo MLN 10
15. Como o alfabeto possui 26 letras e nosso sistema numérico possui 10 algarismos (de O a
9), podemos concluir que: para a 1% posicao, temos 1 (uma) alternativa que € a letra M,
como pode haver repeticao, para a 2%, e 3* também, estas duas terdo 26 alternativas cada.
Com relacao aos algarismos, concluimos facilmente que temos 10 alternativas para cada
um dos 4 lugares. Podemos entdo afirmar que o ntimero total de veiculos que podem ser
licenciados sera igual a: 1.26.26.10.10.10.10 que resulta em 6760000. Observe que se no
pais existissem 6760001 veiculos, todos com matricula nacional, o sistema de coédigos de
emplacamento teria que ser modificado, ja que ndo existiriam numeros suficientes para
codificar todos os veiculos.

3.3 Permutacoes simples

Permutacodes simples de n elementos distintos sdo agrupamentos formados por todos os n
elementos tomados n a n e que diferem na ordem de sua colocacao. Neste caso o numero
total de permutacoes simples de n elementos distintos € dado por n!, e 1é-se, n factorial.
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Exemplo 1: Com os elementos a, b, c de um conjunto qualquer, sao possiveis as seguintes
permutacoes: abc, acb, bac, bca, cab e cba.

Exemplo 2: De quantas maneiras 5 pessoas podem se sentar num banco rectangular.

P, =51=5x4x3x2x1=120

Permutacoes com elementos repetidos

Se entre os n elementos de um agrupamento, existem k elementos repetidos com uma
caracteristica, t elementos repetidos com outra caracteristica e s elementos repetidos com
outra caracteristica e assim sucessivamente, o niumero total de permutacdes que podemos
formar € dado por:

p(kits.) _ n!
" kitlsl...
Exemplo:

Imagine que as marcas de carros viessem da combinacdo de um conjunto de letras de uma
palavra pré definida. Quantas marcas de viaturas podiamos ter a partir da palavra
correspondente ?

Solucao: Temos 14 elementos, com repeticdo. Observe que a letra o aparece duas vezes, a
letra r duas, a letra e trés vezes e a letra n duas vezes. Na formula anterior, teremos: n=14,

|
0=2, r=2, e=3 e n=2: a resposta seria L4 =1816214400
21213121

Resposta: Podemos ter 1816214400 marcas de carros diferentes.

3.4 Arranjos simples

Dado um conjunto com n elementos, chama-se arranjo simples tomados k a k, a todo
agrupamento de k elementos diferentes dispostos numa certa ordem. Especial atencao deve
existir para evitar perigo de confusao, porque dois arranjos diferem entre si, pela ordem de
colocacao dos elementos. Assim, no conjunto E = {a,b,c}, teremos:

a) Arranjos de trés elementos tomados dois a dois: ab, ac, bc, ba, ca, cb.
b) Arranjos de trés elementos tomados trés a trés: abc, acb, bac, bca, cab, cba.

n!

Arranjos simples sdo representados pela formula: A = m
n-— :

Lé-se: Arranjos de n, k a k.

n!
= ':
(n—n)! nl=P

E facil perceber que A =

Exemplo:

Um cartdo multibanco possui um numero de 16 digitos. O segredo (PIN) do cartdo é
marcado por uma sequéncia de 4 digitos distintos. Se uma pessoa tentar usar o cartao,
quantas tentativas devera fazer (no maximo) para conseguir fazer levantamento, se a norma
fosse de cada pessoa escolher 4 digitos para usar como PIN dentre os constantes como
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numero do cartao?
Resolucao:

As sequéncias serdao do tipo xypz. Para a primeira posicao teremos 16 alternativas, para a
segunda 15, para a terceira 14 e para a ultima 13. Podemos aplicar a formula de arranjos,
mas pelo principio fundamental de contagem, chegaremos ao mesmo resultado:

| |
16x15x14x13 = 43680. Al° = (1616'4)| _ 16x15x i;‘lx 13x12 15 15x14x13 = 43680

3.5 Combinacoes simples

Denominamos combinacoes simples de n elementos distintos tomados k a k aos
subconjuntos formados por k elementos distintos escolhidos entre os n elementos dados. A
diferenca entre arranjos e combinacao reside no facto de nos arranjos a ordem € importante
enquanto que nas combinacoes a ordem nao € importante.

Exemplo
Dado um conjunto A={a,b.c,d} podemos considerar: a) combinacoes dos 4 elementos
tomados 2 a 2, o seguinte ab, ac, ad, bc, bd, cd. b) combinacdes dos quatro elementos
tomados 3 a 3, os seguintes: abc, abd, acd, bcd. ¢) combinacdes dos 4 elementos tomados 4
a 4: abcd.

n!
~kIi(n—k)!’
combinacao de n, k a k. A formula de combinacdes é mais conhecida como sendo Numero

n!
k!(n—k)!

teoricas discretas (Binomial e Hipergeométrica)

Analiticamente as combinagdes sdo representadas por: C; que se 1lé,

binomial e indicado por: (;)= e que sera usado nas Distribuicées de Probabilidade

Resumo:

Numa permutacao, todos os elementos do conjunto devem fazer parte. Num arranjo toma-se
uma parte dos elementos do conjunto para formar agrupamentos; quando essa parte dos
elementos € o todo (o universo), o arranjo se transforma em permutacdo. Num arranjo a
ordem dos elementos interessa, sendo que se no primeiro agrupamento um elemento estiver
na primeira posicao e no segundo agrupamento o mesmo elemento passar para uma outra
posicao diferente da primeira teremos um outro arranjo diferente do primeiro. Arranjos sao
seqUiéncias, sendo por isso diferentes, desde que se altere a ordem. Uma combinacdo ¢ um
agrupamento onde a ordem nédo interessa, interessando somente os elementos envolvidos.
Combinacoes sdao subconjuntos.

4. Algumas consideracoes sobre leis, axiomas e teoremas:
Se A e B, sdo dois eventos quaisquer de S, teremos:

1) P(A) >0
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2) 0<P(A) <1

3) Y P(A)=1

) P(AUB)=P(A)+P(B),se AnB =0, i.e, Ae B sdo mutuamente exclusivos

) P(AUB)=P(A)+P(B)-P(AnB),se AnB =0, i.e, Ae B ndo séo mutuamente exclusivos
6) P(AnB) =P(A)P(B) < Ae B séo independentes

) P(AnB)=P(A)P(B/A) ou P(AnB)=P(B)P(A/B) < Ae B sao dependentes

8) P(A/B) = % < Aocorre depois de B ter ocorrido, define Probabilidade condicional
9) P(S)=1
10) P(0)=0

11) P(A) =1-P(A)

Exemplos

Na zona do Bairro Canongole em Tete, existem duas padarias, produzindo paes de forma e
arofadas, respectivamente. Nesta zona, que se dedica essencialmente a venda de cabritos,
9,8% dos residentes compram sempre pao forma, 22,9% compram sempre arofadas e 5,1%
compram sempre ambos tipos de paes. Determine a pobabilidade de:

a) Uma pessoa comprar pelo menos um dos dois tipos de paes.

b) Uma pessoa comprar somente pao forma.

c) Uma pessoa ndo comprar nem pao forma nem arofadas.

Resolucao

Designemos por A o acontecimento comprar pdo forma e B comprar arofadas. A
probabilidade de uma pessoa comprar pelo menos um dos dois tipos de paes sera
P(AuB)=P(A)+P(B)-P(AnB)=0,098+0,229-0,051=0,276, visto que A e B nado sao
mutuamnete exclusivos. A probabilidade de uma pessoa comprar somente pao forma € a
probabilidade da pessoa comprar pao forma e nao arofadas, ou seja
P(ANnB)=P(A)-P(ANB)=0,098-0,051=0,047. A probabilidade de uma pessoa nio
comprar nem pao forma nem arofadas, corresponde a ndo comprar pao forma nem comprar

arofadas, logo P(ANB)=P((AUB)’)=1-P(AUB)=1-0,276=0,724.

5. Definicao para acontecimentos independentes

A regra especial de multiplicacdo requer que dois eventos A, B, ... sejam independentes.

Ja tinhamos visto atras, onde figuram as diversas propriedades, para casos de dois eventos.
E definimos que, dois eventos A e B dizem-se independentes se a ocorréncia de um nao tem
efeito sobre a probabilidade de ocorréncia do outro, isto € P(AnB) =P(A)xP(B).

Docente: Rodrigues Zicai Fazenda  z_fazenda@yahoe.combr ocu wzfazenda@ustm.ac.mz 84-4934100 103



Manual de Estatistica Descritiva, Probabilidade e Tnferéncia Estatistica

Para trés eventos independentes A,B e C, a regra especial da multiplicacdo usada para
determinar a probabilidade de que todos os eventos ocorram é:

P(AnBNC)=P(A)x P(B)x P(C)

6. PROBABILIDADE CONDICIONAL

Exemplo: Um grupo de pessoas € classificado de acordo com o seu gosto pela bebida e a
incidéncia de qualidades de violéncia que possa praticar. As proporcoes das diversas
categorias, aparecem na tabela seguinte:

Tabela 3.3 Proporc¢des de gosto pela bebida e a incidéncia de violéncia

Bébedo Bébado Nao Bebe Total

Violento 0,10 0,08 0,02 0,20
Nao Violento 0,15 0,45 0,20 0,80
Total 0,25 0,53 0,22 1,00

a) Qual é a probabilidade de uma pessoa escolhida ao acaso seja violenta?
b) Qual é a probabilidade de uma pessoa bébeda ser violenta?

A resposta para a primeira questao é imediata. Basta ver a proporcao de violentos dentro
da populacédo que é de 0,20.
Para responder a segunda questdo ha que tomar em atencdo que o que se pretende é a

0,10

proporcao de violentos dentre a populacao de bébedos, i.e, =0,4. Por outras palavras

quer-se calcular a probabilidade do acontecimento “ser violento”, sabendo que ocorreu o
acontecimento “ser bébedo”. Repare-se que este quociente resulta da divisdo entre a
probabilidade de uma pessoa ser violenta e bébeda e a probabilidade de uma pessoa ser
bébeda. Chamemos por B o acontecimento “ser bébedo” e por V o acontecimento “ser
violento” podemos escrever simbolicamente que a probabilidade pretendida € dada por

P(V/0) = —P(;'(g)o)

, 0 que equivale a definicdo de probabilidade condicional.

Definicao: A probabilidade condicional de um evento A dado o evento B é dada por
P(A/B) = %, o que equivale a P(AnB) =P(B)x P(A/B)

Definicdao: A e B dizem-se independentes se, e somente se, P(AnB)=P(A)xP(B), o que
equivale a dizer P(A/B) =P(A) e P(B/A)=P(B).

Regra Geral da Multiplicacao numa Probabilidade Condicional

A Regra Geral da Multiplicacdo € usada para encontrar a probabilidade conjunta de que
dois eventos ocorram.
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Ela estabelece que para dois eventos A e B, a probabilidade conjunta de que os dois eventos
ocorram € obtida pela multiplicacao da probabilidade de que o evento A ocorra pela
probabilidade condicional de B, dado que A ocorreu. Pela notacdo simbdlica fica assim:
P(AnB)=P(B)xP(A/B). Alternativamente, podemos também escrever:

P(ANB) = P(A) x P(B/A)

7. PROBABILIDADE TOTAL

Suponhamos que um acontecimento C possa ocorrer se ocorrer um dos acontecimentos que
sdo mutuamente exclusivos Ai, As...,A,, 0s quais formam um conjunto. Suponhamos que
sejam conhecidas as probabilidades destes acontecimentos e as probabilidades condicionais

P(C/A),P(C/A,),..P(C/A,), do acontecimento C. Pretendemos calcular a probabilidade

de que C tenha ocorrido.

Exemplo: A Administracdao de um fundo de investimentos em accoes pretende divulgar apos
o encerramento do pregdo, a probabilidade de queda de um indice da bolsa no dia seguinte,
baseando-se nas informacdes disponiveis até aquele momento. Suponha que a previsao
inicial seja de 0,10. Apos encerrado o pregdo, nova informacao sugere uma alta do dolar em
relacdo ao metical. A experiéncia passada indica que quando houve queda da bolsa no dia
seguinte 20% das vezes foram precedidas por esse tipo de noticias, enquanto nos dias em
que a bolsa esteve em alta, apenas em 5% das vezes houve esse tipo de noticia no dia
anterior. Determine a probabilidade de que a bolsa caia pelo simples facto de ter caido o
dolar. Determine a probabilidade de que haja alta do dolar.

Resolucao:
Seja E- Queda da bolsa. P(E)=010= P(E)=0,90. Se B- é Alta do délar, entzo:
P(B/E) =0,20- probabilidade de queda da bolsa devido a alta do délar

P(B/E)=0,05
P(B)=P(E)P(B/E)+P(E)P(B/E)=0,10x0,20+0,90x0,05=0,065 Portanto a informacéo

aumenta a probabilidade de alta do délar em 6,5%.

Teorema da Probabilidade Total:

A probabilidade de um acontecimento C, que pode ocorrer apenas sob a condicdo de que
ocorra um dos acontecimentos que excluem mutuamente A;, As...,An, e que formam o
conjunto A, €& igual a soma do produto das probabilidades de cada um desses
acontecimentos, pela correspondente probabilidade condicional do acontecimento C, isto é:

P(C)=P(A)P(C/A)+P(A)P(C/A)+..+P(A)P(C/A,).

8. TEOREMA DE BAYES

Suponhamos que um acontecimento C pode ocorrer se ocorre um dos acontecimentos que
se excluem mutuamente A;, As...,An € que formam um grupo completo. Visto que nao se
sabe qual desses acontecimentos ocorrera, eles ainda estdo sob a forma de hipodteses. A
probabilidade de que C ocorra, determina-se pelo teorema de probabilidade total. Como
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iriamos determinar a probabilidade de que um dos eventos que € particdo de A ocorra dado
que C ocorreu?

Exemplo: Os trabalhadores de uma fabrica sao classificados segundo o nivel de instrucao
escolar. A experiéncia mostra que 30% de individuos sao de nivel superior, destes 80% sao
considerados conhecedores das tarefas que desempenham. Dos 70% com nivel inferior a

superior, 50% sao considerados conhecedores das tarefas que desempenham.
Dados

P(S) = 0,30 P(C|S)=0,80 P(S)=0,70 P(C|S) =050

a) Qual é a probabilidade de que um trabalhador da fabrica encontrado no refeitorio seja
considerado conhecedor das tarefas que desempenha na fabrica? (2,0)
Resolucao

P(C)=P(S)xP(C|S)+ P(§) x P(C | §) =0,30x0,80+0,70x0,50 = 0,59
Resposta:

A probabilidade de que um trabalhador da fabrica encontrado no refeitério seja considerado
conhecedor das tarefas que desempenha na fabrica € de 0,59

b) Qual é a probabilidade de que um trabalhador conhecedor da matéria tenha nivel
superior? (2,0)

Resolucao

P(S)xP(C|S 0,30x 0,80
p(5C) = ()xP(C]$) _ x

P(S)xP(C|S)+P(S)xP(C|S) 0,30x0,80+0,70x0,50

=0,4067797

Resposta:
A probabilidade de que um trabalhador conhecedor da matéria tenha nivel superior é de
0,4067797

P(A /B) = P(A)P(BIA) __P(A)P(B/A)
P(A)P(B/A)+P(A)PB/IA)+...+P(A)P(B/A,) Zn:P(Ai)P(B/Ai)
A Ao As
Assimtemos A NB; A, nB;
B A,nNB; A,nB; AAnB;
As AGﬂB,
A4 A6
Fig 3.3

Em que A1, As, As, A4, As e As sdo subconjuntos (subeventos) de A e C é um evento qualquer.
A1, Az, Az, A4, As e As devem ser mutuamente exclusivos e C, realiza interseccao com todos
subeventos de A.
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Regra Geral da Multiplicacao numa Probabilidade Condicional

Exemplo
Uma Faculdade colectou a seguinte informacao sobre seus estudantes de Licenciatura:

Tabela 3.4- Numero de Estudantes de licenciatura duma
Faculdade por cursos e sexos

Curso Homens Mulheres Total
Eng? Civil 120 80 200
Financas 110 70 180
Administracéo 70 50 120
Gestao 110 100 210
Estatistica 50 10 60
Informatica 140 90 230
Total 600 400 1000

a) Um estudante € seleccionado ao acaso. Qual é a probabilidade de que o(a) estudante seja
mulher e que esteja cursando Eng* Civil?

Seja A o evento: o(a) estudante é de Eng® Civil e F o evento: o(a) estudante € mulher. P(A e
F) =80 / 1000

b) Qual é a probabilidade de seleccionar uma mulher ? P(F) = 400/1000

c) Dado que o(a) estudante € mulher, qual é a probabilidade de que seja de Eng* Civil ?
Precisamos calcular P(A/F).

P(A/F) = P(A e F)/P(F) = [80/1000]/[400/ 1000]=0,20

Exemplo: Teorema de Bayes

A Companhia de bebidas Muzondwa Lda, produz vinho de litchi ou toranja. Recentemente,
recebeu diversas reclamacoes de que suas garrafas estao sendo preenchidas com conteudo
abaixo do especificado. Uma reclamacao foi recebida hoje mas o administrador da producao
nao € capaz de identificar qual das duas plantas (A ou B) preencheu a garrafa. Qual é a
probabilidade de que a garrafa com pouco preenchimento provenha da planta A?

Resolucao: Seja S o evento - A garrafa foi preenchida com conteudo abaixo do especificado.

Tabela 3.5 — Distribuicao de producao do vinho

0,
% da Producéo Total %o de gg;iiﬁ;;?tgouco
Vinho de tipo A
(Litchi) 55 3
Vinho de tipo B 45 4
(toranja)
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0,55 x 0,03
0,55 x 0,03 + 0,45 x 0,04

P(A/S) = = 0,4783

Exercicios resolvidos

1 — Na maior parte das empresas as reunioes comecam se o numero acima de 50% estiver
presente para a tomada de decisdoes. Uma empresa tem a Directoria com seis membros.
Quantas comissoes de quatro membros da Directoria podem ser formadas, com a condicao
de que em cada comissao figurem sempre o Presidente e o Vice-Presidente?

Resolucao:

Os agrupamentos sdo do tipo combinacodes, ja que a ordem dos elementos ndo muda o
4 4321

agrupamento. O numero procurado € igual a: Cf__zz = ; :ﬁ = 2121 =6. Observe que ao

raciocinar na formacdo das comissdes de 2 membros escolhidos entre 4, € preciso ter em
conta que ha ja duas posicoes fixas na comissdo: a do Presidente e do Vice.

2 - Numa Assembleia de quarenta cientistas, oito sdo estaticistas. Quantas comissbes de
cinco membros podem ser formadas incluindo no minimo um estaticista?

Resolucao:
A expressao “no minimo um Estaticista” significa a presenca de 1, 2, 3, 4 ou 5 estaticistas
nas comissoes. Podemos raciocinar da seguinte forma: em quantas comissdes ndo possuem

.. . . . . 4

Estaticistas e subtrair este niamero do total de agrupamentos possiveis. Ora, existem C50
. - .. . . 40-8 32 . -

comissdes possiveis de 5 membros escolhidos entre 40 e, existem C;” =C.° comissdes nas

. _ .. . 40 32 .-
quais nao aparecem estaticistas. Assim, teremos: C;” —C.° =656948 comissoes.

3 - Ordenando de modo crescente as permutacoes dos algarismos 2, 5, 6, 7 e 8, qual o lugar
que ocupara a permutacao 682757

Resolucao:

O numero 68275 sera precedido pelos numeros das formas:

a) 2xxxx, Sxxxx que dao um total de 4! + 4! = 48 permutacoes

b) 62xxx, 65xxx, 67xxx que ddo um total de 3.3! = 18 permutacoes

c) 6825x que da um total de 1! = 1 permutacao.

Logo o numero 68275 sera precedido por 48+18+1 = 67 numeros. Logo, sua posicao sera a
de numero 68.

4- A Assembleia da Republica de Mocambique, para o ano de 2004 tem 250 deputados,

sendo 132 do Partido Frelimo e 118 da Renamo Unido Eleitoral. Quantas comissoes de sete
deputados podem ser formadas com quatro membros da Frelimo e trés da Renamo?
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Resolucao:
Quantas sdo as combinac¢des dos 132 deputados da Frelimo tomados 4 a 4, isto é: C?z.

Podemos escolher 3 da Oposicdo, entre os 118 existentes, de C3118 maneiras distintas;

C 118 C 132

portanto o numero total de comissdoes € igual a 3 X 4 , isto €,

C1% 18 _ 132! y 118! :132'131'130'129><118'117'116 _ 3225088600000 comissaes
f U7 4n28 3115 4.3.2.1 3.2.1

distintas!.

5- Quantos numeros sao impares se de 2,3,5,6,7 e 9 formamos numeros de trés digitos,
sem que sejam permitidas repeticoes?

Resposta: O lugar da direita pode ser preenchido somente de 4 maneiras, por 3,5,7,9, ja que
os numeros devem ser impares; o da esquerda pode ser preenchido de 5 maneiras, e
finalmente o do meio pode ser preenchido de 4 maneiras. Assim, existem 5.4.4=80 numeros.

6- Seja um dado viciado de modo que a probabilidade de aparecer um numero seja
proporcional ao numero dado. Encontre a probabilidade de cada ponto amostral

Resolucao: Seja P(1)=p, entao P(2)=2p; P(3)=3p; P(4)=4p; P(5)=5p; P(6)=6p, como a soma de
1 2 3 4

1
babilidade d 1, obt =—.Assim P()=—; P(2)=—; PQ@)=—; P(4) =—;
probabilidade deve ser 1, obtemos p o1 ssim P(1) 21 (2) o1 (3) o1 (4) o1
5 2
P(5)=—; P(6)==.
(0) =27 PO) =2

7- Determinar o erro da resolucao do problema: Foram atirados dois dados. Determinar a
probabilidade de que a soma dos pontos que sairam seja igual a 4 (acontecimento A).
Resolucao:

Ao todo, sdo possiveis 2 casos da prova: a soma dos pontos que sairam € igual a 4, e a soma
dos pontos que sairam nao € igual a 4. Um caso favorece o acontecimento A; o numero total
de casos € igual a dois. Logo, a probabilidade procurada é: P(A)=1/2. o erro desta resolucao
consiste em que os casos examinados nao sao igualmente provaveis.

A solucao correcta: o numero de casos igualmente provaveis é 6.6=36; entre os casos que
favorecem o acontecimento A ha apenas (1,3), (3,1), (2,2). Logo a probabilidade procurada é
P(A)=3/36=1/12.

8- Uma determinada peca é manufacturada por trés fabricas. Sabendo que a fabrica 1,
produz o dobro de pecas que 2, e 2 e 3 produziram o mesmo numero de pecas (durante um
periodo de producdo especificado). Sabe-se também que dois por cento das pecas
produzidas por 1 e por 2 sao defeituosas, enquanto quatro por cento daquelas produzidas
por 4 sao defeituosas. Todas pecas produzidas sao colocadas num deposito e depois uma
peca é extraida ao acaso. Qual é a probabilidade de que essa peca seja defeituosa?

Resolucao:

Seja:

A — peca € defeituosa Bi-a peca provém da fabrica 1 B;-a peca provém da fabrica 2
Bs-a peca provém da fabrica 3. pede-se P(A)=P(A/ B1)P(B1)+ P(A/ B2)P(B2)+ P(A/ B3)P(Bs3)
P(A/ B1)= P(A/ B2)= 0,02 P(B1)=1/2 P(B2)=(B3)=1/4 P(A/ B3)=0,04

P(A)=P(A/ B:1)P(B1)+ P(A/ B2)P(B2)+ P(A/ B3)P(B3)=0,02x1/2+0,02x1/4+0,04x1/4=0,025
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9- Uma ceramica produz manilhas com dois tipos de defeitos: pecas trincadas e pecas
tortas. A probabilidade de ocorréncia do primeiro defeito € de 0,15 e do segundo de 0,25.
Qual é a probabilidade de que 5 manilhas escolhidas ao acaso sejam todas defeituosas?

Resolucao:
A probabilidade duma manilha defeituosa é
P(A)+P(B)-P(AnB)=015+0,25-0,15%0,25 =0,3625

P(X =5) = 0,3625° = 0,00626

10- Imagine que tenha sido contratado por uma empresa de pesquisas (Sondage Lda),
sediada em Maputo, para fazer uma pesquisa em cada um dos 11 circulos eleitorais.
Pretende-se determinar o numero de caminhos distintos possiveis a usar. Quantos
caminhos serao?

Resolucdo: 111=11x10x9x8x7x6x5x4x3x2x1=39916800 caminhos distintos

11-Um investidor possui duas accdoes. Uma numa companhia de processamento de
castanha de Caju e a outra é de uma cadeia de supermercados, de forma que podemos
assumir que suas cotacdes sdo independentes. A probabilidade de que a accdo da
companhia de processamento de castanha de Caju suba no proximo ano é 0,50. A
probabilidade de que a cotacdo da cadeia de supermercados aumente em valor no proximo
ano é 0,70.

a) Qual é a probabilidade de que ambas as accoes crescam em valor no proximo ano?
Resolucao: Seja A o evento: a cotacdo da companhia de processamento de castanha de Caju
cresce no proximo ano e seja B o evento: a cotacdo da cadeia de supermercados cresce no
proximo ano.

P(A e B) = (0,50)x(0,70) = 0,35

b) Qual é a probabilidade de que ao menos uma destas ac¢cdoes aumentem em valor no
proximo ano?

Resolucao: Isto implica que tanto uma pode aumentar (sem que a outra aumente) assim
como ambas. Portanto, P(no minimo uma) = (0,50)x(0,30)+(0,50)x(0,70)+(0,70)x(0,50) =
0,85

12- Um estudo recente constatou que 60 % das maes com criancas de idades de O até 10
anos empregam-se em tempo integral. Trés maes sao seleccionadas aos acaso.
Assumiremos que as maes sao empregadas de forma independente umas das outras.

a) Qual é a probabilidade de que todas sejam empregadas em periodo integral?

Resolucao: P( todas as trés empregadas em periodo integral) = (0,60) x (0,60) x (0,60)=0,216

b) Qual é a probabilidade de que no minimo umas das maes seja empregada em periodo
integral?

Resolucao: P(no minimo uma) = 1 — P(nenhuma empregada em periodo integral) =
1 -[(0,40)x(0,40)x(0,40)] = 0,936

13- Um exame consta de 15 questdoes das quais o aluno deve resolver 10. De quantas
formas ele podera escolher as 10 questoes?
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Resolucao:
Observe que a ordem das questdoes nao muda o teste. Logo, podemos concluir que se trata
de um problema de combinacao de 15 elementos dez a dez.

Aplicando simplesmente a formula chegaremos a:
B - 15! _ 15! :15xl4><13><12><11><10! — 3003
101(15-10)! 105! 10120

14- Um Estadio tem 6 portoes de acesso (entrada). De quantas formas distintas esse estadio

pode estar aberto?
Resolucao:

Para o} primeiro portao temos duas opcoes: aberto ou fechado
Para o segundo portao temos também, duas opcodes, e assim sucessivamente. Para os seis
portoes, teremos entao, pelo Principio Fundamental da Contagem:

N=2x2x2x2x2x2-1=64-1=63
Resposta: o Estadio pode estar aberto de 63 modos possiveis.

Exercicios Propostos

1 — Com seis homens e quatro mulheres, quantas comissdoes de quatro pessoas podemos
formar?
Resposta: 210

2 — Com seis homens e quatro mulheres, quantas comissoes de cinco pessoas podemos
formar, constituidas por dois homens e trés mulheres?
Resposta: 60

3) Um coquetel é preparado com duas ou mais bebidas distintas. Se existem 7 bebidas
distintas, quantos coquetéis diferentes podem ser preparados?
Resp: 120

4) Uma familia com 5 pessoas possui um automovel de 5 lugares. Sabendo que somente 2
pessoas sabem conduzir, de quantos modos poderdo se acomodar para uma viagem?
Resp: 48

S5) Numa sala de oito técnicos do nivel superior, 3 sdo sociologos e os restantes sao das
diferentes areas. Pretende-se formar uma comissao de trés técnicos para participarem num
determinado workshop (a escolha sera feita de forma aleatoria).

Determine a probabilidade de dois serem soci6logos.

6) Num determinado grupo de jovens, apenas cinco tém tuberculose. Das pessoas que tém
tuberculose 70% reagem positivamente a um determinado teste, enquanto 20% dos que nao
tém tuberculose reagem negativamente. Uma pessoa da populacdo € escolhida ao acaso.
Qual é a probabilidade de que essa pessoa tenha reagido positivamente ao teste?
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7) Os pesquisadores estao preocupados com o declineo do nivel de cooperacao por parte dos
entrevistados em pesquisas, dado que muitas empresas de sondagem estdo a encerrar
portas por sempre estarem a publicar resultados nao fiaveis. Um pesquisador aborda 100
pessoas na faixa etaria 18-25 e constata que 73 respondem, enquanto 23 recusam
responder. Quando sao abordadas 300 pessoas na faixa etaria 25-35, 250 respondem e 50
recusam responder. Suponha que um dos 450 individuos seja escolhido aleatoriamente.
Determine a probabilidade de obter alguém na faixa etaria 18-25 ou alguém que recuse
responder.

8) Os problemas de assédio sexual tem recebido muita atencdo nos ultimos anos. Basta
ouvir entrevistas dadas pela Associacao de Secretarias ou mesmo conversando com diversas
individualidades ligadas aos recursos humanos. Numa pesquisa, 420 trabalhadores (200
dos quais homens) consideram uma simples batida no ombro como uma forma de assédio
sexual, enquanto que 580 trabalhadores (380 dos quais homens) nao consideram isso como
assédio. Escolhido aleatoriamente um dos trabalhadores pesquisados, determine a
probabilidade de obter alguém que ndo considere um simples tapa no ombro como uma
forma de assédio sexual.

9) O rendimento anual das familias de uma certa cidade pode ser expresso através de uma
variavel continua. Sabe-se que a mediana do rendimento é de 60000000,00 MT e que 40%
das familias da cidade tem um rendimento superior a 72000000,00MT.

Escolhida uma familia aleatoriamente, qual é a probabilidade desta ter um rendimento
entre 60000000,00MT e 72000000,00MT?

b) Sem mais informacao adicional, o que pode dizer sobre a probabilidade de uma
familia ter um rendimento menor que 65000000,00Mt?

10) De acordo com uma pesquisa, a Coca-cola e a Pepsi se posicionaram como nimero um
e dois, respectivamente em vendas no ano de 1996. Suponha que de um grupo de 10
individuos, seis prefiram Coca-cola e quatro prefiram a Pepsi. Uma amostra de trés
individuos € seleccionada.

Qual é a probabilidade de que exactamente dois prefiram a Coca-cola?

Qual é a probabilidade de que a maioria prefira a Pepsi?
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CAPITULO 4 VARIAVEIS ALEATORIA, FUNCOES DE DISTRIBUICAO
E DISTRIBUICOES TEORICAS DE PROBABILIDADE

Objetivos do Capitulo:

- Distinguir uma distribuicdo de probabilidade discreta da continua.

- Calcular a média, a variancia e o desvio padrdao de uma distribuicao de
probabilidade discreta.

- Definir os termos Distribuicao de Probabilidade e Variavel Aleatoria.

- Definir uma distribuicao de probabilidade discreta.

- Calcular a média, a variancia e o desvio padrao de uma distribuicao de
probabilidade discreta.

- Definir os termos Distribuicao de Probabilidade e Variavel Aleatoria.

- Descrever as caracteristicas das distribuicoes Binomial, Geométrica, Multinomial,
Hipergeométrica e de Poisson.

- Definir uma distribuicao de probabilidade continua.

- Calcular a média, a variancia e o desvio padrdao de uma distribuicao de
probabilidade continua.

- Definir os termos Distribuicao de Probabilidade e Variavel Aleatéria continua.

- Descrever as caracteristicas das distribuicoes Normal

Definicao 1: Uma variavel aleatoria (v.a.) € um conjunto de valores numeéricos que sao
associados a eventos de um experimento. Em geral as variaveis aleatorias sdo designadas
por letras maitsculas, X, Y, Z, etc e podem ser discretas ou continuas.

Definicdo 2: Uma variavel aleatoria X num espaco amostral S é uma funcao de S no
conjunto ‘Rdos numeros reais tal que a imagem inversa de cada intervalo de R seja um
evento de S (Lipschutz, 1993).

Exemplos:

1- Seja a V.A. X, o numero de sementes de milho que germinam em 100 plantios. Possiveis
valores para X sao 0,1,2,100, (discreta), pois nds contamos planta a planta, pelo que
estamos em presenca de uma Variavel Aleatéria Discreta (VAD)

2- Seja X a variavel aleatoria que indica a temperatura maxima diaria em Tete. Possiveis
valores sdo O - 45 °C, por exemplo 36.1573 (continua), pois resulta de uma medicao, pelo
que estamos em presenca de uma Variavel Aleatoria Continua (VAC).

3- Seja X a resposta a uma questao se € ou ndo Mocambicano, cuja resposta € 'Sim', 'Nao/,
'Nao Responde'. Repare que para este caso o X ndo é uma v.a (por ser ndo numérica). O
'Sim', 'Nao', 'Nao Responde' sao resultados qualitativos. Se tivéssemos que contar a
quantidade de pessoas que responderam 'Sim', 'Nao', 'Nao Responde', geraria variaveis
discretas. Repare-se para o facto de que este exemplo néo leva a variavel continua porque
as respostas dadas ndo sdo mediveis no sistema basico internacional de medidas.

4- Considere um experimento aleatério no qual uma moeda é lancada 3 vezes. Sejam X o
numero de caras, C o resultado cara e K o resultado de coroa.

O espaco amostral para este experimento sera:

S={KKK, KKC, KCK, CKK, KCC, CKC, CCK, CCC}
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Assim, os possiveis valores de X (numero de caras) serdo: X = {0, 1, 2, 3}.

Da definicdo de uma variavel aleatéria X, neste experimento, € uma variavel aleatoria
discreta. Seus valores sdo resultados de uma contagem.

Nota: A variavel aleatoria X é uma associacdo de pontos no espaco amostral com pontos na
recta dos numeros reais (0,1, 2,3). Na realidade, uma variavel aleatéria é definida através de
uma funcdo em que o dominio é o conjunto de todos os resultados possiveis do experimento
e a imagem € o conjunto de todos os valores assumidos pela variavel aleatéria. Note que a
variavel aleatoria nao é resultado do experimento, mas sim um valor associado a este.

1 FUNCAO DE DISTRIBUICAO

Exemplo: Consideremos sucessivos lancamentos dum dado. Cada vez que o dado é
lancado seis possiveis resultados podem ocorrer 1, 2, 3, 4, 5 ou 6. Isto significa que a nossa
variavel aleatéria pode tomar um dos seis resultados, em que todos possuem a mesma

1
probabilidade P(X :Xi):g. Nao ha hipdteses de que X, <1, o que significa que é um

acontecimento impossivel, logo P(X <1) =0

Consideremos uma variavel aleatéria X, um intervalo real T, = ]—oo, X] e a respectiva imagem

inversa X (T,). Com P(X<x) sendo que P(X <Xx) depende de x, a igualdade
F(x) = P(X £X) define uma funcéao real de variavel real. Essa funcéo real é designada por
Funcao de Distribuicao da variavel Aleatéria X.

Uma distribuicdo de probabilidades discreta, € uma lista dos possiveis valores da variavel
aleatoria e as probabilidades correspondentes (que tem que somar 1). As probabilidades
podem ser escritas:

P(X =x)=p, para i=12,..,ke0<p, <1 > =1

Definicao: Uma Distribuicao de Probabilidade é uma lista de todos os resultados de um
experimento e suas probabilidades associadas. De forma mais rigorosa, € uma funcao
matematica em que o dominio sdo os valores possiveis de uma variavel aleatéria e a imagem
sdo as suas probabilidades associadas.

A distribuicao de probabilidade de uma variavel aleatoria X (ntmero de caras) nas trés
jogadas de uma moeda € mostrada a seguir.
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Tabela 4.1- Distribuicao de Probabilidade

para trés lancamentos duma Moeda A
probabilidade
Numero de | Probabilidade |
Caras 58
0 1/8=0,125
1 3/8 =0,375
2 3/8 =0,375
3 1/8=0,125 /8
Total 8/8 =1 On 11 2" 3 2 Numero de caras
Fig 4.1

Caracteristicas de uma distribuicao de probabilidade
- A probabilidade de um resultado deve estar sempre situada entre O e 1.
Exemplo: P(O caras) = 0,125, P(1 cara) = 0,375, etc. no experimento de jogar 3 moedas.

- A soma das probabilidades de todos os resultados mutuamente exclusivos é sempre 1,
veja a tabela 12.1 de distribuicao de probabilidade acima.

2 VARIAVEL ALEATORIA DISCRETA (VAD)

Definicao: Uma variavel aleatoria discreta € uma variavel que pode assumir somente certos
valores claramente separados (em descontinuidade) resultantes, por exemplo, de uma
contagem de algum item.

Exemplo: Seja X o numero de caras quando uma moeda € jogada 3 vezes. Aqui os valores de
X sao 0,1,2 ou 3.

Nota: uma variavel aleatoria discreta ndo precisa necessariamente assumir apenas valores
inteiros. Poderia, por exemplo, ser uma variavel que apresentasse os seguintes valores: O,
23/7,72/25, etc. A condicao que deve ser cumprida € seus valores sejam descontinuos.

2.1 Valor Esperado (média) de uma Distribuicdo de Probabilidade Discreta
A média refere-se a localizacdo central de um conjunto de dados. Ela pode ser considerada
como um valor de “longo prazo” de uma variavel aleatoria e ¢ também chamada de valor

esperado (ou esperanca matematica), E(X).

A média de uma distribuicao de probabilidade discreta é determinada pela formula:
u=E(X)= YIXP(X)]

onde u (letra grega, miu) representa a média (ou valor esperado) e P(X) € a probabilidade
dos varios resultados de X.

2.2 Valor Esperado do Produto de Variaveis Aleatorias Independentes
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Se as variaveis aleatérias X e Y sdo independentes, entdao E[X xY]=E[X]x E[Y]
O inverso (reciproca) ndo é verdadeiro em geral: E[X xY]= E[X]xE[Y] nédo implica que X €
Y sejam independentes.

2.3 Variancia e o Desvio Padrao de uma Distribuicao de Probabilidade Discreta
A variancia mede a quantidade de dispersdao ou variabilidade de uma distribuicdo. Ela é
denotada pela letra grega o (sigma ao quadrado).

O desvio padrao é obtido através da raiz quadrada de o°.
A variancia de uma distribuicdo de probabilidade discreta é calculada através da formula:

o’ :Z[(X —1)’P(X)] O desvio padrio é: o =+/c?

Exemplo

Uma empresa especializa-se no aluguer de carros para familias que necessitam de um carro
adicional por um periodo curto de tempo. O presidente da empresa tem estudado seus
registos para as ultimas 20 semanas e apresentou os seguintes numeros de carros alugados
por semana.

Tabela 4.2- Numero de carros alugados por semana

NUmero de Carros | Semanas
alugados
10
11
12
13

N ~N O Ol

Os dados acima podem ser considerados como uma distribuicao de probabilidade?

Convertendo o nimero de carros alugados por semana numa distribuicdo de probabilidade,
teremos:

Tabela 4.2a)- Distribuicao de Probabilidades do
numero de carros alugados por semana

Ndmero de carros Probabilidade P(X)
alugados
ﬂ 0,25
o 0.30
2 035
0.10
Total 1,00

Como se pode ver, trata-se de uma distribuicdo de probabilidade, ja que todos pressupostos
sao satisfeitos.

a) Calcule o numero médio de carros alugados por semana.
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A média
u=E(X)=X[X.P(X)]=(10)x(0,25) + (11) x (0,30) + (12) x (0,35) + (13) x (0,10) =11,3
b) Calcule a variancia do numero de carros alugados por semana.
A variancia

o? =3 [(X - )2 P(X)] =(10-113)? x 0,25 + (11-11,3)? x 0,30 +... + (13-11,3)? x 0,10 = 0,91

o =+/0,9135 = 0,9558

3. DISTRIBUICOES DE PROBABILIDADE TEORICAS DISCRETAS

3.1 A Distribuicao Binomial

Exemplo

O Departamento de Estatistica do Ministério de Trabalho de Mocambique estimou que 20 %
da forca de trabalho esta desempregada. Uma amostra de 14 trabalhadores €& obtida do
municipio de Maputo. Calcule as seguintes probabilidades:

Trés trabalhadores estdo desempregados. Neste caso teremos n = 14 e p = 0,2 o que leva
comque =1-p=1-0,2=0,8

I
P(X =3)= LO,ZQ’O,SM‘3 =0,250
3114 -3)!
No minimo um dos trabalhadores da amostra esteja desempregados.
14! 0n Q14-0
P(X>1)=1-P(X=0)=1-———"-0,270,8"" = 0,956
0'(14-0)!

No maximo dois dos trabalhadores estejam desempregados.
P(X £2)=0,044 + 0,154 + 0,250 = 0,448

A Distribuicao Binomial tem as seguintes caracteristicas:

Consideremos um experimento que apresenta somente dois resultados possiveis que sao
categorias mutuamente exclusivas: sucesso e fracasso (ocorre ou nao ocorre). Referindo-se a
uma dicotomia

a) O experimento € repetido varias vezes.

b) A probabilidade de sucesso permanece constante para cada tentativa
(consequentemente, a probabilidade de falha também permanece constante).

c) As tentativas sdo independentes, significando que o resultado de uma tentativa néao
afecta o resultado de qualquer outra tentativa. Se for o caso de tirar algo de uma
urna, a independéncia € garantida por retirada com reposicao.

Para construir uma distribuicdo binomial, € assumir que:
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n é o numero de tentativas

r € o numero de sucessos observados

p € a probabilidade de sucesso em cada tentativa

q é a probabilidade de (insucesso) falha em cada tentativa, em que q=1-p

A distribuicédo de probabilidade para uma distribuicédo discreta binomial é dada por

I
P(X =r)=C/xp'xg" = — 1" —xp’
rix(n—r)!

n-r

xq

A Média e Variancia de uma Distribuiciao Binomial
A média € dada por: g =np

A variancia é dada por: o =np(l-p)

Para o exemplo anterior:
p =0,05en=6

1=np=6x0,05=0,3
o?=np(l- p)=6x0,05x0,95=0,285

3.2. Distribuicao Hipergeométrica

Exemplo:
De uma urna que contém 30 bolas diferentes apenas no tamanho das quais 254 sao azuis e
30-25 sao amarelas, tiram-se ao acaso 9 bolas. Qual é a probabilidade de obter 5 bolas
amarelas?
Aqui estamos perante uma experiéncias em que:

a) uma amostra aleatéria de n elementos é seleccionada a partir de uma populacao com

N elementos;
b) k dos N elementos da populacao sdo designados por sucessos e N-K por insucessos.

25 30-25 25! o L
Neste caso teremos: X =——x— = 265650 casos favoraveis e
5 9-5 20151 1141

9
265650
14307149

30 !
( j:%:14307149 casos possiveis, donde a respectiva probabilidade sera
0,0186.

Considere-se a populacao finita constituida por N elementos de dois tipos (ou seja com dois
atributos principais e mutuamente exclusivos). Seja M <N o numero de elementos de um
dos referidos tipos. Admita-se que, nesta populacdo se retiram sucessivamente, sem
reposicao (ou, o que é equivalente; de uma s6 vez, em blocos), m elementos. Se X
representar o numero de elementos de um dos tipos que figuram entre os n que foram
retirados da populacao, entao, X segue uma distribuicao hipergeomeétrica.
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Tomemos um caso concreto. Achemos a probabilidade de que X=m, ou seja, que entre as n
pecas extraidas, exactamente m sejam standarizadas. Empreguemos para isso uma
definicao classica de probabilidade. O nimero total de casos elementares possiveis da prova
€ igual ao nimero de maneiras com as quais se podem extrair n pecas de N, ou seja, igual

ao numero de combinagdes C, . Achemos o numero de casos favoraveis ao acontecimento
X=m (entre as n pecas extraidas ha exactamente m standarizadas); as m pecas
standarizadas podem ser extraidas das M pecas standarizadas de C;; maneiras; neste caso,
as n-m pecas restantes devem ser nao standarizadas; igualmente, pode-se extrair n-m nao

standarizadas das N-m pecas néo standarizadas de Cy |, maneiras. Consequentemente, o

. A . P N —
numero de casos favoraveis é igual a C;C\ "}, (de acordo com a regra de produto para

obtencédo de casos favoraveis).

k n—k
CM CN—M
n b
N

A probabilidade procurada para X=k casos favoraveis sera P(X =Kk)= a sua

kn
esperanca matematica ou média populacional sera u=E(X)= N’ a variancia é dada pela

formula seguinte o = n—k ﬂ N-=n
N N N -1

3.3 DistribuiCAo Multinomial ou Polinomial

Exemplo:

Uma roleta de casino é composta por 16 numeros de cor vermelha, 16 numeros de cor
preta, e 1 nimero de cor verde. Apos 10 partidas consecutivas, o vermelho saiu 7 vezes, o
preto 2 vezes, o verde 1 vez. Calcular a probabilidade desse acontecimento

Resolucao:

16
Em cada partida, a probabilidade de saida de um numero vermelho é: P(R) = B Em cada

16
partida, a probabilidade de um numero preto é P(N)= ﬁ Em cada partida, a
1
probabilidade de saida do numero verde € P(V) = 33
A probabilidade de ocorrerem 7 numeros vermelhos, 2 pretos e 1 verde € dad pela aplicacao
10!
da lei multinomial: P((7TR)~(2N)n(1V)) = ﬁ(P(R))7 x (P(N))*x(P(V))' =0,15.

A distribuicao multinomial € a generalizacdo da distribuicdo binomial. Suponha que o
espaco amostral S de um experimento E seja repartido em K eventos mutuamente
exclusivos Ai, Az, As, .., Ax com probabilidades Pi, P2, Ps, ..., Pk, respectivamente. Onde
P1+P2+Ps+..+Px=1, entdo em n ensaios repetidos, a probabilidade de que A; ocorra Ki, As
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ocorra Ky, As ocorra Ks, , € Ax ocorra Ky vezes e igual a:
I
P(X, =k, X, =K,y Xy =Ky X, =K,) = k X P x pl x ple x.x onde
Kk, xk, x kg x...xK,
kK, +k, +k; +...+k, =n E(X,)=np, Var(X)=nxp, xq;

3.4 Distribuicao Geométrica

Exemplo: Num processo de fabricacao 2% de pecas produzidas sao defeituosas. A
probabilidade de que numa amostra de X pecas nao haja nenhuma defeituosa é de 0,98X.
Se de 200 pecas nenhuma foi encontrada com defeito, qual € a probabilidade de que a peca
201? seja defeituosa?

Resolucao:
Trata-se de uma distribuicao geomeétrica.

P(X=X)=pq, p=002 =098 P(X =201)=0,02x0,98"° =0,020

Suponha-se que realizemos um experimento ¢ e que estejamos interessados apenas na
ocorréncia ou nao de algum evento A. Admita-se, tal como na distribuicdo binomial, que
realizemos ¢ repetidamente, que as repeticoes sejam independentes, e que em cada
repeticao P(A)=p e permaneca constante. Consideremos que repetimos o experimento até
que A ocorra pela primeira vez. Define-se a variavel aleatéria X como o nimero de repeticoes
necessarias para obter a primeira ocorréncia de A; assim, X toma os valores possiveis 1, 2,

. com X= k se, e somente se, as primeiras K-1 repeticoes de & derem o resultado A,

1
enquanto K-ésima repeticdo dé o resultado A, teremos: P(X =k)=q**x p EX)=u=—
p
Var(X) = iz
Exemplo:

Num processo de fabricacao, 2% de pecas produzidas sao defeituosas. A probabilidade de
que numa amostra de X pecas ndo haja nenhuma defeituosa é de 0,98X. Se de 200 pecas
nenhuma foi encontrada com defeito, qual é a probabilidade de que a peca 201* seja
defeituosa?

3.5 Distribuicao de pascal
Exemplo:
Seja uma urna coontendo uma populacdo p de bolas brancas e =1- pde bolas pretas.

Efectuam-se extraccdes com reposicao, até a obtencao de r bolas brancas.
Calcular a probabilidade de k extraccoes necessarias.
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Resolucao:
P(X =k)=C3p '’

Uma generalizacao da distribuicao geométrica € a distribuicao de Pascal. Suponhamos que
um experimento seja continuado até que particular evento A ocorra na r-ésima vez. Se
P(A)=p e q=1-p(A), em cada repeticdo, definiremos a variavel aleatéria X como segue: X é o
numero de repeticdes necessarias a fim de que A possa ocorrer exactamente r vezes. X=k se,
e somente se, A ocorrer na k-ésima repeticao e A tiver ocorrido exactamente r-1 vezes nas

k —1 repeticdes anteriores. A probabilidade deste evento é P(X =k) =C''x p"xq*", onde k

—rrel, .. E(X)=—  Var(X)=—>
q p

3.6. Distribuicao de Poisson

Exemplo:
Admitamos que o numero de defeitos de um sapato obedece a lei de poisson de parametro
A =2. Calcular a probabilidade de que nao haja nenhum defeito no sapato.

Resolucao:

O numero de defeitos X no sapato € uma variavel aleatéria que obedece uma lei de Poisson
k 0

com A=2. P(X =k)=¢™? x% X% x% ~ 0,135 aasumindo que k=0.

Seja X uma variavel aleatéria discreta, tomando seguintes valores: o, 1, ..., n, ..., se
-2 k
e x4 ) e o
P(X):T, onde k = o, 1, 2, 3, ..., n, ..., diremos que X tem uma distribuicdo de

Poisson com parametro A >0, simbolicamente X ~P (1) E(X)=4 Var(X)=41

Distribuicoes Discretas no controlo de qualidade

Iniciamos esta matéria ainda neste ponto em virtude da necessidade premente de ser tao
importante e necessario executar o control de qualidade em diversas areas de aplicacao
estatistica.

Se um lote de produto precisa de ser vendido, seria interessante verificar a sua fiabilidade
se pode ou nao ser comercializavel. E nesta perspectiva que podemos assumir que todo o
produto precisa de passar por algum control de qualidade antes de chegar aos terminais
consumidores.
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Exemplo

Um Sistema de Control de Qualidade duma companhia vendedora de leite requer que cada
manha, antes da saida dos carros a rua, se teste 10 pacotes para se ter a certeza de que o
produto esteja dentro dos patamares da empresa. Se dois ou mais pacotes de leite do total
dos tais 10, mostrarem que possuem algum problema de lactose, a amostra € retirada e
consequentemente a producao do dia é considerada perdida. A probabilidade de um pacote
defeituoso é de 0,05 e mantém-se constante.

(i) qual é a probabilidade de existirem dois 2 pacotes na amostra com problemas de lactose?
(ii)) Qual é a probabilidade do lote ser rejeitado?

Resolucao:
Seja X a V.A. = numero de defeituosos na amostra de n = 10 itens. Portanto,
X~Bin (10; 0,05)

10 ) 6
P(X =2)=| , |(005)"(0.95)" =00746
10 10
P(rejeitar o lote) = P(X 22) = Z[X ](0705)x(0,95)10_x o que é muito trabalhoso de calcular.
x=2

Mas:
P(X 22)=1-P(X <2)=1-P(X =00u X =1)

=1-[P(X =0) + P(X =1)] mutuamente exclusivos

=1- [(toj(o,osf(o,%)m + [10](0,05)1(0,95)9]

= 0,0862

Exemplo - exploracdo de petroleo

Uma companhia de exploracdo de petroleo tem um arrendamento para o qual precisa
decidir se:

(i) vende agora,

(ii) segura durante um ano e entao vende, ou

(iii) perfura agora.

O custo de perfurar é $200,000

Perfurando conduzira a um dos resultados seguintes

Tabela 4.3 Resultado de Exploracao de Petroleo

Resultado Probabilidade Receita
Poco Seco 0.5 $0
Poc¢o com pouco petréleo 0.4 $400000
Poco com jorro 0.1 $1500000

Se vende agora, a companhia pode adquirir $125000.

Se aguentar durante um ano e os precos do petroleo sobem (probabilidade =0.6) pode
vender por $300000 ou se os precos do petroleo caem (probabilidade = 0.4) pode adquirir
$100000. O que deveria fazer? A melhor decisédo é segurar durante um ano e entédo vender.
Assim esta de novo ilustrado o conceito do valor esperado de uma variavel aleatoria .

Docente: Rodrigues Zicai Fazenda  z_fazenda@yahoe.combr ocu wzfazenda@ustm.ac.mz 84-4934100 123



Manual de Estatistica Descritiva, Probabilidade e Tnferéncia Estatistica

Se a distribuicdo de probabilidade de uma variavel aleatoria X é

Tabela 4.3. a) Forma de Distribuicao de probabilidades

Valores de X X1 X Xk
Probabilidades P1 P2 ... Px

seu valor esperado €

K
E(X)=XPy+ X, Py + o+ X Py szipi
i=1

Exemplo da Perfuracao do Petréleo

Seja X a variavel aleatéria lucro financeiro, segundo tabela 13.1
= Receita — custo de perfuracao

= Receita - $200000

A distribuicao de probabilidade para X é

Tabela 4.4 Distribuicao de Probabilidades do
resultado de Exploracao de Petréleo
X -200 200 1300
P(X=x) 0.5 0.4 0.1

Portanto, o valor esperado (média) de X é
E(X) =-200x 0.5 +200x 0.4 + 1300 x 0.1 = $110K

Isto é directamente analogo a média amostral. E(X) pode ser considerada como uma
idealizacdo do teorico para, a média da amostra. E(X) é denotado frequentemente pela letra
grega 4 (pronuncia-se miu).

Algumas propriedades do valor esperado e varidncia para uma funcado de variaveis
aleatorias

SeY=aX +b onde X é uma variavel aleatéria e a e b sdo valores constantes conhecidos,
entdao, E(Y)=aEX)+b

var(Y)=a’var(X) Portanto, o, = \/ a’var(X) = \/ a’c’ =ao, e semelhantemente se

T=aX+b¥Y +conde X eY sao variaveis aleatorias e a, b e ¢c sdo constantes conhecidas,
entao,

E(T)=aE (X)+bE (Y) +c. e ValT)=a’varK)+b’ var{)+2abcovk,Y)

Em particular, se X e Y sdo independentes entdo a covariancia cov(X,Y) é zero. Portanto
Var(T) =a’var(X) +b? var(Y)- Prova: Segue das defini¢oes de E(X) e var(X).

Exemplo - Lucro previsto estimado

Uma companhia faz produtos para mercados locais e de exportaccao.

O numero de vendas do proximo ano nao pode ser predito exactamente mas estimativas
podem ser feitas como a seguir
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Tabela 4.5 Distribuicao de Probabilidades de vendas num mercado local

unidades de X,local 1,000 3,000 5,000 10,000
Probabilidade 0.1 0.3 0.4 0.2

Tabela 4.6 Distribuicdo de Probabilidades de vendas
num mercado externo

unidades Y, export. 300 500 700
Probabilidade 0.4 0.5 0.1

Consequentemente E(X) = 1000 x 0.1 + 3000 x 0.3 + 5000 x 0.4 + 10000 x 0.2

= 5000 (= esperou vendas locais)

E(Y) =300 x 0.4 + 500 x 0.5 + 700 x 0.1

= 440 (= vendas de exportacao esperadas)

A companhia lucra $2000 em cada unidade vendida no mercado local e $3500 em cada
unidade exportada.

Consequentemente o lucro total € T = 2000 X + 3500 Y. Usando a formula acima

E(T) = 2000 E(X) + 3500 E(Y)

= 2000 x 5000 + 3500 x 440

= $11,540,000 - este € o lucro estimado (previsto) durante o préximo ano.

Exemplo:

Um componente é feito cortando um pedaco de metal de comprimento X e reduzindo este
valor da quantidade Y. Ambos processos sdo um pouco imprecisos. O comprimento liquido é
entao: T=X-Y. Istopode ser escrito naforma T=aX+bYcoma=1eb=-1
assimE(T) =aE (X) + bE (Y) = 1 E(X) + (-1)E(Y) = E(X) - E(Y)

Var (T) = a? var(X) +b? var(Y) portantovar(T)=1° var(X) + (-1)* var(Y) = var(X) + var(Y)
ou seja, var(T) € maior tanto que var(X) ou var(Y),
embora T = X - Y, porque X e Y contribuem a variabilidade em T.

3.7 Variaveis Aleatorias Independentes

Lembremos que dois eventos A e B sao independentes se e somente se PIANB) = P(A)P(B),
se a probabilidade da intersecdo de A e B € o produto das probabilidades de A e de B.
Podemos relacionar variaveis aleatorias a eventos, ou seja, podemos definir eventos em
termos de valor(es) que uma variavel aleatoria assume. Por exemplo, o evento A = {a < X < b)
ocorre se X é maior do que a e menor do que b. Duas variaveis aleatorias, X e Y, sao
independentes se e somente se todo evento da forma {a < X < b} é independente de todo
evento da forma {c < Y < d}. Duas variaveis aleatorias sao independentes se conhecendo o
valor de uma nao ajuda a predizer o valor da outra.
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Exemplos: Considere a jogada de uma moeda 10 vezes.

Seja X o numero de caras nas primeiras 6 jogadas e seja Y o namero de caras nas ultimas 4
jogadas. Portanto X e Y sdo independentes. Conhecer o valor de X nao ajuda a predizer o
valor de Y e vice-versa.

Seja X o numero de caras nas primeiras 6 jogadas e seja Y o numero de caras nas Ultimas 5
jogadas. Entao X e Y sao dependentes porque, por exemplo, o evento {5 < X < 6) e o evento {-
1 <Y < 0} sado dependentes (e mutuamente exclusivos).

Seja X o numero de caras nas primeiras 6 jogadas e seja Y o numero de coroas nas
primeiras 2 jogadas. Entao X e Y sdo dependentes porque, por exemplo, o evento {5 < X < 6}
e o evento {2 <Y < 3} sao dependentes (e mutuamente exclusivos).

Que espécies de experimentos conduzem a variaveis aleatorias independentes? Somas e
médias de sequéncias que nao se sobrepoem seja de jogadas de moedas, de jogadas de
dados sao alguns exemplos. Os segundo e terceiro exemplos acima mostram porque existe a
necessidade das sequéncias serem nao sobrepostas (ou seja, ndo tenham interseccao).

Tabela 4.7- Resumo das Estatisticas e respectivas probabilidades

EMPIRICO TEOR[CO

(baseado nos dados) (MATEMATICO)

QUANTIDADE QUANTIDADE
R . f.

Frequéncia relativa I
f PROBI[X = Xxi] = pi n
_ i
X, = Yy quando n — 0

;pi =1

ESPERANCA, 1 =

| X — E(X)
c)médiax==—)> xf.
© nZ‘ H E(X) =2 pX quando N — oo
) ., VAR (X)) = ,
(d) VARIANCIA ~ §7 =Y =71 ) S° > VAR (X)
— n-1 Z(xi_x)zpi quando n—»> o
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4. VARIAVEIS ALEATORIAS CONTINUAS E DISTRIBUICOES
TEORICAS CONTINUAS

4.1 Variavel Aleatéria Continua (VAC)

Definicao: Uma variavel aleatéria continua € uma variavel que pode assumir um numero
infinitamente grande de valores (com certas limitacdes praticas).

Tomando X como sendo a variavel e F(x), como sendo a respectiva funcao de distribuicao,
entdao D = {a: P(X =a) >}= 0. Resulta entdo que F(x) ndo apresentara descontinuidade. Se

além disso existe uma funcéo néao negativa f(x) >0, tal que para qualquer numero real x se

X
verifica a relacao F(X)= J.f(m)dm , entdo dizemos que a variavel aleatéria X é continua.
Zo
Repare-se que uma variavel para ser integravel deve ser diferenciavel e para ser
diferenciavel deve ser continua.

Exemplo: (a) Peso de um estudante
(b) comprimento de um carro

O Valor Esperado (média) de uma Distribuicao de Probabilidade Continua

Tal como na Distribuicao Discreta, a média refere-se a localizacdo central de um conjunto
de dados. Ela pode ser considerada como um valor de “longo prazo” de uma variavel
aleatoria e é também chamada de valor esperado (ou esperanca matematica), E(X).

E(x) = u(x) = Txk f (x)dx

A Variancia e o Desvio Padrao de uma Distribuicdo de Probabilidade Continua

A variancia é dada por o? = I(X —u)? f(X)dx e desvio o =+0c?

Diferente de uma VAD (Variavel Aleatoria Discreta), uma variavel aleatoria continua é
definida a partir de uma funcao, dado que as variaveis continuas resultam de medicao. Por
ser continua e por ser expressa ou definida através de uma funcao, denominamos essa
funcéo por funcao densidade de probabilidade ou simplesmente densidade de probabilidade
(f.d.p.). No entanto, podemos definir o que se chama de uma func¢do densidade de
probabilidade para as variaveis aleatérias continuas. Por exemplo, suponhamos uma
distribuicao uniforme do tipo:
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f(X)

1/20

v

Fig 4.2

A f(X) é uma funcao constante cujo valor é 1/20, tal que X e [3,23]. Essa funcéao goza das
seguintes propriedades:

1) E sempre positiva ou nula. Isto €, f (X) >0, para VX
2) Integrando-a no intervalo 3< X <23 o valor desta integral definida sera igual a 1. Ou

2 2 23 3
ia, f(X)dx =|(@1/20)dx =[x/2012 = =2 - = =
seja j (X) !( Jax =[x/ 20]5" =~ —

Toda funcao que satisfizer essas duas propriedades é denominada funcao densidade de
probabilidade. Essa funcado é usada no lugar da funcao de distribuicdo de probabilidade
quando falamos de variaveis aleatérias discretas. Suponhamos que queiramos calcular a
probabilidade da variavel aleatéria continua X estar contida no intervalo 15< X <20
teremos:

2 2 20 15 5
P(I5< X <20) = [ f(X)dx =] (1/20)dx =[x/ 203 === — == =04
2 ) 20 20 20

b
Resumindo: P(a<X <b)=[f(X)dx

Média e Variancia de uma Variavel Aleatéria Continua

A média (ou valor esperado) de uma variavel aleatoria continua é dada pela expressao:

E[X]= IXf (X)dx sendo que a sua variancia é V[X]= I(X —E[X])? f(X)dx
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4.2 Variavel Aleatéria Normal

Na maior parte dos casos trabalhamos com situacdées em que as variaveis tem um
comportamento normal, mensuravel a partir de alguma medida. A maior parte dos estudos
sdo conduzidos a partir de estudos em que a respectiva populacdo tem comportamento
normal. Por isso tomamos uma especial atencao para este tipo de distribuicdo por ser a
mais usada nos estudos que necessitem de analises estatisticas minuciosas. Por isso, a
distribuicao normal :

E a mais importante (e mais utilizada na pratica) porque muitas variaveis da natureza
comportam-se normalmente. Exemplo, peso dum adulto (sdo poucos com peso muito baixo,
poucos com peso exagerado, etc.)

Tem uma funcao densidade de probabilidade (chamada de curva normal) que apresenta a
forma de um sino e é unimodal no centro da distribuicao, onde também se localizam a
meédia e mediana.

Tem a mediada coincidente com a moda e média, garante que metade da area sob a curva
esteja acima do ponto central e a outra metade abaixo dele.

E simétrica em relaccdo a sua média e assintoptica, aproximando-se cada vez mais do eixo
X mas nunca o toca.

Caracteristicas de uma Funcao Densidade de Probabilidade Normal (Distribuicdo Normal)
Para distribuicoes normais pode existir casos em que haja diferenca de variancias, mas com
igual média, havendo dois graficos em que uma € mesocurtica e outra platicurtica (veja nas
medidas de curtose). Na realidade distribuicdo normal € um nome que define uma familia de
infinitas distribuicées normais particulares, cada uma com os seus valores especificos de
meédia e desvio padrao. O que caracteriza, portanto, e diferencia uma distribuicado normal de
outra sao os valores destes dois parametros: a sua média e a variancia. A funcao densidade
1 e
de probabilidade de uma variavel aleatéria normal é dada por: f(X)=——e %
210°
Repare que a funcido densidade mostra exactamente que a média e varidncia continuam a
ser os Unicos que podem diferenciar duas distribuicoes normais.

~(X-u)?
1 e 20'2
N 27o?
+00 +00 1 (X */1)2

e V[X]= j(x —E[X])? f(X)dx = j(x — p)? e 2°° dx=o?, respectivamente.

e S N27o?

A sua média e variancia sdo dadas por E[X]= ij (X)dx = JX dx = u

4.3 Distribuicao Normal Padrao

Repare-se que a todo o momento que fosse necessario calcular a probabilidade seria
necessario integrar a funcdo densidade. O calculo do integral requer métodos mais
complexos, dai o uso da forma padronizada. O padrao criado € nas condicdoes em que a
média é zero e a variancia 1, representado por Z ~N(0,1), que se 1é: Z segue uma

distribuicao normal com média O e variancia 1.
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Se X € uma variavel aleatéoria normal com média u diferente de zero e desvio padrao o
diferente de 1 podemos “converter” essa distribuicdo em uma distribuicdo normal padrao

através da transformacao linear: Z = , repare que se média € zero e desvio 1, teremos

o

zz¥@zzx.

Exemplo: Os salarios mensais de licenciados, no aparelho do estado em Mocambique sao
em média $300 com um desvio padrao de $83. Foi entrevistado um professor que falou do
seu salario de cerca de $260. Qual é o valor de Z

X —u  260-300
o2 83

Para X =260 = Z = =-0,48

Um valor de Z = -0,48 indica que o valor de $260 esta localizado 0,48 desvio padrao a
esquerda da média de $300.
Areas a esquerda da Curva Normal (Controle de qualidade)
Para uma variavel normalmente distribuida, observa-se que:
1) Cerca de 68 % da area sob a curva normal esta entre menos um e mais um desvio

padrao da média (u *+1o)

2) Cerca de 95 % da area sob a curva normal esta entre menos dois e mais dois desvios
padroes da média (u*20)

3) Praticamente toda (99,74 %) a area sob a curva normal esta entre menos trés e mais
trés desvios padroes da média (u +30)

Exemplo:

O uso diario de agua por pessoa numa determinada cidade € normalmente distribuido com
meédia uigual a 20 litros e desvio padrao oigual a 5 litros. Entre que valores caem cerca de

68 % das pessoas que fazem uso da agua?

u £1o0=20+1(5) . Ou seja, cerca de 68 % das pessoas usam de 15 a 25 litros de agua por
dia.
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Figura 4.3 A

3 Figura 4.3 B

Similarmente, para 95 % e 99 %, os intervalos serdao de 10 a 30 litros e 5 a 35 litros.

Qual é a probabilidade de que uma pessoa seleccionada ao acaso use menos do que 20
litros por dia ?

X—y<20—20
o 5

#(0) =0,5. Repare que o valor de ¢(0) é um valor tabelado, na tabela da distribuicdo normal

O valor de Z é Z = (20 — 20) / 5 = 0. Portanto P(X < 20) = P( )=P(Z < 0) =

reduzida.

Teorema do Limite Central

Para uma Populacdo com média u# e uma variancia ¢, a distribuicdo amostral das médias
das possiveis amostras de tamanho n, geradas a partir da Populacado, sera normalmente
distribuida — com a média da distribuicdo amostral igual u e variancia igual o°/n -
assumindo que o tamanho amostral é suficientemente grande, ou seja, n > 30.

Noutras palavras, se a Populacdo tem qualquer distribuicdo ndo precisa ser
. L oqe .  a .. 2 ~ . . .~

necessariamente normal com média igual a x e variancia igual a o° , entdo a distribuicao

amostral dos valores médios amostrais € normalmente distribuida com a média das médias
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(M) igual a média da Populacdao e o erro padrao das médias amostrais igual a

O x
O ¢+ = —— , desde que n>30.
X /_n q

Note que o erro padrao das médias amostrais mostra quao proximo da média da Populacao
a média amostral tende a ser. Se ¢ nao é conhecido e n > 30 (considerada uma amostra
grande), o desvio padrao da amostra, designado por s, € usado para aproximar o desvio
padrao da Populacao, O . A formula para o erro padrao torna-se:

=— onde S=

Exercicios Resolvidos

1- Alguns casais preferem ter filhos do sexo femenino, porque as maes sao portadoras de
um distarbio recessivo que € herdado por 50 % dos filhos, mas por nenhuma das filhas. O
método Ericsson se seleccao de sexo tem uma taxa admitida de 75% de sucesso. Suponha
que 100 casais utilizam o método Ericsson com o resultado de que, dentre 100 recém
nascidos, ha 75 meninas.

a) Supondo que o método Ericsson nao produza efeito e admitindo que menino e menina
sejam igualmente provaveis, determine a média e o desvio padrao do numero de meninas
num grupo de 100 criancas.

Resolucao:

X-numero de meninas em 100 nascimentos
Supondo que o método nao produza efeito e que as meninas e meninos sejam igualmente

provaveis, tendo N=100; p=05 q=05=u=np=50 o=,/npq=>5

Resposta: Para grupos de 100 casais com um filho cada, o nimero médio de meninas é 50
com um desvio de 5.

b) Interprete os resultados de a) para determinar se o resultado de 75 meninas em 100
bebés confirma a alegacao de eficiéncia do método.

Resolucao:

minimo~ X —20 =50-2x5=40 maximo~ X + 20 =50+ 2x5=60. Neste caso os resultados

tipicos estao entre 40 e 60.

Resposta: 75 meninas nao parece um resultado devido unicamente ao acaso ou

. X —u _ 75—-50
(o}

meétodo Ericsson € eficiente.

=5, logo o resultado de 75 meninas nao é usual. Pode-se concluir que o
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2- As maternidades do hospital Central A e do Hospital B, estao interessadas em controlar o
absentismo ao servico das senhoras gravidas. Abriu-se um ficheiro que continha varios
dados referentes a dias de abstencdo ao servico para consultas com o ginecologista, o que
produziu os dados constantes nas tabelas abaixo.

Hospital A Hospital B
2528637042 |33]46 |79 ]85 15118 143|192 |74 |73 |61 |63 |84
14 |89 |98 |56 | 75|28 |56 |48 |91 75|76 |94 |82 |76 |84 |83 |91 |87
8576428193 ]45|41 86|98 87 |79 |78 |96 |94 |92 |83 |84 | 54

7819584205340 |80[60|70 56 |58 |59 |52 |57 |53 |55 [ 84 |61
75143 |51 |61 8172|9483 |54 60 |63 |68 |69 |62 |67 |64 85|71

86| 75|43 |61 68|59 |72[47 |41 73 |74 |77 |76 |84 |79 |81 | 80 | 82
78 45|76 84 |73 |51 4892 |85 91 |90 |80 |70 |75 |76 84 |73 |94
76 |87 192143 |57 |86 |75[84 |91 84 |71 |84 |71 |24 |28 |27 |39 |37
731841914286 |75]10[14 |11 29 |34 |81 |46 |48 |47 [45 141 |90

Para as alineas c) e d) devia-se calcular antes, as seguintes medidas:

Hospital

A B

N 81 81
2% 5228 5527
v \2
DX =X)" 4077210 3123854

U 64.54 68.23
o’ 534.65 390.48
o 23.12 19.76

a) Retire das duas populacdoes amostras aleatérias de tamanho 14, usando a tabela de
numeros aleatorios.

Resolucao:
Hospital A: 92; 45; 86; 25; 75; 73; 28; 89; 98; 84; 84; 91; 86; 86.
Hospital B: 84; 92; 28; 15; 47; 75; 84; 76; 94; 70; 34; 81; 73; 84.

Diga qual é o hospital com maior variancia em faltas?
Resposta: E o hospital B.
(X; = X) 740343 D (X, =X) 832093
Siy = Z : = ~— =569,49 S? = : = — = 640,07
HCM n _l 13 MACAMO n _1 13
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b) Determine a média de cada amostra

Resolucao:

_ X, _ X

XA=Z I=%=74,4 XB=Z I:93—7=66,9
n 14 n 14

c) Qual é a probabilidade de que uma senhora escolhida ao acaso tenha faltado mais de 61
dias relativamente aos dados do B

Resolucao:
P(X >61) = P(Z > 272 _p(z » 81-68.23
o

= P(Z > -0,366) = 0(0,366) = 0,6428
19,76 ) =P )=0(0:359)

d) Qual € a probabilidade de que o numero de faltas esteja ente 25 e 50 para uma doente do
Hospital A
Resposta:

P(25< X <50) = p(22—0454 , 50-6454
2312 2312

= 0(1,71) - 0(0,629) = 0,9564 — 0,7353 = 0,2211

)=P(-171<Z < -0,629) = 0(-0,629) - 0(-1,71)

Exercicios Propostos

1- Dada a distribuicdo binomial na forma b(r,n,p), encontre (i) b(l; 5,%), (ii) b(Z; 7,%}

) 1 -
(iii) b[Z, 4, 4). 2

2- Trés cartas sdo selecionadas, com reposicdo, de um baralho comum de 52 cartas.
Encontre a probalidade de (i) duas copas serem retiradas, (ii) trés serem retiradas, (iii) pelo
menos uma copa ser retirada. **

3- A média de rebatidas de um jogador de beisebol & de 0,300. Se ele bate 4 vezes, qual € a
probabilidade dele obter (i) dois acertos, (ii) pelo menos um acerto? **

4- Uma caixa contém 3 bolas vermelhas e 2 branca. Trés bolas sdo retiradas, com
reposicao, da caixa. Encontre a probabilida de de (i) 1 bola vermelha ser retirada, (ii) 2 bolas
vermelhas serem retiradas, (iii) pelo menos uma bola vermelha ser retirada. **

2
5- A equipa A tem T de probabilidade de vitoria sempre que joga. Se disputa 4 partidas,

encontre a probabilidade de vencer (i) 2 partidas, (ii) pelo menos uma partida, (iii) mais que
a metade das partidas. **

2 Os exercicios com ** foram retirados do Seymour, L. (1993). Probabilidade.
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6- Uma carta retirada e recolocada em um baralho comum. Quantas vezes devemos repitir

1
esse procedimento, de modo que (i) a probabilidade de retirar uma copa maior que 2 (i) a

probabilidade de retirar uma copa seja maior que Z? ok

1
7- A probabilidade de um homem acertar o alvo é § (i) Se ele atira 5 vezes, qual é a

probabilidade de acertar o alvo pelo menos duas vezes? (ii) Quantas vezes deve ele atirar?,
de modo que a probabilidade de acertar , ao menos uma vez, seja maior de 90%? **

8- O departamento de Matematica tem 8 professores graduados ocupando o mesmo
gabinete. Cada um tanto estuda em casa como no gabinete. Quantas escrivaninhas deve
haver no gabinete, de modo que cada um tenha pelo menos 90% do tempo? **

9- Dos parafusos produzidos por uma fabrica, 2% sao defeituosos. Em um depésito de
3.600 parafusos de fabrica, encontre o n°® esperado de parafusos com defeitos e desvio-

padrao. **

10- Um dado néo-viciado é atirado 1.620 vezes. Encontre o numero esperado de vezes em
que o numero 6 ocorre e o desvio-padrao. wx

11- Seja X uma variavel aleatéria com a distribuicdo binoinal com E(X)=2 e Var (X)=

w| s

Encontre a distribuicao de X. *

12- Considere a distribuicao binominal P(K) = b(K; n, p). Mostre que: **
0 P(K)  b(K:n,p) _(n—K+1)p
P(K-1 b(K-ZLn,p) Kq

P(K)) P(K-1) paraK {((n+1)p e
P(K)(P(K-1) paraK) (n+1)p

13- Admita-se que o atraso nas chegadas a estacado de uma cidade dos comboios directos
provenientes de outra segue uma distribuicao normal T(0,12). Calcular a probabilidade de
ocorrer um atraso compreendido entre os 5 e os 1o minutos. Determine o valor esperado e a
variancia da variavel atraso na chegada.

14- A funcdo densidade de probabilidade da variavel X, que representa o tempo de
funcionamento sem avarias, expresso em dias, de um determinado equipamento tem o
parametro igual a 0,5. Calcule a probabilidade de o equipamento funcionar sem avarias
durante um periodo compreendido entre 1 e 3 dias. Determine o valor esperado e a
variancia.

15- A variacao relativa diaria da cotacdo de fecho de um determinado fundo

transacionado numa bolsa de valores pode ser razoavelmente aproximada por uma
distribuicdo normal com valor esperado de 0,2% e desvio padrao 1,6%. Pretende-se calcular:
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a) A probabilidade de a proxima variacao do preco de fecho ultrapassar 1%.
b) Aprobabilidade de a proxima variacdo do preco de preco de fecho se situar entre 1% e
1,16%.

16- tempo de funcionamento sem avarias de uma determinada maquina de producéao
continua segue uma lei exponencial negativa com valor esperado igual a 4.5 horas. Imagine
a maquina a ser colocada em funcionamento no instante t=o horas.

a) Qual é a probabilidade de ndo ocorrer qualquer avaria antes do instante t=6 horas?

b) Admitindo que a maquina se encontrava ainda em funcionamento no instante t=4 horas,
qual a probabilidade de nao ocorrer qualquer avaria antes do instante t=6 horas?

c) Qual e a probabilidade de se verificarem duas avarias durante as primeiras 6 horas de
funcionamento da maquina?

17- A altura dos cidadaos adultos de um determinado pais segue uma distribuicao
normal com valor esperado igual a 1,70 m e com desvio padrao igual a 0,05m.
a) Qual é a probabilidade da altura de um cidadao ser de 1,80 m?
b) Qual é a probabilidade de a altura de um cidadao ultrapassar 1,80 m?
Sabe-se que um determinado cidadao tem uma altura superior a 1,75m. Qual é a
probabilidade de ter uma altura superior a 1,80 m?

18- As duracdes da gravidez tém distribuicdo normal com meédia de 268 dias de desvio
padrao de 15 dias.

a) Selecciona-se aleatoriamente uma mulher gravida; determine a probabilidade de que a
duracao da gravidez nao seja inferior a 265 dias e inferior a média

b) Se 25 mulheres escolhidas aleatoriamente sdo submetidas a uma dieta especial a partir
do dia em se engravidam, determine a probabilidade dos prazos de duracdo da sua gravidez
terem meédia nao inferior a 265 dias e inferior a média (admitindo que a dieta nao produz
algum efeito).

19- A admissao a uma empresa de seguranca privada € limit ada a mulheres e homens. A
exigénia da altura minima para as mulheres é de 1,70ms. Asalturas das mulheres tem
meédia de 1,63m e desvio pdrao de 0,25m. Ache o valor de Z, correpondente a uma mulher
com altura de 1,70m e determine se se trata de uma altura fora do comum

20- Em determinada empresa a utilizacao da matéria prima F € uma variavel aleatoria com
distribuicdo normal de parametros p = 600 kg e 0 = 40 kg. No inicio de determinada
semana, a empresa tem em stock 634 kg de matéria prima, ndo sendo viavel no decurso
dessa semana realizar mais aprovisionamentos.

Determine a probabilidade de ruptura de stock da matéria prima.

Qual deveria ser o stock de modo a que fosse de 0,01 a probabilidade de ruptura ?

21- O rendimento anual das familias de uma certa cidade pode ser expresso através de uma
variavel continua. Sabe-se que a mediana do rendimento é de 60.000.000,00 MT e que 40%
das familias da cidade tem um rendimento superior a 72.000.000,00MT.

Escolhida uma familia aleatoriamente, qual é a probabilidade desta ter um rendimento
entre 60.000.000,00Mt e 72.000.000,00Mt?
Sem mais informacao adicional, o que pode dizer sobre a probabilidade de uma

familia ter um rendimento menor que 65000000,00Mt?

136Decente: Rodrigues Zicai Fazenda  z_fazenda@yahoe.com.bn cu wzfazenda@ustm.ac.mz 84-4934100



Manual de Estatistica Descritiva, Probabilidade e Tnferéncia Estatistica

22- Suponha que o tempo que um operador leva para executar uma certa actividade seja
normalmente distribuido, com o tempo médio de 12 minutos e desvio de padrao de 1,5
minutos. Se o operador esta realizando esta actividade repetidamente, qual é probabilidade
de que, em certo momento, ele leve entre 9 e 15 minutos para executar uma operacao deste
tipo? ***

23- Suponha que uma fabrica tenha estabelecido que a vida média dos pneus para

automoveis, de sua fabricacdo, € de 35.000 Km rodados, com um desvio padrdao de 3.000

Km. Suponha ainda que o tempo de duracdo dos pneus seja uma variavel aleatoria

normalmente distribuida. ***

Se a fabrica fornecer uma garantia de 30.000 Km, em condi¢cdes normais de uso do
veiculo, qual a probabilidade de que um pneu vendido tenha de ser substituido?

Nas condicoes do item (a), qual a percentagem de pneus que terdo de ser substituidos?

Qual quilometragem a fabrica deve oferecer como garantia, para que nenhum pneu
vendido tenha de ser substituido?

A fabrica esta preocupada em melhorar a qualidade dos pneus e, para isso, esta sendo
estudada a possibilidade de se aumentar a duracao média dos pneus. Desta forma, qual
deveria ser a duracao média para que, com uma garantia de 30.000 Km, somente 1%
dos pneus vendidos tenham de ser trocados?

24- Um fabricante de refrigerantes vende um dos seus produtos engarrafados em
vasilhames de 1 litro. Para engarrafar este produto € utilizado uma maquina, que,
calibrada, permite obter o volume desejado, segundo uma normal, com um desvio de 30 ml
*%k*3
Se o orgao fiscalizador do governo (OFG) faz a exigéncia de que nao mais de 8% de
garrafas tenham um volume menor do que o nominal, em quanto deve ser regulada a
maquina para que o fabricante nao seja autuado?
b) Se a maquina for calibrada para colocar 1.035 ml de liquido no vasilhame, qual a
porcentagem de vasilhames que nao estarao atendendo as especificacoes do OFG?
c) Para qual valor deve ser ajustada a precisao da maquina, para que, estando calibrada
em 1.350 ml, as especificacaoes do OFG seja atendidas?

25- Uma amostra aleatoria de 10 pacotes de café foi selecionada do estoque de um grande
supermercado. Observou-se os seguintes pesos (em g): 497,5; 499,2; 500,3; 491,8; 502,7;
493,9; 497,4; 509,8; 503,2. Encontre estimativas para o peso médio e a variancia.
Considerando o peso dos pacotes como uma variavel normalmente distribuida, obtenha
também intervalos com 95% de confianca para os mesmos parametros estimados. ***

26- Foram observados os tempos de duracao do intervalo para o “cafezinho”, para uma
amostra de 20 empregados de uma empresa, obtendo-se os seguintes resultados, em
minutos: ***

15,79 15,75 18,11 14,54 10,06 17,32 18,52 16,11 13,59 18,63 16,27 13,75 15,16 14,75
13,03 18,47 12,14 14,67 16,52 12,47

Encontre a média e a variabilidade estimadas do tempo de duracdo do intervalo para o
“cafezinho” dos funcionarios da empresa. Encontr, ainda, intervalos de 90% de confianca
para a média e a variancia, supondo a variavel tempo distribuida segundo uma Norma.

% Todos exercicios com *** foram retirados do livro: Exercicios retirados do Reginaldo, C., at al (1999).
Analise de Modelos de Regressdo Linear. pp. 22-23
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27- Suponha que a pressdo sanguinea sistolica seja uma variavel distribuida segundo uma
norma. Foi observada a pressdo de um grupo 16 pacientes de uma clinica, obtendo-se os
seguintes resultados, em mm de Hg: ***

121,3 118,8 127,9 132,5 146,3 110,7 152,3 126,7

120,9 110,8 142,3 135,7 140,8 137,6 128,3 113,9

Estime e encontre um intervalo de 99,5% de confianca para a pressd sistélica média dos
pacientes desta clinica.

28- Para o estudo do consumo médio de combustivel para uma determinada marca de
automovel, foi observado o consumo de uma amostra de 20 destes veiculos, obtendo-se uma
meédia de 16,7 KM/1 e um desvio padrao de 2,3Km/l. Construa um intervalo de 95% de
confianca para o consumo médio de combustivel, para este tipo de veiculo. Suponha o
consumo de combustivel aproximadamente normal. ***

29- Seja ¢ a distribuicao normal padrao **

Encontre ¢ (%}, ¢(%j e ¢(— %)

Encontre 7 de modo que a) ¢(r)= 0,100, b)¢(z)=0,2500, c)(z)=0,4500.

30- Seja X uma variavel aleatoria com distribuicao normal padrao ¢. **4
Encontre

(1)

P(-0,81< X <113),

(ii) P(0,53 < X < 2,03),

_ P(X <0,73),
(i)

) 1
(iv) P(|X| < ZJ

* Exercicios com ** foram retirados do Seymour, L. (1993). Probabilidade.
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CAPITULO 5 INFERENCIA ESTATISTICA

Objectivos do Capitulo:

- Explicar as razdes da necessidade de recolha de amostras para diversos estudos
(antropologicos, sociais, economicos, politicos, etc).

- Indicar as principais técnicas a usar para recolha duma amostra.

- Diferenciar amostragem probabilistica de amostragem nao probabilistica.

- Saber retirar amostras para realizar inferéncias estatisticas.

- Definir estimador e estimativa.

- Descrever a estimacao por ponto e por intervalo.

- Descrever intervalo de confianca da média, variancia, proporcido e desvio padriao de
uma amostragem.

- Definir hipoteses e Testes de Hipoteses.

- Descrever os 5 passos do procedimento de Teste de Hipoteses.

- Distinguir entre Teste de Hipoteses Unicaudal e Bicaudal.

- Realizar um teste para a meédia populacional e dar exemplo para proporcoes e
variancias.

- Realizar um teste para a diferenca entre duas médias ou proporc¢oes populacionais.

- Descrever os erros estatisticos associados aos testes de hipoteses.

1. SONDAGEM E TECNICAS DE AMOSTRAGEM

1.1 Introducao

Na perspectiva etimologica, sondagem tem origem na palavra francesa sondage, (Costa e
Melo, 1976), que surgiu provavelmente no séc. XIV para expressar o acto de, com recurso a
uma sonda, investigar a profundidade da agua e a natureza do fundo de um rio ou mar. No
séc. XIX, Balzac utiliza-o para expressar a ideia de uma pesquisa ou investigacao rapida
(Droesbeke et al., 1987). A associacao do termo sondagem ao dominio maritimo ainda hoje
permanece, mas coexiste ja com a aplicacdo a outras areas, como sejam a geologia, a
medicina ou a estatistica. A lingua portuguesa nao apresenta distincdo vocabular para os
diversos dominios, mas por exemplo a lingua inglesa diferencia todas estas formas de
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sondagem. Sounding, boring, probing, designam respectivamente a sondagem maritima, a
geologica e a médica (Hornby, 1980). No dominio estatistico diferencia a sondagem de
opinido — poll- dos outros tipos de sondagem que designam de survey sampling.

Em geral, quando se pretende fazer o estudo de wuma populacdo com muitos
individuos/caracteristicas somos obrigados a retirar uma amostra. A preferéncia na
amostra € importante devido a varios constrangimentos operacionais, econémicos,
temporais, demograficos, politicos e/ou historicos.

Quando nos propomos a obter uma amostra porque a populacao tem um tamanho grandeS
devemos elaborar um inquérito/entrevista®, a primeira questdo a colocar, depois de
definido o problema e equacionadas as hipoteses é "a quem questionar?". Esta questao
remete-nos a duas etapas seguintes:

a. Qual é a populacao que € objecto de estudo?

b. Como escolher, nessa populacdo, as unidades a questionar efectivamente, dado que, na
maior parte dos casos, se exclui a hipétese, de as interrogar todas juntas?

Como a primeira questdo nao € sempre explicitada (por exemplo o conjunto de bovinos
numa provincia), entdo, centramo-nos na segunda, que cobre os problemas dos métodos de
amostragem e da dimensao da amostra, tendo em vista o melhoramento do questionario
e/ou diminuir-lhe os custos, escolhendo de forma adequada as populacdes a tomar em
consideracao.

A falta de coeréncia nas sondagens de opinido (resultantes de erros na previsao de vitorias
em casos de eleicoes), ensinou ao grande publico que € possivel obter uma informacao digna
de confianca, sobre uma populacdo de varias dezenas de milhdes, interrogando apenas
alguns milhares. Para tal, o recurso as técnicas de amostragem nao € exclusivo das
sondagens de opinido. Podem ser utilizadas nos mais variados fins, como por exemplo um
determinado nivel de ensino analisar uma amostra representativa das milhares de
classificacoes ao longo de um determinado ano lectivo, para obter informacodes relativas a
totalidade das classificacdes. Como populacao podemos entender como sendo conjunto de
pessoas, objectos, coisas, animais de qualquer natureza, que tenham uma determinada
caracteristica em comum. Assim, também definimos técnica de pesquisa por amostragem
em interrogar um subconjunto da totalidade da populacao que interessa aos objectivos do
questionario (o inverso seria chamado recenseamento, ou censo).

Esse subconjunto populacional (a amostra), devera apresentar as caracteristicas da
totalidade da populacado para que, depois de retiradas as conclusdes sobre a amostra, seja
valido alarga-las a toda a populacdo (processo designado de inferéncia), sendo a
amostragem a parte da estatistica que estuda os processos de seleccao de amostra.

Porqué recolher amostra numa Populacao?

a) Natureza destrutiva de certos testes.

Exemplo: Imagine que pretenda ter a certeza de que os palitos de féosforo que uma fabrica
produz acendem ou nao, nao sera necessario experimentar todos palitos fabricados para a
venda, sob pena de nao ter algum no armazém para venda.

® Refere-se a0 nlimero de habitantes dum pais, da populag&o bovina dum pais, de estudantes dum nivel de ensino, de
doentes contaminados pelo HIV, etc
® Vamos usar o termo questionério por uma quest&o de simplificagio na linguagem
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b) A impossibilidade fisica de obter todos os itens na Populacao

Exemplos: Se pretender estudar a razdo das pessoas gostarem de bebida tradicional, seria
dificil entrevistar toda a populacdo do pais por motivos de falta de acessibilidades,
problemas de conflito armado ou porque uma parte dos nacionais emigraram do pais.

c) O custo de estudar todos os itens numa Populacao é frequentemente proibitivo

Exemplo: Para o caso de Mocambique, se quiséssemos inquirir a quem as pessoas votariam
em eleicoes presidenciais se as eleicoes ocorressem naquela semana, precisariamos de
muito dinheiro para comprar muitos carros a traccao de modo que se conseguisse cobrir
todo o pais.

d) Muitas vezes as estimativas baseadas numa amostra sao mais precisas do que os
resultados obtidos através de um levantamento censitario.

Exemplo: Ao se realizar o recenseamento geral da populacdo podem nalguns casos certos
pais mentirem que nao tem filhos ou diminuir o nimero de filhos por varias situacoes. Para
o caso de Mocambique as vezes os pais podem pensar que talvez queira-se saber o nimero
de filhos para os levar ao servico militar obrigatorio que seria penoso para aquela familia,
dependendo dos seus valores sociais.

e) Tempo elevado para apurar resultados em censos.

Exemplo: Em Mocambique os resultados do censo geral da populacdo levaram mais de um
ano para serem divulgados, o que as vezes faz com que diversas politicas falhem por se
trabalhar com previsoes cesgadas.

Razoes de uso da técnica de Amostragem:

1- A populacao é infinita - quando a populacao é grande, como é o caso dos infectados
pelo virus de HIV, para fins praticos, podemos admitir como infinita, em virtude do nimero
de infectados no mundo subir de minuto a minuto;

2- Economia - uma amostra € menos dispendiosa, pois observam-se menos unidades;

3- Rapidez - como se constata facilmente. Geralmente para se garantir que o estudo seja
fiavel, deve levar pouco tempo;

4- Maior precisao — ¢ possivel examinar uma amostra com mais cuidado do que a
populacao;

5- Problemas de acessos - casos de dificuldades de acesso porque a rede viaria (vias de
acesso) nao esta em condicoes, as populacoes estdo em zonas de dificil acesso;

6- Instabilidade Politica — referindo-se a guerras, tumultos e outros;

7- Problemas Demograficos — Algumas zonas com maior extencdo territorial podem
apresentar pouca densidade populacional, etc.

Docente: Rodrigues Zicai Fazenda  z_fazenda@yahoe.combr ocu wzfazenda@ustm.ac.mz 84-4934100 141



Manual de Estatistica Descritiva, Probabilidade e Tnferéncia Estatistica

8- Outra razao para recorrer a amostras € que, por vezes, 0S outros processos que
manipulam a populacao sao destrutivos. Imagine-se que um fabricante de fésforo
pretenda estudar se a concentracao do fosforo no palito em contacto com a caixa acende ou
nado. Para isso, € conveniente utilizar utilizar apenas uma amostra de fosforo.

1.2 A Técnica da Amostragem

Como foi referido atras, na impossibilidade de questionar toda a populacéo, deve-se recorrer
a amostra. Efectivamente pelo facto desta ser demasiado grande ou infinita, a maior parte
das vezes torna-se dificil ou mesmo inviavel recolher as opinides da totalidade da populacao
a inquirir. Assim teremos de usar um processo que nos permite tirar conclusoes validas,
auscultando apenas uma parte ou um subgrupo do universo. A esta técnica, que consiste
em questionar um subconjunto, considerando as suas opinides representativas de todo o
universo, é costume chamar-se técnica de amostragem. Ao subconjunto questionado, tirado
do universo, designamos por amostra ou parte representativa do universo conceptual
(populacao a estudar).

Fixada a populacao em estudo, a operacdo seguinte a levar a cabo é a da recolha da
amostra. O problema que se pdem nesta operacédo é o da sua representatividade e o critério
a usar para a sua obtencao, que se traduz no facto da estrutura da amostra coincidir com a
estrutura da populacdo. Atente-se para o facto de que a maior amostra € a proépria
populacao. Aconselha-se que se deva evitar ter mais dados na amostra que se aproxime ao
tamanho da populacao A validade da generalizacao das conclusoées tiradas, depende dessa
correspondéncia estrutural. Na posse da amostra, a operacdo seguinte, consiste na recolha
da informacdo que vai ser tratada, de forma a poderem ser tiradas as respectivas
conclusoes, resultantes do calculo dos estimadores (medidas estatisticas da amostra).

As conclusbes a que o encarregado por estudar a amostra chega, apenas, e por enquanto,
sdo validas para a amostra. De seguida tera de proceder a sua generalizacdo a populacao,
em linguagem técnica, este processo de generalizar denomina-se inferéncia ou diz-se que se
esta a inferir.

Quando se fazem inferéncias, cometem-se, em geral, dois tipos de erros que podem de certa
forma afectar os resultados:

1- Erros de observacao - resultantes, por exemplo, da auséncia ou imprecisdo das
respostas a certas questoes. Imagine casos em que o inquirido nao responde enquanto
queriamos que a pergunta fosse respondida, o outro caso € do inquirido mentir.

2- Erros de amostragem (ou aleatérios) — que sao devidos ao facto de se extrapolar os
dados da amostra para o universo, ja que é pouco provavel que um parametro da amostra
seja igual ao seu equivalente da populacao.

Num recenseamento (ou censo), ndo existem erros aleatérios, mas existem os erros de
observacao.
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1.3 Fases para construcao de uma Amostra

Existem trés fases fundamentais para construcdo duma amostra. Eis a descricao de cada
fase a seguir:

a) Determinar o tipo de amostragem que o inquérito requer mediante a extensao e
conhecimento da populacao, territorio do inquérito, acessibilidades, duracao, custos...;

b) Calcular ou determinar o tamanho da amostra, tomando em consideracado as
principais caracteristicas da populacdo que constitui a unidade de analise. Algumas
Técnicas de amostragem, que sera tratado ainda neste capitulo, ajuda a partir do tamanho
da amostra, determinar quanto a tirar por estrato;

c) Construir a amostra (através da listagem de pessoas ou dos elementos da populacao a
interrogar, procurando recolher as suas informacdes de forma mais precisa...).

1.4 Amostra Representativa

Uma amostra para que seja considerada num estudo sério, fiavel e de responsabilidade,
deve ser uma amostra representativa. Afinal de contas o que € uma amostra representativa?
Uma populacdo apresenta um certo numero de caracteristicas. O que interessa ao
inquiridor/entrevistador &€ obter uma fraccdo desta populacdo na qual alguma das
caracteristicas estaria distribuida do mesmo modo que na populacédo, ou aproximadamente.
Que caracteristicas? Aquelas que tém uma relacdo directa com o questionario que vamos
realizar. Um estudo sobre as opinides de professores numa escola nao tem, evidentemente,
nada a ver com a cor dos cabelos, ao passo que um estudo sobre as modas capilares se
pode interessar por essas caracteristicas.

A escolha das caracteristicas a reter remete ao investigador, que tome geralmente algumas
em consideracdo, quatro ou cinco no maximo. Uma amostra nunca é representativa senao
em funcado das caracteristicas retidas, com exclusdao de todas as outras (estas
caracteristicas sdo também chamadas variaveis quando sado de natureza numeérica ou de
natureza qualitativa: a idade, o rendimento, cor dos olhos, atitudes, etc.). Esta precisdo é
muito importante para compreender a filosofia da amostragem frequentemente posta em
causa pelos desencontrados com esta matéria.

Calculando a dimensao da amostra, o organizador do questionario aceita um certo grau de
erro. E o preco que é preciso pagar para ser dispensado de interrogar a populacdo inteira.
Assim, pode decidir trabalhar com 5% ou 10% de erro: nestes casos ha 5 ou 10
possibilidades em 100 para que a amostra, depois de feitas a triagem e a verificacdo da
distribuicdo das caracteristicas retidas, ndo seja representativa. Ao mesmo tempo ele aceita
um outro erro que diz respeito ao grau de precisao das distribuicoes da caracteristicas da
amostra. Assim, se uma das variaveis retidas é a idade, e se a média de idades da
populacao é de 50 anos, pode aceitar que a média de idade da amostra seja 50 anos, mais
ou menos 2 anos, isto € que ela esteja compreendida entre 48 e 52 anos. Esta margem é
deixada a sua apreciacdo. No que diz respeito a idade, por exemplo, é evidente que um
comportamento varia pouco conforme se tem 60 ou 62 anos, mas, ao contrario, varia
fortemente segundo se tem 12 ou 14 anos. O realizador do questionario deve avaliar os
erros aceites em funcdo do papel que apresenta a caracteristica dos fenémenos que quer
estudar. A combinacdo das duas latitudes, a da probabilidade de que amostra seja invalida,
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e a que se refere ao grau de precisdo das caracteristicas retidas, determina a dimensao da
amostra.

Uma amostra & representativa se as unidades que a constituem forem escolhidas por um
processo tal que todos os membros da populacao tenham a mesma probabilidade de fazer
parte dela. Se néo for esse o caso, diremos que a amostra é enviesada ou viciada, visto que
certos individuos tiveram mais hipéteses do que outros de serem escolhidos e as categorias
a que pertencem ocuparam mais espaco na amostra do que deveriam: as caracteristicas da
amostra serdo entdo sistematicamente diferentes das da populacdo. Por exemplo, se
quiséssemos estudar toda a populacao de professores de uma escola, ndo poderiamos ir
para essa escola num determinado dia e interrogar um determinado ntiimero de professores
(amostra) num determinado local, a uma determinada hora. Estariamos perante uma
amostra enviesada, uma vez que nem todos os professores vao a escola todos os dias, nem
todos frequentam a sala de professores. O ideal seria dispor de uma lista de todos os
professores da escola (base de sondagem), tirando a sorte um numero igual (superior, na
pratica, tendo em conta as possiveis recusas e outras) a dimensao da amostra desejada.
Neste caso estariamos perante uma amostra representativa: todos os professores da escola
teriam a mesma probabilidade de serem escolhidos.

Colocar o problema da representatividade por si s0, e querer a qualquer preco uma amostra
representativa, é impor uma condicdo dificil de satisfazer e, muitas vezes inutil. E
necessario substituir a nocao de representatividade por uma nocdo mais ampla, a de
adequacao da amostra aos objectivos estabelecidos, sabendo-se que um questionario, visa
em geral, diversos objectivos (na pratica, isso significa que estdo previstos diversos tipos de
analise) e que nao € necessariamente a mesma amostra que, inicialmente, seria considerada
optima para cada um deles. Certos compromissos sao entdo necessarios. Quando o
objectivo de um questionario é fazer a estimativa das grandezas, a representatividade exacta
da amostra € uma condicdo necessaria para a validade do resultado. Em contrapartida, a
condicdo da representatividade € muito menos rigorosa quando tentamos verificar hipoteses
sobre relacoes.

1.5 Sondagem

Numa sondagem a ideia fundamental € que se tenha uma amostra interrogando um numero
reduzido de pessoas, pertencendo a um ou varios grupos definidos, que sdo considerados
representativos do ponto de vista estatistico. Como ja foi referido, € raro, que se possa
interrogar todos os membros de um grupo. Passa-se quase sempre por uma amostra dos
membros do grupo, que podemos determinar por métodos estatisticos apropriados e que
representa bem esse grupo. E necessario, pois dispor de uma amostra representativa. O
questionario, apoiando-se numa amostra desse tipo chama-se sondagem.

Exemplo Pratico de Uma Amostra Representativa

Queremos saber a opinido dos alunos sobre a qualidade de determinado servico prestado
pelas escolas de uma Cidade (EP2 + secundario), por exemplo, a biblioteca. Para tal,
teremos, primeiramente, de identificar os individuos que podem responder validamente a
questao. Com isto queremos dizer que as pessoas a inquirir deverdo poder dar uma resposta
que interesse aos objectivos da sondagem. Ora, neste caso, o universo, isto € o conjunto de
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individuos que interessaria questionar, de acordo com os objectivos da pesquisa em curso, é
formado por todos os alunos da escola, visto que todos terdo, em principio, uma opiniao
sobre a biblioteca escolar.

Identificada a populacao e reconhecendo a impossibilidade de interrogar a sua totalidade,
ha que recorrer a técnica da amostragem. Teremos, entdo, de definir uma amostra que seja
representativa do todo o universo. Para tal, a amostra devera respeitar as caracteristicas do
universo consideradas relevantes para o questionario que estamos a realizar. Neste
exemplo, sera importante considerarmos, o grau e ensino. No ensino secundario os alunos
deverao, no sentido de aprofundarem e diversificarem os seus conhecimentos, recorrer a
bibliografia complementar. Poderiamos ainda distinguir outros niveis de ensino, com
diferentes necessidades em relacdo aos recursos da biblioteca. Por uma questdo de
simplificacdo vamos considerar os alunos do ensino secundario e os alunos do ensino
basico. Ao que acabamos de fazer damos o nome técnico de break-down do universo
(resultando em amostras estratificadas através de estratos homogéneos), ou seja, dividir o
universo em subconjuntos, de acordo com critérios definidos, que nos possam revelar
opinides eventualmente diferentes.

No caso desta sondagem a estratificacdo do universo seria, por exemplo:
Ensino bdsico 1200 alunos, ensino secundario 800 alunos, dando um total de 2000 alunos
Em seguida teriamos um problema grave a resolver, que seria determinar o tamanho da
amostra, isto é, o namero de alunos a interrogar. Este problema é apresentado teoricamente
adiante. Mas para ja, vamos aceitar como representativa dos alunos da escola, uma
amostra de 100 alunos. Aceitando o tamanho da amostra, haveria entao a necessidade de
calcular, que percentagem representam os 100 alunos em relacao a totalidade dos 2000
alunos que a escola tem e que constitui a nossa populacao:

tamanhoamostra «100% — 5%

~ tamanhoPopulacio

A percentagem encontrada sera respeitada quando determinarmos a estratificacao da
amostra, ou seja, o numero de alunos que vamos interrogar do ensino basico e do ensino
secundario. Nesse sentido, devera inquirir-se 5% do numero total de alunos de cada um dos
niveis considerados. Assim teremos:

Ensino basico 1200 x 5% = 60 alunos Ensino secundario 800 x 5% = 40 alunos
Poderemos, agora interrogar, os 60 alunos do ensino basico e os 40 alunos do ensino
secundario, sabendo que o grupo assim constituido, a amostra, pode representar a opinido
de todos os alunos da escola “a populacdo”, ja que aceitamos serem os 100 alunos
suficientemente representativos.

1.6 Tamanho duma amostra

O que € tamanho da amostra? A qualidade e a validade dos resultados de um questionario
dependem da dimensao da amostra, ou por outras palavras, o numero de pessoas/itens a
interrogar depende da precisdao desejada. Num grande numero de casos, mais do que
aumentar simplesmente a dimensao da amostra, o que pode levar a aumentar o numero de
pessoas/itens pertencentes a categorias ja suficientes, ha vantagem em construir uma
amostra experimental, concebida de forma exacta em funcao das analises previstas, por
forma a evitar amostras inutilmente grandes.
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Atras foi referido que devera haver uma combinacao de duas latitudes, a da probabilidade
de que amostra seja invalida, e a que se refere ao grau de precisdo das caracteristicas
retidas, € que determina a dimensao da amostra. Sem querermos aprofundar os calculos
matematicos que a este nivel seria preciso efectuar, remetemos apenas para as ideias
principais que lhes estdo subjacentes. Trata-se entdo, no essencial, de retirar a uma
populacao determinada fraccdo na qual os diferentes caracteres possuam a frequéncia
semelhante a da populacao inicial. Se, por exemplo, no Ambito do conjunto da populacdo da
escola (no nosso exemplo anterior), existe uma percentagem elevada de alunos que nao
frequenta a biblioteca, ha que tentar transpor esse indice de frequéncia para a amostra.
Logo, segundo a "lei das probabilidades", € necessario que a frequéncia relativa de um dado
caracter (atitude do aluno na escola), se aproxime na amostra o mais possivel da sua
probabilidade de ocorréncia, fornecida pela sua frequéncia relativa ao conjunto da
populacao.

Por outro lado, a "lei dos grandes numeros"?, identifica as condi¢cées nas quais uma
exigéncia pode ser satisfeita: os acontecimentos cuja probabilidade é fraca, raramente
podem ocorrer; a probabilidade de que a frequéncia relativa na amostra nao se afaste mais
do que um dado valor, é tanto maior, quanto maior for o nimero de observacoes registadas.

1.7 Tipos de Amostragem e Métodos de Amostragem

A capacidade que um investigador deve revelar na obtencdo duma amostra deve ser aliada
ao facto de ter uma margem para quantificar, a prior, a margem de erro que possa ser
cometida durante o estudo. Isso facilita e reduz o nivel de enviesamento, o que determina
sobremaneira rigor nos resultados e sobretudo uma maior fieldade.

Ao dizermos que a margem de erro que nos levou a conclusoes foi com a probabilidade de
2%, 5% ou 10%, estamos a dar uma informacédo sobre a credibilidade das conclusodes
generalizadas, garantindo uma confianca de 98%, 95% ou 90% respectivamente.

O controlo da probabilidade de erro na generalizacao esta directamente relacionada com a
forma como a amostra foi recolhida. A primeira e a ultima operacdo da técnica da
amostragem estao directamente relacionadas. S6 se pode quantificar o erro se a amostra for
recolhida de uma forma aleatoria, isto €, se a probabilidade de todos os elementos da
populacao fazerem parte da amostra for conhecida e diferente de zero (e s6 nesta situacao a
amostra é representativa). Assim podemos definir dois tipos de amostragem:

A. Amostragem probabilistica ou aleatoria;
B. Amostragem nao probabilistica ou nao aleatéria.

A. Amostras aleatdorias ou casuais

Obtém-se por um sorteio que respeite a condicao de definicdo das amostras representativas:
deve-se garantir que cada elemento (ou dado) da populacado tenha a mesma probabilidade

" formulada por C. Javeau
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de fazer parte da amostra. Para esse efeito, a situacdo ideal é aquela em que dispomos de
uma lista exaustiva da populacdo, ou seja, de uma base de sondagem. E conhecida e
diferente de zero a probabilidade dos elementos da populacao fazerem parte da amostra; a
possibilidade de erro na generalizacdo € quantificavel.

Nas amostras nado probabilistica ou nao aleatérias é igual a zero ou desconhecida a
probabilidade de alguns membros da populacdo fazerem parte da amostra, o que torna
impossivel a quantificacao da possibilidade de erro na generalizacao.

A.1 Amostra Aleatoria Simples

E aleatéria porque a escolha é meramente por meio dum acaso; E simples porque todos
elementos componentes da populacdo tem igual probabilidade de serem escolhidos para
amostra.

Para este tipo de amostragem tem sido vulgar enumerar todos elementos da populacdo e
coloca-los numa urna, o que geralmente acontece em sorteios de bilhetes nas lojas
comerciais para um determinado concurso. Também é usual para casos em que apos
atribuicdo de nimeros aos elementos da populacao e sem os colocar numa urna se proceda
ao sorteio extra para mais tarde procurar-se pelo vencedor (casos de lotaria). Ainda se pode
considerar outro caso em que se possa recorrer a tabela de nimeros aleatorios.

Passos a considerar para seleccionar uma amostra aleatoria:

a) Definir o numero de elementos que devem fazer parte da amostrra (tamanho da
amostra n);

b) Numerar sucessivamente os elementos da populacao de 1 a N;

c) Escolher os n elementos da amostra usando um procedimento aleatério, como tabela
de numeros aleatorios ou outros. Deve-se garantir que o numero seleccionado da
populacdao para amostra nao seja re-seleccionado (garantia de ndo repeticdo na
escolha);

d) Estabelecer a correspondéncia entre o numero aleatério com a numeracao dos
elementos da populacao. Para casos em que haja coincidéncia (repeticdo do ntimero
aleatorio) esse elemento da populacao € considerado seleccionado para fazer parte da
amostra, ndo podendo ser repetido (escolha sem reposicao), mas se a coincidéncia for
movida pela repeticao do elemento da populacdo e ndo do numero aleatério, entao
sera considerada mera coincidéncia sendo que o elemento devera ser seleccionado.
Este procedimento deve ser repetido até atingir n elementos requeridos para a
amostra.

Nem sempre é facil executar esse tipo de amostragem, em virtude de ser uma tarefa penosa,
“na maior parte dos casos, porque a populacao € infinita”, tornando dificil enumerar todos
elementos da populacao. Por outro lado, esta amostragem pode fazer com que elementos da
amostra estejam dispersos geograficamente (se os elementos da populacdo estiverem em
regioes geograficas dispersas).
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A precisao dos estimadores segundo um esquema aleatério simples pode ser avaliada a

partir da sua variabilidade. Tomando como exemplo o caso da média amostral como
2

S O
estimador da média da populacao, vem que: V(X) =— ignorando o factor de correccéo de
n

populacoées finitas8

A.2 Amostragem Sistematica

Se tomarmos em linha de conta que o tamanho da populacdo é N e o tamanho da amostra é
) N . . :
n, onde a razdo k é k=—. De entre as primeiras k unidades selecciona-se uma (por
n

exemplo t, onde 1<t<Kk) e, obtermos a lista de elementos a seleccionar da populacao nas
posicoes t, t+k, t+2k, ..., t+(n-1)k, entdo estaremos na presenca duma amostragem
aleatoria sistematica.

Passos para recolha duma amostragem sistemdtica:
: N : : ;
a) Determinar k. K =—. Quando se trata de medidas expressas duma forma discreta é
n

aconselhavel que k seja inteiro, o que quer dizer que € susceptivel de
arredondamento;

b) Escolher um valor da posicao t dentre as primeiras k unidades;

c) Partindo de t, seleccionar respectivamente os elementos das posicoes t+k, t+2k, ...,
t+(n-1k

Repare-se que a maior garantia da aleatoriedade é feita por escolha do primeiro elemento.
Os elementos seguintes sdo obtidos e dependentes do primeiro.

2

A sua variancia € dada por V(X) = G—[1+ p(n —l)]. Esta amostragem pode ser mais eficiente

n
que a aleatoria simples, dependendo do valor de p a partir da seguinte equacao

2
o
V(X,) —[+ p(n-1)]
V(X) o’
n

=1+ p(n-1), veja®

8 Amostragem como Factor decisivo na qualidade- Paula Vicente, Elizabeth Reis e Fatima Ferrao, 22 edicdo,
Edicdes Silabo, pp 53

¥ Amostragem como Factor decisivo na qualidade- Paula Vicente, Elizabeth Reis e Fatima Ferrao, 22 edicdo,
Edicdes Silabo, pp 56
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Reiterando: As amostras sistematicas podem ser aleatérias ou nao, dependendo da forma
como o primeiro elemento foi escolhido. Se o primeiro elemento localizado dentre as
primeiras t unidades for escolhido usando aleatoriedade, estaremos sob presenca duma
amostragem aleatoria sistematica, caso contrario, diremos somente que estamos sob
presenca duma amostragem sistematica.

A precisao de uma amostragem sistematica €, geralmente, superior a de uma amostragem
aleatoria simples da mesma dimensao. Mais exactamente:

- Se a ordem das unidades no ficheiro que serviu de base de sondagem pode ser
considerada como aleatoéria, os dois tipos de sondagem serdo equivalentes;

- Se a ordem dos individuos tiverem uma determinada caracteristica, isto €, se os individuos
a quem foram atribuidos numeros semelhantes tiverem caracteristicas semelhantes, a
precisao obtida através da amostra sistematica sera maior do que aquela que obteriamos
com uma amostra aleatéria simples.

Observacao: Uma amostragem sistematica € uma amostragem que deve ser usada no campo
de trabalho, e €é melhor que a aleatéria para uma populacdo que se encontre
geograficamente dispersa.

A.3 Amostra Estratificada

As duas amostragem anteriores, tomam a populacdo como um todo. Esta amostragem é
diferente e que é mais usada para casos em que haja certeza de que a populacdo é
heterogénea em relacdo a(s) caracteristica(s) a estudar. Neste caso, deve proceder-se a uma
prévia decomposicao da populacdo em estratos homogéneos, isto €, a populacao deve ser
subdividida em estratos. Os elementos que compdem o estrato deverdao ser homogéneos. A
obtencdo dos estratos pode basear-se num TUnico critério (por exemplo a raca, o que
permitira estabelecer quatro estratos: branca, negra, amarela e caneca) ou na combinacao
de dois ou mais critérios (por exemplo a raca e o estatuto social, obtendo-se deste modo
pelos menos oito estratos). A amostra total sera constituida pelos conjunto de subamostras
referentes a cada um dos estratos e obtidas através de um método aplicavel no da amostra
simples. Reduz-se assim, a margem de erro e os custos da operacdo. Além destas
vantagens, pode-se salientar a possibilidade de realizacdo de analises mais profundas de
cada estrato separadamente e permite-nos ainda uma melhor estimativa de certas
grandezas.

Importa observar que, na hipdétese dos estratos terem uma dimensao suficiente, as
dimensdes da amostra em cada estrato podem ser idénticas. Contudo, torna-se preferivel
fazer a dimensédo da cada amostra do grau de homogeneidade do estrato. Quanto menor for,
mais ampla devera ser a amostra para que possa ser compensado o fenémeno da dispersao.
Podemos dividir a amostra estratificada em representativa ou proporcional, quando as taxas
de amostragem sao iguais em todos os estratos, e estratificada optima (no sentido de
Neyman), quando as dimensodes dos estratos forem escolhidos de modo a minimizar a
variancia da média.

Ha sempre vantagem em estratificar. No caso de nao se conhecer em cada estrato o desvio

padrao da variavel utilizada como critério de estratificacdo, ndo se pode calcular a
reparticdo o6ptima da amostra. No entanto uma estratificacdo com taxa de amostragem
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uniforme (amostra estratificada proporcional) é preferivel a auséncia de estratificacdo. A
eficacia da estratificacdo depende da homogeneidade dos estratos. Os estratos devem ser o
mais homogéneos possivel e heterogéneos entre si.

A seguir os passos para esta técnica de amostragem:

1. Definir o estrato- Pode ser a partir de estudo anteriores cujos resultados sao conhecidos
ou foram divulgados, trabalhos pilotos, conhecimento prévio da situacdo, etc. Em geral
usam-se variaveis geograficas, demograficas, econémicas ou outras que facilitem a
estratificacdo. Sao exemplos de localidades, bairros, quarteiroes, idade, sexo, nivel salarial,
etc. A ideia fundamental € que os elementos constituintes do estrato sejam mais
homogéneos. Quanto mais estratos existirem, facilita a analise e aumenta a variabilidade;

2. Organizar as bases de amostragem- Cada estrato é tratado como uma populacao
independente no estudo, levando com que se defina diversas formas para analisar diferentes
estratos;

3. Seleccionar os elementos de cada estrato usando amostragem aleatéria simples ou

. . L . n n, n . B .
aleatoria sistematica. Deve-se garantir que i:—zz...:—'z—, isso €& possivel se o

N, N, N, N

n
tamanho de cada estrato for dado por n, = N,; N

A.4 Amostragem por Conglomerado

As amostragens aleatoria, sistematica e estratificada, requerem uma identificacao individual
dos elementos da populacdo. Geralmente é dificil ter a listagem de todos elementos da
populacao para se realizar a escolha dos constituintes da amostra, mas que sempre € mais
facil encontrar conglomerados. Neste caso a Gnica exigéncia é que se disponha de uma lista
completa dos grupos da populacao, mais conhecido por Unidades Primarias.

De realcar que os conglomerados devem ser grupos mutuamente exclusivos de modo a
garantir que cada elemento seleccionado nao faca parte da interseccdo entre
conglomerados.

Vejamos alguns exemplos deste tipo de amostragem:
Tabela 5.1 — Escolha de unidades elementares em conglomerados

Unidade Priméaria Unidade
Exemplo

(conglomerado) Elementar

Mercados Informais Vendedor Conhecer a opinido dos vendedores dum mercado de

Informal Maputo acerca das taxas de lixo
L Estimar o tempo médio de espera para atendimento
Hospitais Doentes : .
matinal na Enfermaria
Banco Trabalhador Conhecer a opinido do trabalhador dum Banco qualquer

a respeito da nova taxa de juros para consumo dirigido

Passos para recolha de uma amostragem por conglomerados:
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a) Especificar os conglomerados tomando-os como unidades primarias. Os elementos
dos conglomerados estao geralmente proximos, na maior parte dos casos eles devem
apresentar caracteristicas comuns. Ha dois cenarios, ou define conglomerados
grandes com maior variabilidade ou conglomerados pequenos em casos de garantia
de nao existéncia de variabilidade. A ideia fundamental é que a variabilidade dentro
do conglomerado deve ser proxima a da populacao de modo que se garanta respostas
do inquérito mais fiaveis e com diversidade de opinides. Os conglomerados com maior
homogeneidade geram muita informacdo redundante o que pode causar
inconsisténcia na analise que se pretenda realizar;

b) Seleccionar aleatoriamente uma amostra de unidades primarias e incluir na amostra
todos os elementos resultantes da totalidade dos conglomerados seleccionados.

Esta amostragem diminui custos, com a desvantagem de possuir um desvio padrao maior
entre os conglomerados, causado pela maior homogeneidade dos elementos dentro do
conglomerado.

A.5 Amostragem em duas ou mais etapas

Quando a populacdo a estudar é muito vasta e dispersa (por exemplo, a populacdo dos
funcionarios do Ministério da Educacao), € muito dificil construir uma base de sondagem
(lista exaustiva e nao repetitiva de todas as unidades estatisticas que compdem a
populacao). Tal operacao seria muito demorada e provavelmente o seu custo proibitivo. Dai
que se recorra a amostragem em duas (ou mais) etapas.

Suponhamos que se pretende fazer um estudo sobre o aproveitamento escolar dos alunos
do EP1. Como proceder para obter uma amostra usando este método?

Em primeiro lugar teriamos que dividir a populacdo num certo numero de unidades
primarias (conglomerados), de modo que cada unidade estatistica seja afecta sem
ambiguidade a uma unidade primaria bem determinada;

De seguida a seleccao ao acaso € feita em duas etapas: na primeira etapa, selecciona-se ao
acaso uma amostra de unidades primarias (conglomerados), na segunda etapa, em cada
unidade primaria (conglomerados) seleccionada(o), tira-se ao acaso uma amostra de
elementos ou unidades secundarias.

Tem a vantagem de precisar apenas a lista das unidades primarias seleccionadas
dispensando a lista de todos os individuos do universo. Permite-nos reduzir as despesas de
deslocacdo, pois observa-se uma menor dispersdao geografica das unidades estatisticas.
Também o custo é sempre menor do que aquele em que a amostra é seleccionada numa s6
etapa.

No entanto a precisdo das estimativas sera sempre menor numa amostra seleccionada em
duas etapas. Isto resulta do facto da amostra ser menos dispersa geograficamente e da
diferenca entre unidade secundarias de uma unidade primaria ser menor que em unidades
secundarias pertencentes a unidades primarias diferentes. Podemos aumentar a precisao
das estimativas aumentando a dimensdo da amostra, sem que se verifique um grande
acréscimo no custo do inqueérito.
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Tabela 5.2 — Escolha de unidades secundarias e terciarias

Unidade amostral

Unidade amostral

Unidade amostral

primaria secundaria terciaria
Cidade Bairro Quarteirdo
Universidade Faculdade Departamento

Alunos da Escola

Alunos duma turma

Um grupo da turma

2
A variancia na unidade é dada por V(X)=—-+

m n
varidncias em cada unidade (primaria, secundaria e terciaria) e m, n e p os respectivos
tamanhos.

2 2

O, O3 2 2 2 -

—~+—, em que oO,, O, € O, sd0 as
p

A.6 Amostragem Multi - Fases

Nao entenda a amostragem multi etapa como multi fase, em virtude delas serem
completamente diferentes. A amostragem multi fases considera que em cada fase de
amostragem esta sempre em causa o mesmo tipo de unidade amostral.

Sao os seguintes os passos desta amostragem:

a) Listar os elementos da populacdo e seleccionar uma amostra aleatoria. Esta amostra
servira de populacao para a fase seguinte;

b) Seleccionar uma segunda amostra cujos elementos serdo inquiridos com maior
profundidade. Deve-se questionar se na primeira fase nado se teria recolhido toda
informacao suficiente para dispensar a fase seguinte. Caso a resposta seja negativa
repetimos este passo sucintamente até que obtenhamos uma amostra de uma fase
mais avancada que possamos questionar melhor.

B. Amostragens nao aleatorias

B.1 Amostragem Intencional

Nesta amostragem os constituintes da amostra sao seleccionados deliberadamente pelo
investigador, geralmente porque este considera serem os mais fundamentais para facilitar o
seu estudo ou para emitir algum parecer. Ndo se baseia na imposicdo de que deva ser
exactamente seleccao de elementos. Pode também ser um exemplo da imaginacao do
investigador.

Este € o caso que é mais usado pelas empresas de sondagem de opinides pré-eleicoes
quando acham ser necessario fazer um marketing politico usando dados concretos e nao
rejeitaveis. Entrevistam na zona popular do candidato, filmam e publicam os resultados. A
ideia € que eles tenham um retorno de informacao pré-programada pelo candidato e nao a
realidade social.
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Vejamos alguns casos da sua aplicabilidade:

Obtencao de amostra de dimensao reduzida: € aconselhavel usa-la neste tipo de caso do que
obter uma amostra aleatoria porque os custos sdo menores para este tipo de amostragem do
que na aleatoria;

Casos em que ndo se consiga uma amostra aleatéria: casos de vendedores ambulantes da
cidade de Maputo. E dificil obter uma amostra aleatéria destes em virtude de nos
apercebermos que na maior parte dos casos exercem essa actividade duma forma ilicita;

Conseguir deliberadamente uma amostra viciada: € o caso de um fabricante que quer
mostrar um impacto positivo de um produto que acaba de alinhar na nova producao. Se
ninguém das autoridades faz um control efectivo, a preferéncia do industrial é viciar uma
amostra e publicitar os resultados.

B.2 Amostragem Snowball

Consiste em localizar individuos com caracteristicas desejadas ou proximas das requeridas
no estudo que se pretende fazer. A amostra vai aumentando na medida em que um
elemento da amostra da caracteristica desejada encontre mais um com as mesmas
caracteristicas. Geralmente € usado este tipo de amostragem quando se pretende estudar
uma caracteristica especifica, com a certeza de dificil localizacdo dos possiveis constituintes
da amostra.

A maior desvantagem reside no facto de que os amigos podem se indicar, resultando numa
amostra em que todos elementos recolhidos tenham um pensamento ou respostas
similares.

Exemplo: Esta amostragem € mais usada pela policia quando pretende localizar mais

companheiros de uma quadrilha de assaltantes depois de capturar o primeiro

B.3 Amostragem por Conveniéncia

E uma amostragem de uma pura coincidéncia, porque os elementos que possam ser
constituintes da amostra se localizam na zona onde o inquérito esta a decorrer passando a
fazer parte dela por conveniéncia.

Esta é uma das amostragens que resulta num grande enviesamento (viciacdo). E muito
importante ser usada quando pretendemos captar ideias gerais ou identificar aspectos
criticos. Neste caso deve-se ter o cuidado de nao se assumir qualquer tipo de objectividade
cientifica.

Usualmente € denominada de amostragem de pré teste do questionario.
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B.4 Amostragem usando Método das Escolhas Relacionadas ou "das Quotas"

Este método visa constituir um modelo reduzido da populacédo a estudar. O que importa é
realizar uma estrutura idéntica a do conjunto afim, a partir de um pequeno numero de
critérios considerados essenciais na definicdo da populacdo em causa. Consiste entdo, em
obter uma representatividade suficiente tentando reproduzir, na amostra, as distribuicoes
de certas variaveis, tal como existem na populacao a estudar. Por exemplo se esta comporta
tantos homens como mulheres proceder-se-a de forma a que o mesmo aconteca na amostra
(50% de homens e 50% de mulheres).

A escolha dos individuos € deixada ao critério dos inquiridores, dentro dos limites impostos
pelas quotas. Existe, a este nivel, um risco de ver a amostra enviesada, pois o inquiridor
tendera a introduzir outros factores além do acaso na escolha dos individuos., interrogando
as pessoas que conhece, que estdo mais proximas, que sao mais faceis de contactar, mais
disponiveis,...

Para assegurar uma melhor representatividade, devemos associar este método a um método
aleatorio, como por exemplo a sondagem aureolar, que consiste em tirar a sorte certas
zonas para onde enviar os inquiridores.

Este método tem a vantagem de poder ser aplicado a qualquer populacao que se pretenda
estudar ou a amostra em estudo seja apenas representativa, estratificada ou concebida
segundo um plano experimental mais ou menos complexo. E um método que da resultados
muito satisfatorios e é utilizado com maior frequéncia.

Convém referir que, enquanto nas amostras por quotas, a escolha dos individuos a serem
interrogados, fica ao arbitrio do inquiridor, nas amostras aleatérias estratificadas, isto €,
aquelas que partem da divisdo do universo em estratos, a escolha dos questionados é feita
ao acaso por métodos probabilisticos, como a propria designacdo da amostra o indica.

Poderiamos aplicar este método no nosso exemplo sobre a opinido dos alunos em relacao a
biblioteca, reduzindo consideravelmente a amostra, se considerassemos somente os alunos
que frequentam com mais regularidade a biblioteca.

B.5 Amostragem pelo Método Aureolar

E um processo de sondagem que permite evitar os inconvenientes de uma base de
sondagem incompleta ou caduca. Consiste numa determinacdo de subconjuntos de
populacdao por uma area geografica. Define-se num mapa um certo nimero de areas
geograficas, que podem ser constituidas por Municipios, Bairros, Quarteiroes, grupos de
casas. Procede-se em seguida a uma tiragem a sorte e exploram-se por fim
sistematicamente as unidades de sondagem assim apuradas.

B.6 Amostragem por Cachos

Inscreve-se na mesma concepcao geral. A tiragem a sorte do tipo de amostragem
probabilistica € estendida a diferentes tipos de conjunto de individuos (cachos), tais como os
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alunos de uma determinada escola, os professores de uma escola, os professores de um
determinado grupo de disciplina, os funcionarios auxiliares de uma escola, uma familia, etc.

Os membros de um mesmo cacho sdo, muitas vezes, mais parecidos entre eles do que, em
comparacao com o resto da populacdo. Se por exemplo, estudarmos opinides, ha muitas
hipoteses de que as dos diferentes membros do cacho sejam relativamente semelhantes. No
plano dos comportamentos, poderemos igualmente encontrar semelhancas entre as
actividades de lazer ou de viagem realizadas pelos membros de uma familia. Os professores
do mesmo departamento numa escola, conhecem-se, trabalham nas mesmas condic¢des, sao
confrontados com problemas comuns e isso exprime-se, evidentemente, nas suas respostas.

O método de Kish é um processo aleatorio de designacdao da pessoa a inquirir que evita
enviesamentos na sua escolha aplicado ao cacho familiar. Poderemos, contudo, "inventar"
métodos que evitem enviesamentos, como por exemplo, interrogar aquele que fez anos ha
menos tempo num determinado cacho.

B.7 Amostragem no Local

Quando nos interessamos por uma populacao restrita, para a qual nao existe uma base de
sondagem especifica, como por exemplo nos casos de uma determinada categoria
profissional, podemos construir uma amostra do conjunto da populacao, por sorteio ou por
quota, e conservar apenas aqueles que pertencem a categoria visada. Podemos ainda
apoiarmo-nos no facto de que certas pessoas se encontram em lugares particulares: os
funcionarios auxiliares de uma escola, nos corredores dessa escola ou na sua sala
especifica, os professores nas salas de aulas ou na sala dos professores, etc. Quando uma
amostra de uma sub-populacdo € por si so6 suficiente, ndo sendo necessario um grupo de
comparacao, € possivel construir uma amostra correcta indo a determinados lugares e
procedendo, no local, a um sorteio entre as pessoas presentes.

E necessario juntar a esta amostragem geral espacial, acrescentar uma amostragem
temporal. Com efeito, os professores de uma escola ndo se encontram todos na sala dos
professores num determinado dia. A importancia destas precaucoes dependera da natureza
do problema estudado. A amostragem espacial e temporal permite eliminar um certo
numero de enviesamentos, mas nao assegura necessariamente uma amostragem
representativa.

B.8 Amostragem Random Route

Passos a considerar para obter uma Amostra Random Route
a) Seleccao de um ponto de partida através de uma listagem, mapa ou registo de
endereco ou ponto de referéncia da zona onde ira decorrer o estudo;

b) Definicao de regras de orientacdo para o entrevistador. Assumimos que o inquiridor
tem uma circunscricao ou um itinerario aleatério na escolha de unidades a inquirir.
Imaginemos que queira entrevistar residentes de um certo bairro. Seria mais facil
perguntar onde fica a igreja X. Dai pode seguir a rua em frente, virando a esquerda
ou direita. Se a data do seu nascimento for 24, a soma de 2 e 4 da 6; pode-se
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procurar entrevistar naquela rua todas casas que tenham a soma dos algarismos de
seus numeros de casa 6, casos de 6, 15, 51, 24, 42, 33. dentro de cada casa

interessa em saber que serdo os individuos a entrevistar, processo que pode ser facil
usando a tabela de nameros aleatérios ou usando amostragem sistematica

1.8 Questionario

Quando pretendemos recolher uma informacado com base em sondagens, nalgumas vezes
recorre-se a um questionario.

Pressupostos para elaboracao dum questionario
Verificar:

a) Se para o estudo que se pretende realizar ja existe algum estudo preliminar (piloto);
b) Se para o estudo que se pretende realizar existe algum estudo anterior;
c) Se temos conhecimento integro sobre a populacdo que pretendemos inquirir;

d) Se pretendemos testar o actual questionario (que se asume comopreliminar), para
elaborar um questionario definitivo.

Num questionario deve-se tomar em consideracao diversos tipos de perguntas:

Abertas: Em que o inquirido pode tecer comentarios a volta da questao que € colocada
Exemplo: Porqué se considera a sua comunidade muito forte?

Fechadas: Em que as respostas sao taxicas.
Exemplo: Acha que o candidato X ganha eleicoes?
Al a resposta € taxica, pois tera como opcoes: Sim, Nao, Nao Sabe, Nao Responde e Talvez.

Mistas: Em que se faz a mistura de aberta e fechada
Exemplo: Acha que o candidato X ganha? Porqué?
O inquirido dara resposta como no caso b) e fara comentarios do porqué com em caso a).

Observacao: Um questionario é usado em estrevistas semi estruturadas, em estudos de
casos, em sondagens, nos censos, em pesquisas e muito mais. Ao tocar no tema
questionario, o autor pretende convidar o estimado leitor a ler mais sobre o assunto, porque
sera deveras importante no futuro, principalmente quando o individuo atinge um nivel
académico em que queira dedicar-se a investigacao.

Nota importante para tamanho duma amostra

Ha 3 factores que determinam o tamanho duma amostra, nenhum dos quais tendo uma
relacao directa com o tamanho da populacao. Eles sao:
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1- O grau de confianca adoptado-com o aumento do grau de confianca aumenta
também o valor de Z, t ou )(2 , 0 que faz com que o tamanho da amostra também
cresca.

2- O maximo erro permissivel- quanto mais aumenta o erro padrdao de estimativa,
diminui o tamanho da amostra.

3- A variabilidade da populacdo- com o aumento da variabilidade, isto €, aumento do
desvio ou da variancia, também aumenta o tamanho da amostra.

2. INTERVALOS DE CONFIANCA

Observacao: Vimos modelos que procuram medir a variabilidade de fenéomenos casuais de
acordo com suas ocorréncias (probabilidades). Nunca chegamos a ter a certeza sobre os
parametros que especificamos. O propésito do pesquisador seria descobrir os parametros da
distribuicdo. Raramente é possivel obter a distribuicdo exacta de alguma variavel, porque é
despendioso, demorado ou porque € um processo destrutivo. Dai leva-nos a recolher
amostras e inferir sobre os parametros populacionais. Se tivéssemos informacao completa
sobre a funcao de probabilidade (caso discreto) ou afuncao densidade de probabilidade (caso
continuo) da variavel em questdo, nao haveria necessidade de seleccionar uma amostra.
Teriamos toda a informacao pela distribuicao de probabilidade. Isso acontece porque:

Nao temos informacdo em relacao a variavel ou

Desconhecemos a curva (grafico)

2.1 Estimadores

Chama-se estatistica a uma variavel aleatéria que seja apenas funcao de uma amostra
aleatoria, que nao contenha parametros desconhecidos. Em geral os parametros de uma
populacao designam-se por letras gregas u, o, etc. As respectivas estatisticas sao

calculadas a partir das amostras. Alguns exemplos apresentam-se a seguir:

Tabela 5.3 — Estatisticas e Parametros

Estatisticas ou Estimadores Parametros ou Estimativas
_ n =E(x
% :ngi H=E(X)

N

n . 2 _ _ 2

SZ=LZ(Xi_X)2 (o2 E[(X ﬂ) ]

n—1%%7

n _ 2 _ _ 2
S — /SZZJﬁZ(Xi_)T)Z o=vNo —w/E|(X 1) l
4=
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Definicoes
1- Estimador- E qualquer estatistica usada para estimar o valor de um parametro.

2- Um estimador diz-se convergente ou consistente- se o limite da esperanca do
estimador € igual ao parametro e limite da variancia é também igual ao parametro.

3- E denominado de desvio do estimador a diferenca entre a esperanca do estimador e o
parametro.

4- Um estimador, diz-se centrado ou nao enviesado ou nao viciado quando o seu desvio é
nulo, isto €, se a esperanca do estimador ¢ igual a do parametro.

5- Estimativa de um parametro de uma populacdo- é qualquer valor especifico de uma
estatistica desse parametro

6- Estimacdo- E todo o processo que se baseia em utilizar um estimador para produzir uma
estimativa de um parametro.

Para encontrar as estimativas dum pardametro podemos usar duas alternativas. Estimativa
por ponto ou estimativa por intervalo.

Estimativa por Ponto
Estimativa por ponto é valor Gnico obtido no calculo da estatistica ou parametro (para o
caso de proporcoes) que € usado para estimar um parametro populacional.

Exemplos de estimativas por ponto sdo a meédia amostral, o desvio padrdao amostral, a
variancia amostral, a proporcao populacional, etc.

Exemplo: Uma turma de Eng® qumica é composta por 20 estudantes. Qual é a média de
notas de 5 estudantes que tiveram 15, 19, 8, 12, 13, respectivamente? A média dos 5

T > X; 15+19+8+12+13
n 5

estudantes sera =13,4. Assim a estimativa de ponto para a

meédia dos 5 estudantes € 13,4.

2.2 Estimativa Por Intervalo

O segundo tipo de estimacdo sobre o qual nos vamos debrucar mais, denomina-se
estimacao por intervalo. Ela estabelece um intervalo de valor e dentro do qual um
parametro populacional provavelmente caia a um determinado nivel de confianca. O
intervalo de confianca, € o intervalo dentro do qual um parametro populacional é esperado
ocorrer. Os intervalos de confianca que sdo em geral usados sdao os de 95 %, 98% e 99 %.
Um intervalo de confianca de 98 % significa que cerca de 98 % dos intervalos construidos
similarmente conterdo o parametro que esta sendo estimado. Se tomarmos 95%, poder-se-a
dizer que 95 % das médias amostrais para um tamanho de amostra especificado cairdo a
uma distancia maxima de 1,96 desvios padroes da média populacional.
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I- Intervalo de confianca para a média

Para casos referentes a média é necessario destacar trés casos:

Intervalo de confianca para a média, se o desvio € conhecido, o que é tratado pela
distribuicao normal;

Intervalo de confianca para a média, se o desvio nao é conhecido e a amostra é grande, o
que € tratado pela distribuicdo normal com desvio amostral no lugar do desvio populacional
e

Intervalo de confianca para a média, se o desvio ndo é conhecido e tamanho da amostra
pequeno, o que é tratado pela distribuicao t-student com n—1 graus de liberdade

Erro padrao da média amostral

o

. - e . n
~_ o [N-n usado para situacoes em que a populacao é finita, isto € N >0,05. Para os
* UnVN-1

n o
casos em que a populacéo € infinita, isto €, N <0,05 ai usa-se Oy :T
n

a) Intervalo de confianca para a média com desvio conhecido e Vn.
Estamos sob presenca de uma distribuicao normal

(o}

Determinemos a respectiva probabilidade que é dada por P(X -z \/_ <U<X+ Zi
n

n

. O valor de Z que é

)=1l-a e

o I o = o
que o respectivo intervalo de confianca sera X—Z—=<u<X+1—

P W

tabelado, devera ser consultado para Z ,. 1-a é o nivel de confianga. O respectivo erro
1-—

. o
a amplitude A=2Z— e o tamanho da amostra

Jn

padrao de estimativa sera &=12

2
.0
n=|—
(X—uJ

Exemplo : Quando certos dados foram submetidos a analise por uma equipa que se dedica
a revisao curricular de certa faculdade descobriu-se que todos tinham o mesmo erro de
estimativa (no valor de 3,52) numa amplitude de 6. Qual deveria ter sido o tamanho da
amostra, sabendo que tomaram o =6 a um nivel de significancia de 95%.

o
\/ﬁ )

Solucao:
z§%=352 A=6 0=61-a=095  Z,4 =196
Azzzficzezzxxganficzﬁﬁﬁ=43932¢>nz15 ou
Jn Jn
2
2 2 ol -(2 el

b) Intervalo de confianca para a média com desvio desconhecido e
amostra grande N > 30 (Distribuicao Normal)
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_ S _ S
Determinemos a respectiva probabilidade que é dada por P(X — ZT <pu<X+1z T) =l-a e
n n

. . . . o S _ S j
que o respectivo intervalo de confianca sera X_ZT< <X+ ZT. O valor de Z que ¢é
n n

tabelado, devera ser consultado para Z ,. 1-a € o nivel de confianga. O respectivo erro
1-=

S S
padrao de estimativa sera £=ZT, a amplitude A=2Z— e o tamanho da amostra
n

Jn

2
ZS . . .
n :( ] . Neste caso deve obter-se o s a partir de calculo a ser feito com base nos dados

X - u
recolhidos e que compdem a amostra.

Exemplo

Uma universidade quer estimar o nimero médio de horas trabalhadas por semana por seus
estudantes. Uma amostra de 49 estudantes mostrou uma meédia de 24 horas com um
desvio padrao de 4 horas. A estimativa por ponto do nimero médio de horas trabalhadas
por semana € 24 horas (média amostral). Qual € o intervalo de confianca de 95 % para o
numero médio de horas trabalhadas por semana ?
S
Jn
O limite de confianca inferior € 22,88. O limite superior de confianca é 25,12. O grau de
confianca (nivel de confianca) utilizado € 0,95.

Resposta: Usando a férmula anterior ( X +1,96 ) temos 24 +1,96 _4_ ou 22,88 a 25,12.
49

Interpretando os resultados

Se noés tivéssemos tempo para seleccionar aleatoriamente 100 amostras de tamanho 49 da
populacao de alunos do campus universitario e calcular as médias amostrais, os intervalos
de confianca para cada uma destas 100 amostras, a média populacional (parametro) do
numero de horas trabalhadas estariam contidos em cerca de 95 dos 100 intervalos de
confianca. Cerca de 5 dos 100 intervalos de confianca nao conteriam a média populacional.

c) Intervalo de confianca para a média com desvio desconhecido e
amostra pequena N <30 (Distribuicdo t-student)

Determinemos a respectiva probabilidade que é dada por
S S

P(x -t < p <X+t )=1-a e que o respectivo intervalo de confianca sera
n-1 An-1

. <pu<X+t T O valor de t que é tabelado, devera ser consultado para t(l Cyy’
n-— n— -

1-a é o nivel de confianca e n-1 graus de liberdade. O respectivo erro padrao de estimativa

S ts
a amplitude A=2t e o tamanho da amostra N—1= [_—J . Neste

S
Jn-1’ n-1 X—pu
caso deve obter-se o s a partir de calculo a ser feito com base nos dados recolhidos e que
compdem a amostra.

sera €=t
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Exemplo: O tempo que uma maquina leva a executar determinada operacdo numa peca
esta sujeito a variacoes. Para verificar se as condicdes de funcionamento da maquina estao
dentro das normas, registou-se 12 vezes o referido tempo. Os resultados (em segundos)
foram os seguintes: 29 33 36 35 36 40 32 37 31 35 30 36. Construa um intervalo de
confianca a 95% para o tempo médio de execucdo da tarefa pela maquina em analise,
sabendo que esta segue uma distribuicao aproximadamente normal.

Resolucao: Podemos definir a nossa variavel X como o “tempo, em segundos, que uma
maquina leva a executar uma tarefa”. Sabemos que X segue uma distribuicao normal. Como
desconhecemos os parametros da distribuicdo e n é pequeno, vamos usar distribuicao t-

student. X:%in =3417 S? =1—112(xi - X)?=10,08=S =318 1—%:0,975

ty 475 (11) = 2,201. Repare que é distribuicdo t-student com n-1=12-1=11 graus de liberdade.
Consultamos na tabela o em anexo a linha 11, coluna t;4, € encontramos o valor de 2,201.
Substituindo na formula teremos a probabilidade

P(X - 2,201% <pu<X+2201->)=095 e ointervalo sera B215:3619].

V12

II Intervalo de confianca para uma proporcao populacional

P(p-Z /p(ln— P) hepiz /p(lr: Py _1_g

Um intervalo de confianca para uma proporcao populacional é dado por:
P+ Zo, onde: p_ € a proporcao amostral o, €oerro padrao da proporcao amostral e

€ dado por: _ _ [p@-p) . O respectivo intervalo de confianca é dado por
o=

n
p-Z [pPAd-p) _ P<P+Z PA-P) onde: p € a propor¢do amostral Z € o valor da variavel
n n

normal padrao para o grau de confianca 1-« . n é o tamanho da amostra. O valor de Z que
é tabelado, devera ser consultado para Z . O respectivo erro padrao de estimativa sera
1—

o

2
1- |p- Zp(L-
e=2 Pl=p) , a amplitude A=2Z pl=p) e o tamanho da amostra n:(MJ .
n n p—-p
Neste caso deve obter-se o s a partir de calculo a ser feito com base nos dados recolhidos e
que compoem a amostra.

Factor de Correccao de Populacao Finita
Uma Populacao denomina-se finita quando %\I > 0,05 (ou seja, quando a fraccao amostral é

maior do que S %).
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usado para situacdes em que a

1- N —-n

Erro padrao da propor¢ao amostral o = \/ p( - P) \/ N1
n

populagédo € finita, isto € W>0,O5. Para os casos em que a populacdo € infinita, isto &,

n pd-p)

— <0,05 ai usa-se 05 =4|——-
N n

Exemplo
Uma amostra aleatoria de 100 eleitores do Municipio de Maputo da 55% como favoraveis a
um certo candidato. Determine os limites de confianca para a proporcéo global de eleitores
favoraveis ao candidato assumindo 95% de confianca.
Resolucao:
p=055=q9g=1-p=1-0,55=0,45
1-¢=095=a = 0,05:»%: 0,025:1—% =0975 Z _ =Z,4. =196
L :

p(p-zPE=P) o 5iz [PA=P)y
n n
= P(0,55-1,96 |22 x0T 055196 W):o,gs =

100
0,55-1,961/M <p< 0,55-1,96JM < 057<p<0,53
100 100

III Intervalo de confianca para uma variancia

1- Intervalo de confianca para uma variancia se a média € conhecida

Para o caso da varidncia, se conhecemos a média, podemos determinar a probabilidade
n n

Z(Xi_ﬂ)z Z(Xi_ﬂ)z

como sendo P(i:lf< o? <':1—2) =1-a onde 1l-a é o nivel de confianca. O
A a

1-£
2

n

Ao

2

n

2 2

Z(Xi_ﬂ) Z(Xi_ﬂ)
respectivo intervalo de confianca sera =+ ———— 2 ':1—2 em que o ;(i tem n-1
X a Xa 2

2 2

graus de liberdade.
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2- Intervalo de confianca para uma variancia se a média € desconhecida

Para o caso da variancia, se ndo conhecemos a média, podemos determinar a probabilidade

(n- 1)s <52 (n 1)s

a partir da seguinte expressdo: P(——— ~———)=1-a onde 1—a ¢ o nivel de

x a X a
1-=
2 2
n-1)s n-1s
confianca. O respectivo intervalo de confianca sera ( )s’ <o’ ( ) em que o )(i
2 L xe o 2
2 2
tem n-1 graus de liberdade.
2
S
E que X°= (n—l)—2 ~ ;(f_l , 0 que equivale a dizer que estamos em presenca da
o

distribuicao qui-quadratico.

Exemplo:

Suponha-se em presenca de uma populacdo normal, com parametros desconhecidos. Com
base numa amostra casual, com 16 observacdes, foi construido o seguinte intervalo de

confianca para a média da populacéao: ]7,398;12,602[. Sabendo que, com a informacédo da

amostra, se obteve S=4. Com base na mesma amostra construa um intervalo de confianca
a 95% para a variancia da populacao
Resolucao

1-a=095= 1—% =0975= lso0ams = 2755 = XEsous) = 6:26

|15x16 15x16[
€ )
1275 626 |

o y% € B,7273;38,3387]

IV Intervalo de confianca para a diferenca de médias

1- Intervalo de confianca para a diferenca de médias se os dois desvios
sao conhecidos

Para o caso em que todos parametros sdo dados excepto a diferenca de médias que se
pretende estimar, a respectiva probabilidade € dada por:

2 2
P(()TA—)TB)—an, ’ﬂ+&<,uA—,uB<()TA—)T )+Z Ia O-B) l-a, onde l-a é o
nA nB nA nB

grau de confianca, e o respectivo intervalo de confianca é daddo por
2 2 2 2
> o o, ©O > o o, ©O
(XA_XB)_anI _A+_B<ﬂA_,uB<(XA_XB)+an| —A+—2
nA nB nA nB
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Exemplo: Uma amostra de 150 lampadas eléctricas da marca A apresenta uma vida média
de 1400 hr e um desvio padrao de 120 hr. Uma amostra de 200 lampadas da marca B
apresenta média 1200 hr e desvio padrao de 80 hr. Determine os limites de confianca a 95
% para a diferenca das vidas médias das lampadas das duas marcas.

2 2
— — O (o2 — — O- O-
P((XA_XB)_anI nA"'nB </uA_luB<(XA_XB)+anI nA nB) l-a e
A B \ Na B

120% 802 [120% 802
P((1400-1200)-Z +—< <(1400-1200)-Z —)=09%<
(( ) cal 150 200 /uA :uB ( ) cal 150 200)

120" 80’ 120° 807
1400 —1200)—-1645. =220 + O < (1400-1200)-1645
( )- 150 200 KA THe ( )- 150 200

181,39 < u, — pt5 < 218,61

2- Intervalo de confianca para a diferenca de médias se os dois desvios
sao desconhecidos e as amostras sao grandes

A sua probabilidade é dada por

2 2
[X -X,-Z /S +—<,ul (X =X, +Z /S—+ } l-a, o respectivo intervalo de
s S2 s S2 ) .
confianca sera: Xl—X —Z |2+ (- ,uZ(X X +Z.|+~+-%, em que 1-aé o nivel de
n n n n

confianc¢a, n; e n, sdo tamanhos da primeira e segunda amostra, respectivamente. X; — X,
(diferenca de médias amostrais).

Exemplo: Foi realizado um estudo para determinar se um certo tratamento tinha efeito
corrosivo sobre determinado metal. Uma amostra de 100 pecas foi imersa num banho
durante 24 horas com o tratamento, tendo sido removido uma média de 12.2 mm de metal
com um desvio padrao de 1.1lmm. Uma segunda amostra de 200 pecas foi também imersa
durante 24 horas mas sem tratamento, sendo a média do metal removido de 9.1mm, com
um desvio padrao de 0.9mm. Determine um intervalo de confianca a 98% para a diferenca
entre as médias das populacoes, retirando conclusées quanto ao efeito do tratamento.

o
Resolucao: Como N, e Nn,sao grandes vamos utilizar 1-a = 0,98 = 5" 001le

7 K= X)) N(O1) 1-a=098=1-%=0099, logo
S, S 2
100 200
P(Z(Z440)= 0,99 = Z; 4, = 2,326 P(-2,33(2(2,33)=0,98 <

& Pl X, —-X,-2326,| - SZ S, -2 ( (X,—X,+2326,| "L SZ S, =0,98
17 2 T A0 100 T g00 A T H 100 200
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Entdo, para S/ =11°> e S2=0,9% o intervalo de confianca para u, — i, a 98% de confianca

(ou com 2% de risco de erro) vai ser:
2 2 2 2
(12,2-91)-2,326,| — 11 09 (4, — 11,((12,2-9,1)+ 2,326, | — 1L 09
100 200 1OO 200

2,804( 1, — 1,(3,396. Como u, — u,)0, Concluiu-se que o tratamento tem efeito corrosivo no
metal

3- Intervalo de confianca para a diferenca de médias se os dois desvios
sao desconhecidos e tamanhos da amostra pequenos
A sua probabilidade é dada por

P[Xlizt\/(i_i_i)(n ~1)S2+(n, — 1)SZ< = 1(X, ~X +t\/(— i)(n1—1)512+(n2—1)822 1y

n n, n +n,—2 n n, n +n,—-2
o respectivo intervalo de confianca sera:
1.(n, =S} +(n, -1)S - o 1 1.(n-DS?+(n,-1S?
X, - X —t\/( )( )S; +(n, )2<1 2<X1—X2+t\/(—+—)(l )S; +(n; )2,
n, n2 n,+n,—2 n n, n,+n,—-2

em que 1—a é o nivel de confianca, n; e n» sao tamanhos da primeira e segunda amostra,
respectivamente. X, —X,. Estamos na presenca de uma distribuicdo t-student com
n,+n, -2 graus de liberdade.

Exemplo: Foi realizado um estudo para determinar se um certo tratamento tinha efeito
corrosivo sobre determinado metal. Uma amostra de 16 pecas foi imersa num banho
durante 24 horas com o tratamento, tendo sido removido uma média de 12.2 mm de metal
com um desvio padrao de 1.1mm. Uma segunda amostra de 25 pecas foi também imersa
durante 24 horas mas sem tratamento, sendo a média do metal removido de 9.1mm, com
um desvio padrdo de 0.9mm. Determine um intervalo de confianca a 98% para a diferenca
entre as médias das populacoes, retirando conclusées quanto ao efeito do tratamento.

Resolucao: Como N, e N,sao grandes vamos utilizar 1-a =0,98 = a_ 0,01 e

1-o =098 :»1—% - 0,99, logo

P[Yl—fz—t\/(nidri)(nl1)812+(n 1)S2< s 1(X, - X +t\/( 1)(n 1)812+(n221)822J—1—a

n, n +n, -2 n n, n +n, —

16 25) 16+25-2

(tt — 14,122~ 91+tJ( )

o 122_91_ t\/( 1. (16-111% +(25-1)0,9°
16" 25 16+25-2

2 2
1. (16-D11% +(25-1)09 ]:0’98
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Entdo, para S/ =11°> e S2=0,9° o intervalo de confianca para u, — i, a 98% de confianca

(ou com 2% de risco de erro) vai ser:
_ 2 _ 2 _ 2 _ 2
122-91-242 \/( 1, 1,(16-D11°+(25-109 i (122914 2,42 \/( 1, 1,(16-D11°+(25-109
16 25 16+25-2 16 25 16+25-2

Se o resultado for positivo, entao o tratamento tem efeito corrosivo.

V Intervalo de confianca para a diferenca de proporcoes

P (P, - 7, _Z\/pl(l— P), P@-P2) g _Z\/pl(l— P, PA-P)y_y
nl n2 nl nZ

Um intervalo de confianca para uma proporcao populacional é dado por:

P.- P, -Z\/ pl(l_ pl)+ pz(l_ pz) <p,-p,<P.-D, -Z\/ p1(1_ p1)+ pz(l— pz)
n N, n n,

onde: P, - P, € a diferenca de proporcao amostral Z € o valor da variavel normal padrao para
o grau de confianca 1-a . ni e n» sdo os tamanhos das respectivas amostras. O valor de Z

que ¢é tabelado, devera ser consultado para Z
1-=
2

Exemplo

Uma amostra aleatoria de 100 eleitores do Municipio de Maputo, para certos bairros, da
55% como favoraveis a um certo candidato, e outra de 100 eleitores para outro bairro, da
52% ao mesmo candidato. Determine os limites de confianca para a diferenca de proporcoes
de eleitores favoraveis ao candidato assumindo 95% de confianca.

Resolucao:

P, =055=q,=1-p, =1-055=045 P, =052=q, =1-p, =1-052=0,48
1—a:0,95:>a=0,05:>%=0,025:>1—%=0,975 7 =Zye =196

1—
2

0,55 x 0,45 N 0,52 x 0,48 <
100 100

0,55%0,45 N 0,52x0,48
1 100

0,55 x 0,45 N 0,52 x 0,48
100 100

0,55%0,45 N 0,52x0,48
100 100

P (0,55 — 0,52 —1,96\/ p,— p, <055-052 + 1,96\/ ) =0,95

0,55-0,52 —1,96\/ <p,-p,<055-0,52 +l,96\/

3. TESTE DE HIPOTESES

A. Teste de Hipoteses para variaveis Quantitativas

- Se nada é conhecido acerca da Populacdo, a estimacdo é usada para fornecer uma
estimativa de ponto e de intervalo acerca da Populacao.

- Se alguma informacao acerca da Populacao é proposta ou suspeitada, o Teste de Hipoteses
€ usado para determinar a plausibilidade desta informacao.
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Neste capitulo mostraremos a maneira de tratar a apresentacdo de um problema ligado a
mais um dos casos de inferéncia. Continuaremos a associar as distribuicoes de
probabilidade como foi feito no tema anterior (ligado a intervalos de confianca). Em vez de
procurarmos a estimativa do parametro, frequentemente parecera conveniente admitir um
certo valor hipotético para depois recolher uma amostra e procurar provar se estaria na
situacao ideal de ser aceite ou rejeitado.

Exemplo 1: Se o tratamento do Sida usando uma droga tradicional traria efeitos
secundarios, seria melhor analisar o caso assumindo que nao traz efeitos secundarios e,
depois com base em calculos rejeitar ou nao a essa afirmacao.

Exemplo 2: Se a camara de comércio de Maputo fixa o peso de um pacote de leite,
independentemente do fabricante, na formulacao da hipétese admitiriamos que para dois
produtores quaisquer, os seus pacotes tivessem diferencas no peso.

Formular uma hipotese dessa forma levaria a tanta preocupacéo ao investigador.

Definicao:

Hipétese: E uma sentenca sobre o valor de um parametro populacional desenvolvida para o
proposito de teste. Em geral as hipoteses resultam de questionamento de um valor achado
hipotético, com o objectivo de conhecer as razdes essenciais de se rejeitar enquanto esta
correcto (erro de tipo I- &) ou de néo rejeitar enquanto estiver errado (erro de tipo II - £).

Exemplos de hipdteses, ou sentencas, feitas acerca de um parametro populacional sdo:

1) O Rendimento médio mensal proveniente de todas as vendas de Mapatana em S lojas é de
300.000.000,00Mt. Na formulacao de hipdtese admitiriamos que as 5 lojas ndo tivessem
tido exactamente 300.000.000,00Mt de rendimento mensal

2) 10 % da producao do fésforo numa certa regiao € viciada.

Nos iriamos testar a hipotese de que a producao do fosforo naquela regiao nao € viciada.

i. Hipoteses Estatisticas

Denomina-se hipotese nula, aquela hipotese que se pretende testar e abreviadamente
escreve-se H, . A hipétese contraria a hipétese nula denomina-se hipétese alternativa,

abreviada por H,.

ii. Definicao

Teste de Hipoteses: ¢ um procedimento, baseado na evidéncia amostral e na teoria da
probabilidade, usado para determinar se a hipotese € uma afirmacédo razoavel e nao seria
rejeitada, ou é ndo razoavel e seria rejeitada.
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Os 5 (cinco) passos essenciais para um teste de hipoteses:

Passo 1: Estabeleca a Hipotese Nula (Ho) e a Hipotese Alternativa (Hi)
Passo 2: Selecione um nivel de significancia (&)
Passo 3: Identifique a Estatistica de teste (X; S; S?;
Passo 4: Formule uma regra de decisao

Passo 5: Tome uma amostra e obtenha uma decisao: (Nao rejeitar Ho) ou (rejeitar Ho e
admitir H;)

P)

Hipotese Nula Ho: Uma afirmacao (sentenca) sobre o valor de um parametro populacional.
Revela aquilo que pretendemos testar.

Hipotese Alternativa H;: Uma afirmacao (sentenca) que é aceite se os dados amostrais
fornecem evidéncia de que a hipétese nula € falsa e pode ser rejeitada.

Nivel de Significancia: A probabilidade de rejeitar a hipotese nula quando ela é
efectivamente verdadeira, ou seja, valor de « (alfa).

Erro Tipo I: Rejeitar a Hipotese Nula, Ho, quando ela é efectivamente verdadeira. A
probabilidade do erro tipo I € igual ao nivel de significancia, o (alfa).

Erro Tipo II: Aceitar a Hipotese Nula, Ho, quando é efectivamente falsa. A probabilidade do
erro tipo II é igual a £ (beta)

Regiao Aceitavel (RA) - é o conjunto de valores que nao rejeitam H,

Regiao Critica (RC) - é o conjunto de valores que rejeitam H,

Exemplo: Mrs. Llair € uma conhecida figura da sociedade que é célebre por pretender que é
capaz de provar um cha e dizer com 65 % de seguranca se foi adocado antes ou depois do
leite ter sido acrescentado. Uma senhora pouco delicada (talvez uma estrangeira....) resolveu
por em duvida as fenomenais capacidades gostativas de Mrs. Llair e propds ingenuamente
que lhe fossem dadas as provas, por uma ordem escolhida ao acaso, 10 chavenas de cha de
preparacao conhecida dos organizadores. O numero de respostas erradas sera a variavel
aleatoria X.

a) Explique os conceitos de hipétese nula, hipotese alternativa, regido critica, erro de tipo I e
erro de tipo II, utilizando esta situacao concreta.

b) Calcule o numero de chavenas de cha que Mrs. Llair teria de provar para que,
simultaneamente, ndo pudesse falhar o teste com mais de 1% de probabilidade, caso a sua
reindivicacao fosse verdadeira, e ndo pudesse passar com mais de 1% de probabilidade,
caso as suas respostas fossem fruto do acaso. Pode usar a aproximacdo por uma
distribuicao normal.
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Resolucao

a) Hipotese nula H_ : Mrs. Llair falha com probabilidade p, =0,35 a previsdo da ordem de

adicdo do acgucar e do leite;
Hipétese alternativa H,: Mrs. Llair responde ao acaso e "prevé" com probabilidade p, =0,5

a ordem de adicao do acucar e do leite;

Regido critica : escolhendo como estatistica do teste o nimero de respostas erradas X para
um dado numero n de chavenas provadas, sera o intervalo R = [Xc,n] tal que se X € R,

H, é rejeitada;

O erro de tipo I consiste em rejeitar erradamente H_, porque o nimero de falhancos X caiu
dentro da regido critica (Xe R ).
O erro de tipo II consiste em aceitar erradamente H_ , porque o numero de falhancos X nao

caiu dentro da regido critica (X¢ R. ), apesar de ser verdadeira H,.

iii. Tipos de Erros

Tabela 5.4 — Tabela de Decisao em Relacao H,

Situacéo de H, Tipos de Deciséo

Aceita Hy Rejeita Hy
Ho € verdadeira Deciséo Correcta Erro Tipo | - &
H, é falsa Erro Tipo Il - f3 Decisao Correcta

Estatistica de Teste (ou z efetivo, valor de t ou ;(2): E um valor, determinado a partir da
informacao amostral, usado para determinar se devemos ou nao rejeitar a hipotese nula.

Valor Critico (ou z critico, valor de t ou ;(2): O ponto divisor entre a regido onde a hipotese
nula é rejeitada (RC) e a regido onde ela ndo € rejeitada (RA). Este valor € obtido a partir da
tabela de z (normal padréo), da tabela de t (t de Student) ou da tabela de y* (qui-quadrado).

Testes de significincia unicaudais
Um teste € unicaudal quando a hipodtese alternativa, H;, estabelece uma direccao que nos
leve ao uso de digualdade > - maior, < - menor, < - menor ou igual ou > - maior ou igual.

Testes de significincia bicaudais
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Um teste é bicaudal quando néo existe uma direccao especificada para a hipétese
alternativa H,, representado por # (diferenca)

I- Teste da média populacional

a) Teste da média populacional- amostra grande, desvio padrao da populacao o é
conhecido.
X—u

Teremos Z=—+"—

n

22

Exemplo:
Para X ~ N(,u;lOO), n=25, Xx=1020 e a=0,05, determine a RC, erros da 2* espécie e a
funcao poténcia (supondo x =1010, 1030, 990 e 980) para:

H, : x, =1000
H, : x4, >1000
Resolucao:
P(X2k)=0,05 < P|Z z% =005 < P[Z <"‘$j=o,95
NF
k —1000 . ~ .
= ———=1645<k =1032,9 RC €[1032,9;+0[ 1020<1032,9 nio se rejeita H,

P-value de um Teste de Hipotese

P-value: Esta é a probabilidade (considerando que a hipotese nula é verdadeira) de ter um
valor para a estatistica de teste no minimo tdo extremo como o valor calculado (efectivo)
para o teste.

Se o p-value é menor que o nivel de significancia (« ), Ho € rejeitada.

Se o p-value € maior que o nivel de siginificancia (« ), Ho ndo é rejeitada.

Calculo do P-value

Teste Unicaudal (para a direita ou cauda superior):
p-value = P{z > valor da estatistica de teste calculada}

Teste Unicaudal (para a esquerda ou cauda inferior):
p-value = P{z < valor da estatistica de teste calculada}

Teste Estatistico Bicaudal

p-value = 2P{z> valor absoluto do valor da estatistica de teste calculado}

170Decente: Rodrigues Zicai Fazenda  z_fazenda@yahoe.com.bn cu wzfazenda@ustm.acmz 84-4934100



Manual de Estatistica Descritiva, Probabilidade e Tnferéncia Estatistica

b) Teste para a média populacional: grandes amostras, desvio padrao populacional o
desconhecido

Quando o é desconhecido, estimamos com o desvio padrao amostral s.
2-a) Quanto maior for o tamanho amostral, n>30, o z efectivo pode ser aproximado com

X - . .
= i . s é obtido apartir da amostra.

-

Z

2-b) Quanto menor for o tamanho amostral, n< 30, z efetivo pode ser aproximado com
X-u
S

Jn

Exemplo: De um universo normal de média e variancia desconhecidas, foi retirada uma
amostra aleatéria de 9 observagoes, cujos resultados foram Z X; =36, Z x? =162 . Proceda

T= ~ 1,4 com n-1 graus de liberdade.

ao seguinte ensaio de hipdteses H,:u =5 e H,;:u =6 para um nivel de significancia de
5%.

Resolucao:
E possivel observar que para H; a média é maior relativamente a da H,. Também pode-se

ver que o desvio ndo é conhecido e o tamanho da amostra é n=9, que significa ser amostra
pequena. Sendo assim deve-se usar distribuicdo t-student com n-1 graus de liberdade.

X=1%x =Tx36=-4 st= Loy N oxr e dk4r 22255515, logo
n 9 n-1 n-1 9 8
partindo de t,., 4 =1t 54 =186, teremos
P(X>k/u=5)=005< P|T=> kl_55 =005 P|T < kIS - 0,95
3 2
= 2x(k—-5)=186 < k =5,93 RC e[5,93;+oo[ com X =4<5,93 esta na regido de

aceitacgao, logo nao se rejeita H .

IT Teste de hipoteses: duas médias populacionais
Assumamos que os parametros para duas Populagoes sao: y,,,,0, € 0,.

Caso I: Quando O ;, 0 , sao conhecidos, o valor de Z sera dado por:
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Exemplo:

A altura média de 50 estudantes do sexo masculino que tiveram participacdo acima da
média em competicoes desportivas da Univerdidade Eduardo Mondlane, é de 68,2
polegadas, com desvio padrao de 2,5 polegadas, enquanto que um grupo de 50 estudantes
que nao demonstraram interesse em tais competicées acusa altura média de 67,5
polegadas, com desvio padrao de 2,8 polegadas. Teste a hipotese de que os estudantes que
participam activamente nas competicoes sdo mais altos do que os que nao se interessam
por elas.

Resolucao:

Devemos decidir entre as duas hipoéteses
H, : &, = 1, , nao ha diferenca significativa entre as alturas médias

H, :u, > u,, Altura média do 1° grupo € superior a altura média do 2° grupo

2 2 2 2
Pela hipdtese H, u, . =0 o, . = \/0—1—1-2 = \/(2’5) +@ =0,53

e “%\n, n, V5 = 50
Onde utilizamos o desvio padrao amostral como estimativa de o, e o,
X, - X —
Entao Z—1-%2 082-075

0,53

o
rejeitariamos a hipotese H_, se Z fosse superior a 1,645 assim ndo podemos rejeitar a

=132. Com base num teste unilateral ao nivel de 0,05,

X=X,

hipotese ao nivel de 0,05.

Caso II: Quando 0,,0, nao sao conhecidos mas os tamanhos amostrais n; € n, sao
maiores 30, a estatistica de teste (Z efetivo) é:

Caso III: Quando 0,,0, nao sao conhecidos mas os tamanhos amostrais n; e nz sao
menores ou iguais a 30:

T =
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Exemplos

1- O Instituto Agrario do Chimoio deseja testar um determinado Nitrato, para os campos de
producao de trigo no Buzi. Para isso escolheram 24 espacos de terra da mesma area; em
metade desses espacos usou-se o fertilizante e na outra metade ndo. Quanto ao mais, as
condicoes sdo idénticas para os dois grupos de espacos de terra. A safra média do grupo de
terra nao tratada com o fertilizante foi de 4,8 celeiros com desvio padrao de 0,4 celeiros,
enquqnto que a safra do grupo onde usou-se o fertilizante foi de 5,1 celeiros com desvio
padrao de 0,36 celeiros. Podemos concluir que haja melhoria significativa na producao de
trigo devida ao emprego do fertilizante adoptando o nivel de significancia de 5%?

Resolucao:

Seja u, e u, médias das populacgoes de terras tratadas e nao tratadas com o fertilizante
respectivamente. Temos que decidir entre as duas hipoteses a seguir

{HO : i, = i, Nao ha diferenca e se existir € devida ao acaso

H,:u, > u, Ha diferenca devida ao emprego do fertilzante

Como n;<30 e n,< 30, usemos a distribuicdo t-student, com n,+n,-2 graus de liberdade.

— — 2 2 2 2
— — n,;s; +n,s 12(0,4)" +12(Q,
T, - X, =X, __ 51-48 _185 O_:\/ 191 222 :\/ (012) ‘;-2 (0236) —0,397
ca ’ n+n,— +12-
ox [+t oser lil P
n n, 12 12
t(22.0,95) = 1,82 como Ty >1,,,45, entdo rejeita-se H,, o que quer dizer que a diferenca €

devida ao uso do fertilizante. Atente para o facto de que T, ser o valor calculado.

2- Uma exploracao agricola pretende testar o efeito de um novo estrume natural sobre a
producao de batata. Para tal, escolheram-se 24 hectares de terra, metade dessa area foi
tratada com o novo estrume, e a outra metade sem ele. As restantes condicoes sao idénticas
e a producao tem um comportamento normal. A colheita média por hectare tratado com o
estrume foi 1,5t de batatas com um desvio padrao de 0,36t. A safra média por hectare
restante foi 4,8t com um desvio padrdo de 0,4t. Podemos concluir que ha melhoria
significativa na producao de batata devido ao emprego de novo estrume natural a um nivel
de significancia de 0,05?

Resolucao:

Dados =005 n=24 X,=15t X,=48 S,=0,36t S, =0,4t

H, :u, =#; Nao ha nenhuma melhoria na producdo da batata pelo emprego de novo
estrume

n F7ING7A Ha melhoria significativa na producdo da Batata pelo emprego de novo
estrume
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P()TB>>TA): P()TB - )TA>0):O’05

Pl i en,-2)€ K=o~ 1) =005
i+i (nB _1)85 +(nA _1)85\
ng N, Ng +Nn, —2
2,82 K-33 < K)3,36 = RC = [3,36;+o]
\/1){ 11x0,4° +11x 0,367
6 22

)?B - )TA =48t -15t =33t Nao rejeitamos H, e pode-se afirmar que ndo ha melhoria na

producao

II Testes referentes a proporcao

Proporcao: Uma fraccao ou percentagem que indica uma parte da Populacdo ou amostra
que tem um particular traco de interesse. A proporcao amostral € denotada por p onde:

ndmero de sucessos na amostra
tamanho da amostra

p=

P-Pp
pd-p)

n

O valor de teste € z= = proporcao populacional e P = proporcao amostral

Exemplo

3- Um fabricante de um determinado sal de cozinha alega que o mesmo acusou 90% de
eficiéncia em aliviar o problema do boéssio. Pegou-se numa amostra de 200 individuos que
sofriam de bossio; o sal deu resultado positivo em 160. Determine se a alegacao do
fabricante é legitma ou nao.

Resolucao: Com se vé, teremos que testar se a alegacdo constitui uma realidade ou nao
H,:p=09 A alegacao é correcta
H,:p<09 A alegacao é falsa

Escolhemos um teste unilateral a esquerda, pois o que queremos € determinar se a
proporcao de individuos beneficiados € muito baixa 1-0=090=a=001 Z,=-233.A

alegado sera legitima caso Z, >Z,. Entdo vejamos: Tomando H,-Verdadeiro
u=np=200x0,9=180
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:M:—4,73. Como Z <Z

=./npgq =+/200x0,9x01 = 4,23 Z, a’
o =/npg =+/200x 0,9 ! 4,23

rejeitamos

H,, pelo que a alegacéo € falsa
p

III- Teste de diferenca entre duas proporcées populacionais

n; € o tamanho da amostra da Populacao 1.
n, € o tamanho da amostra da Populacéao 2.

p ¢ € a meédia ponderada das duas propor¢oes amostrais, calculada por:
— numero total de sucessos X+ X,

°  tamanho total das duas amostras n, +n,

X1 é o numero de sucessos em nj.
X, € 0 numero de sucessos em ns.

Exemplo

4- Dois grupos A e B sao constituidos cada um por 100 pessoas com a mesma doenca. E
ministrado um soro ao grupo A, mas nao ao B (grupo de controlo). Verificou-se que 75 e 65
pessoas dos grupos A e B, respectivamente, se curaram da doenca. Teste a hipotese do soro
auxiliar a cura da doenca para o niveil de significancia de 1 %;

Resolucao:

Sejam P(A) :%:0,75 e P(B) :%:0,65 as probabilidades de cura nos grupos A e B

respectivamente, conduzindo as hipoteses:

H, : p» = Pg - Nao se nota nenhum efeito de aplicacao do soro

H,:p, > pPs - A aplicagdo do soro auxilia na cura da doenca

Zoss = 2,326 2,10 *pB)_(p’i Ps)_ 2.15-0.85 _ 010 5605
PAda , Pals J0,75x0,25 ,065x035 0064
Na Ng 100 100

como Zj4 <Z, Nao se rejeita H|

cal

IV Teste de hipoteses para variancia

a) Teste de hipoteses para variancia se a média i nao é conhecida
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,  (n-1)s°

= — E uma distribuicdo qui-quadratico com n-1 graus de liberdade, deveremos
o}

comparar com o valor tabelado ;((anl;lfa)

Exemplo:

5- Um amostra de 10 elementos extraida duma populacdo normal forneceu variancia igual a
12,4. Esse resultado € suficiente para se concluir a 5% de significancia, que a variancia é
inferior a 25?

Resolucao:
2
H,:0% =25 Hea =Xs = 4 1)5 _ A28 _ 4 4e
o 25
H,:0%<25 o critico sera ;(92;95% =3325 , como 2, > ¥ius» NAO se rejeita
H

b) Teste de hipoteses para razao de variancias

Para este caso usamos a distribuicao de F-Fisher. Este tipo de teste € muito usado em
laboratérios de Medicina com objectivo de apurar a razao de variabilidades entre a mostra
antes do ensaio e a amostra depois do ensaio.

S; )
Fa= Pl F., - € o valor calculado Fabeta = Fn10,-1.0)
2
Exemplo:

6- Uma amostra de 10 elementos extraida duma populacao forneceu uma variancia igual a
12,4. Esse resultado € suficiente para construir a 5% de significancia, que a variancia dessa
populacao é inferior a 25.
Resolucao:

H,:0°=25

H, :0? <25 Como F s6 traz valores criticos a direita, entao, adaptamos o teste

para:
H,:25=0” Ovalor 67 ¢é considerado como uma estimativa de variancia
2
) s, 25 5
comv=w |H :25>0 Froosw =—5 = 4 ~ 2,016 Fubela = Foos0 = 2,71 logo, nao
9, 52 , 9,

se pode rejeitar H,
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Erro tipo II ou da 22 espécie (probabilidade de nao rejeitar H, dado que H, & falso)

ou simplesmente erro [

Este tipo de erro € util para determinar o poder do teste que é 7 =1— . Neste caso € dado

por

[ =P(Nao rejeitar H,/H, é falso)= P(Nao rejeitar Ho/H1)= P($ € RA /H)) em que & -Estimador

e RA — Regiao Aceitavel

Exemplo:

7.Para X ~ N(,u;100), n=25, X=1020 e a=0,05, calcule a RC, erros da 2* espécie e a
funcao poténcia (supondo x =1010, 1030, 990 e 980) para:

H, :x, =1000
H, :u, #1000
Resolucao:

a 0,05 k, —1000
< =1 >_1 77"

P(X <k,) S Pz

J25
e 0,05 k, —1000
> =" >_2 —77

P(X >k,) e P22

V25

RC € |- 0;960,8] [1039,2;+00]

Tabela 5.5 — Erros de 22 espécie e

=0,025=

=0,025=

k, —1000

k, —1000
2

=196 < k, = 960,8

poténcia do teste

H Bu) ()
1010 0,9279 0,0721
1030 0,6772 0,3228
990 0,9279 0,0721
980 0,83 0,17
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B. Teste de hipoteses para variaveis qualitativas

Recordemos que variaveis qualitativas sdo aquelas que podem ser representadas por letras
porque exprimem uma qualidade. Sao casos de nacionalidade (Mocambicana,
Zimbabweana, Malawiana, etc), cor dos cabelos (pretos, castanhos, etc), etc. Neste
subcapitulo so se trata de realizar teste de hipoteses entre duas variaveis qualitativas, em
que as respectivas observacoes podem ser classificadas em diversas categorias mutuamente
exclusivas.

O problema de mensuracdo do grau de associacdo entre dois conjuntos de scores € de
caracter bem diferente do teste da simples existéncia de uma associacdo numa determinada
populacao, tomando uma ou mais variaveis quantitativas. Naturalmente, ha interesse em
avaliar o grau de associacdo entre dois conjuntos de scores referentes a um grupo de
individuos, o que pode ser satisfeito fazendo uma avaliacao dum teste qualitativo.

i. Tabelas de contingéncia

Sao tabelas usadas para testar a existéncia de relacoes entre duas variaveis. Em portugués
nao tem o mesmo significado. Segundo varios dicionarios, caso do dicioario mais
gramaticada Mocambique Editora, 3* edicdo de 2002, s6 para citar, define “contingéncia”
como sendo s.f. eventualidade, possibilidade imprevisivel. Em estatistica, a palavra
“contingéncia” esta mais proxima dos significados atribuidos em Inglés.

O teste chi-square ou chi-quadrado (x2) ¢ o mais usado para avaliar a relacdo entre duas
variaveis qualitativas. Este teste é nao paramétrico, diferentemente do teste quantitativo

que tem parametros u, o OU o? em que a variavel suporta-se pela distribuicdo normal, o

que € mais util, jA que nao precisa da suposicdo de normalidade das variaveis para analisar
o grau de associacao entre elas. Porém, este teste € menos poderoso que o teste
paramétrico.

O teste nao paramétrico distingue-se em dois: o de independéncia e o de homogeneidade.

ii. Teste de independéncia e teste de homogeneidade

Suponha que a policia da Republica esteja interessada no desempenho dos seus Agentes em
actividades de seguranca e na participacdo activa dos seus chefes. Suponha que ela
categorize o desempenho dos Agentes em trés grupos: baixo, médio, alto e, do mesmo modo,
categoriza a participacao dos chefes em dois grupos: activa e fraca. Suponha ainda que esta
actividade é desenvolvida entre 300 Agentes.

Neste caso a policia pode delinear sua pesquisa de duas formas:

Caso 1. Selecionar uma amostra de agentes aleatoriamente e examinar em que célula cada
uma esta alocada, logo o tnico valor fixo sera o total geral que sera de 300. Mas os totais de
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colunas e de linhas serao frutos da pesquisa, portanto, aleatérios, neste caso estamos frente
a um teste de independéncia de variaveis.

E a tabela de contingéncia sera:

Tabela 5.5 — Distribuicao aleatéria de 300 Agentes por participacao dos chefes e desempenho

Participacédo Desempenho dos Agentes

dos chefes Baixo Médio Alto Total
Activa Aleat6rio > . .
Fraca aleatorio Teste de independéncia
Total Aleatdrio Aleatdrio Aleatdrio 300

Atente para o facto de que podera-se fixar o numero de Agentes de acordo com seu
desempenho.

Caso 2. Realizar uma amostra aleatoria de 100 de cada grupo de agentes, logo os totais das
colunas serao fixos, mas os totais das linhas serao aleatérios e assim estaremos frente a um
teste de homogeneidade:

E a tabela de contingéncia sera:

Tabela 5.5 a) — Distribuicdao de desempenho de 300 Agentes com participacao
aleatoria dos Chefes Desempenho

Participacéo Desempenho dos Agentes

dos chefes Baixo Médio Alto Total
Ativa Aleat6rio > .
Fraca aleatorio Teste de homogeneidade
Total 100 100 100 300

Os totais das colunas e das linhas, sao denominados totais marginais. Quando os totais
marginais variam livremente, o teste de associacao é chamado de independéncia, e quando
um dos conjuntos, linha ou coluna € fixado pelo pesquisador entdo € chamado de teste de
homogeneidade. Isso vai depender do pesquisador. No exemplo da policia, observemos que
para ela € muito mais facil fixar o nimero de Agentes segundo seu desempenho, do que
fixar pela participacao dos chefes, que, apriori sera dificil.

I. Teste de Independéncia

Repare na légica do teste com base noutro exemplo bastante simples. Suponha que 125
jovens foram expostos a trés tipos de aprendizagem, sobre quimica. Apos a aprendizagem foi
solicitado a cada jovem para indicar qual dos métodos mais gostou. O que se deseja saber é
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se a escolha do método de ensino esta relacionado ao género da pessoa: pois suspeita-se de
que o género pode estar influenciando no desempenho. Veja os dados na tabela a seguir:

Tabela 5.6 — Distribuicao de Tipo de aprendizagem por sexo

. Tipo de Aprendizagem
Genero A B C Total
Meninos 30 29 16 75
Meninas 12 33 5 50
Total 42 62 21 125

Analisando atentamente a Tabela, composta por valores absolutos, percebemos que:

A amostra esta composta por mais meninos do que meninas,
Nas aprendizagens A e C o nimero de meninos € maior do que meninas, e
Na aprendizagem B essa relacao se inverte, isto €, mais meninas que meninos.

Contudo, essa analise fica prejudicada pela composicdo da amostra, que tem mais meninos
do que meninas. Portanto, a primeira coisa a fazer é analisar as estruturas percentuais,
mostradas na Tabela a seguir, ou seja retirar a influéncia da amostragem:.

Percentagens de jovens por

Tabela 5.6 a) — Percentagens de jovens
por tipo de aprendizagem escolhida

100 EMenino OMenina

Tipo de Aprendizagem

Género A B C Total

Meninos 71% 47% 76% | 60%
Meninas 29% 53% 24% | 40%
Total 100% 100% | 100% | 100%

Fig 5.1

Tipo de Aprendizagem

Observe cuidadosamente a tabela anterior, onde 60% da amostra € composta por meninos.
Se a preferéncia dos jovens pelas aprendizagens nao dependesse do género, esperariamos
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que a estrutura percentual para cada aprendizagem ficasse em torno de 60% para os
meninos e 40% para as meninas, desvios grandes destes percentuais estariam mostrando
evidéncias de que existe alguma relacdo entre essas variaveis. Essa inspeccao intuitiva
também, pode ser feita analisando a estrutura dentro de cada género como a seguir se
ilustra.

Percentagem de jovens por género Tabela 5.7. Percentagem de jovens por
e tipo de aprendizagem escolhido género e tipo de aprendizagem escolhido

Tipo de Aprendizagem
80-/ [ ]

oA ]3] EC

Tipo de Aprendizagem

601 Género A B C Total
Meninos | 40% 39% 21% 100%
Meninas | 24% 66% 10% 100%

Total 33% 50% 17% 100%

Meninos Meninas Fig 5.2

Analisando a Tabela atras, observamos que as meninas tem uma forte preferéncia pela
aprendizagem B, enquanto que os meninos se dividem entre a aprendizagem A e B.

Assim, intuitivamente percebemos que existe interferéncia do género na preferéncia, agora
precisamos saber até que ponto essas diferencas se devem ao acaso, ou a existéncia de
associacao entre as duas variaveis:

X: preferéncia pela aprendizagem ( A, B e C) = qualitativa
Y: género (meninos, meninas) = qualitativa

Hipotese nula: A preferéncia pela Aprendizagem nao depende do género da crianca
Hipotese alternativa: A preferéncia pela aprendizagem depende do género da crianca
(ou, o género interfere na preferéncia pela aprendizagem)

ou
H,: independéncia de variaveis
H:: dependéncia de variaveis

Como deveriam ser os valores a serem observados se as variaveis fossem nao dependentes?,
ou dito de outra forma, sob a hipotese nula, de independéncia de variaveis, como deveriam
ser os valores a serem observados? A légica nos diz que esses valores devem estar muito
proximos da estrutura percentual global. Esses valores sao denominados de valores
esperados.

Tabela 5.8 Tipo de Aprendizagem Tabela 5.9 Valores esperados
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Género A B C Total Género A B C Total

Meninos | 60% 60% 60% 60% Meninos 25 37 13 75

Meninas | 40% 40% 40% 40% Meninas 17 25 8 50
Total 42 62 21 150 Total 42 62 21 150

Observe que cada valor esperado foi calculado supondo que a estrutura percentual global se
mantém em cada coluna:

Calculando os valores esperados, sobre a suposicdo de independéncia, teremos:
Valor esperado menino, aprendizagem A: 60% de 42 = 25,2
Valor esperado menino, aprendizagem B: 60% de 62 = 37,2
Valor esperado menino, aprendizagem C: 60% de 21 = 12,6
Valor esperado menina, aprendizagem A: 40% de 42 = 16,8
Valor esperado menina, aprendizagem B: 40% de 62 = 24,8
Valor esperado menina, aprendizagem C: 40% de 21 = 8,4

O mesmo teria acontecido se fixarmos primeiro a aprendizagem:
Valor esperado aprendizagem A, menino: 33,7% de 75= 25,2
Valor esperado aprendizagem A, menina: 33,7% de 50= 16,8
Valor esperado aprendizagem B, menino: 49,6% de 75= 37,2
Valor esperado aprendizagem B, menina: 49,6% de 50= 24,8
Valor esperado aprendizagem C, menino: 16,8% de 75= 12,6
Valor esperado aprendizagem C, menina: 16,8% de 50= 8,4

Tanto faz fixar a linha ou a coluna pois:

total _linha *total _coluna . total _coluna total _linha
=total linha*——————=total_coluna* ————

esperado =
total _geral total _geral total _geral

Por exemplo, calculemos o valor esperado da primeira linha e primeira coluna:

75742 =75% 42 —42*ﬁ—252
125 125 125 7

esperado =

Assim calculando os valores esperados para todas as células temos:
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Tabela 5.10 - Valores esperados para Tipo de Aprendizagem

Valores esperados para Tipo de Aprendizagem
B

Género A C Total
observado|Esperado obs%rvad esperado obs%rvad esperado
Menino 30 25,2 29 37,2 16 12,6 75
diferenca +4,8 -8,2 + 3,4
Menina 12 | 168 33 | 248 5 | 84 50
diferenca -4,8 + 8,2 -3,4
Total 42 62 21 125

Dentro de cada célula, no canto superior esquerdo colocamos o valor observado, no canto
superior direito o valor esperado (sob a hipdtese de independéncia) e, na parte inferior, a
distancia entre o observado e o esperado. Logo, se as variaveis fossem nao dependentes, as
distancias entre os valores observados e esperados deveriam ser muito pequenas, caso
contrario havera indicios de dependéncia. A pergunta agora é: quando € que distancia é
pequena ou grande? Para isto devemos calcular o valor chi-quadrado da amostra:

B z (observado — esperado)?
B esperado

2
X amostra

que tera uma distribuicdo chi-quadrado com v graus de liberdade

v=graus de liberdade
v=(n° colunas —1)*(n° linha-1)

—>

2 2
4 amostra 4 v

No nosso exemplo:
, (48 (-82)°
amostra 25,2 37,2

(+3,4)?
12,6

(_4!8) 2
16,8

(+8,2)°
248

(_3!4) ?
8,4

Y2amostra= 0,914 + 1,808 + 0,917 + 1,371 + 2,711 + 1,376

2amostra= 9,09818  ==> onde v = (2-1)*(3-1)=1*2=2

Para aceitar ou rejeitar a hipotese devemos procurar na tabela chi-quadrado, com dois
graus de liberdade. Para a =5%, o valor critico € 5,991, como o valor da amostra é maior
que o valor critico, logo rejeitamos a hipotese nula, concluindo que o género interfere na
preferéncia pelas aprendizagens.
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Regiao
Regido de de
Aceitacao Rejeicao

(1I-a)=95% a =5%

% Y2amostra= 9,09818

72:=5,991
Fig 5.3

iii Limitacoes do teste y2:

Infelizmente, o teste chi-quadrado nao permite concluir como se da a relacdo, uma vez que
ele testa apenas a hipotese geral de que as duas variaveis sdo nao dependentes.
Examinando a distancia entre valor observado e esperado. Por exemplo, observamos que as
meninas tem uma maior preferéncia pela aprendizagem B, porém ndo podemos concluir
nada.

Uma outra limitacdo do teste chi-quadrado é que o valor esperado das células nao deve ser
menor ou igual a 5, pois isso torna vulneravel a estatistica. Nesse caso, tem que se usar
outra estratégia.

Teste de homogeneidade

Quando testamos independéncia de variaveis, o pesquisador so6 controla o tamanho total da
amostra, mas os totais para cada coluna e linha sao aleatérios. No caso do exemplo
anterior, os pesquisadores selecionaram aleatoriamente 125 jovens, das quais 75 eram
meninos e 50 meninas. Ele ndo fixou o numero de meninos e o numero de meninas.

Vejamos um exemplo de teste de homogeneidade. Retomemos o exemplo inicial e
suponhamos que a policia fixou o tamanho dentro de cada grupo de agentes e os resultados

foram os seguintes:

Numero de agentes segundo seu desempenho em Agente e
participacao dos chefes nas actividades

Tabela 5.11 — Desempenho de Agentes

Participacao Desempenho dos Agentes
dos chefes Baixo Médio Alto Total
Ativa 5 25 70 100
Fraca 95 75 30 200
Total 100 100 100 300
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A hipotese nula esta a testar que a proporcao de agentes com baixo desempenho € igual a
proporcao de agentes médio e igual a proporcao de agentes com desempenho alto, quando
seus chefes participam activamente nas actividades, contra a hipotese alternativa que
indica que existe pelo menos uma proporcao diferente.

iv. O Coeficiente de contingéncia

O coeficiente de contingéncia € uma medida do alcance da associacdo ou relacao entre dois
conjuntos de atributos. Ele é calculado em funcao do valor calculado na tabela de
2

V4
2> +N
Onde N é o tamanho da amostra geral. No exemplo das aprendizagens de TV, o coeficiente

de contingéncia sera: C = w =0,26047
9,09818+125

O Teste exacto de Fisher

contingéncia e nao depende da ordenacédo das categorias das variaveis: C =

A prova de Fisher é util quando trabalhamos com variaveis categorizadas e quando o
tamanho das amostras ndo dependentes é pequeno. E utilizado quando duas variaveis s6
podem ser catalogadas em duas possiveis categorias ou niveis, logo em tabelas de
contingéncia 2x2.

Tabela 5.12 — Hiposes para teste de Fisher

Grupos
nao Positivo Negativo Total
dependentes
Grupo I A B A+B (Fixo) ) .
Grupo II C D C+D (Fixo) Ho: mdepenAder?ua
Total A+C B+D N (Fixo) | H,: dependéncia

O método esta baseado na distribuicao hipergeométrica, calculando a probabilidade de
observar um determinado conjunto de frequéncias numa tabela 2x2, quando se consideram
fixos os totais marginais, sob a hipotese de nulidade, ou seja independéncia de variaveis.

A+C\B+D
pz(A J[B J:(A+ B)I*(C+D)I*(A+C)!*(B+D)!
N N!*A*BI*CI*D!
[A+ B]

p-valor, ou seja a probabilidade de rejeitar a hipotese nula sob a suposicdo de
independéncia; em outras palavras, € a probabilidade de afirmar que sao dependentes
quando na realidade as variaveis sdo ndo dependentes. Esse valor deve ser comparado com
o nivel de significancia estipulado pelo pesquisador.

Essa probabilidade, na realidade é o
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Exercicios Resolvidos

1- Uma populacdo encontra-se dividida em trés estratos com tamanhos respectivamente
N, =80, N, =120, N,=60. Ao realizar uma amostragem estratificada proporcional, 12

elementos da amostra foram retirados do 1° estrato. Qual é o niimero total dos elementos
da amostra?

Resolucao:

n 12
Calculemos a frequéncia para o estrato 1 que possui n, =12. f =N—1:%:0,15. Como ¢é
1
estratificada proporcional, significa que a frequéncia nos estratos € igual. Sendo assim,
teremos:
n,=N,xf =120x015=18 e N, =N;xf =60x015=9. Portanto, o tamanho da

amostra sera: N=n,+N, +n, =12+18+9 =39

2- Realizou-se uma amostragem entre os moradores da cidade de Maputo da seguinte
forma: em cada distrito sorteou-se um numero de quarteirbes proporcional a area do
distrito. De cada quarteirdo foram sorteados cinco residéncias cujos moradores sao
entevistados. De que amostragem se trata?

Resposta:

E estratificada pois possui unidade primaria “distrito” e secundaria “quarteirdes”
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3- Retire uma amostra aleatéria de 32 elementos e determine a média e mediana, para os

rendimentos de 220 mocambicanos residentes na cidade de Maputo. Os dados a seguir e

estdo expressos em milhdes de meticais.

8,9
5,2
6,3
8,7
8,4
3,4
2,9
5,3
5,4
5,8
7,5
8,1
8,3
9,1
4,5
5,3
6,1
6,1
2,7
9,1
3,3
6,4

3,25
8,8
5,4
7,2
8,6
8,3
7,9
1,1
1,3
4.5
8,7
3,6
3,5
4.6
5,3
4.6,
8,7
6,4
2,1
4,3
5,4
4.5

4,3
7,4
8,6
7,5
6,4
9,2
3,4
9,1
8,1
6,0
4,0
6,5,
8,7
6,8
9,4
2,3
8,7
9,6
8,4
5,4
6,4
7,2

3,2
8,4
7.6
8,7
9,8
6,8
3,8
5,1
6,7
7,5
4,3
6,1
7,2
4.6
5,8
3,4
7.6
8,4
3,1
8,1
6,2
4,1

5,1
5,7
5,4
8,7
6,4
3,5
1,2
45
6,4
3,5
5,5
6,6
2,3
1,1
7,2
8,3
7,3
6,4
5,2
5,4
3,4
4,2

7,3
6,9
5,9
8,7
6,9
4,2
6,6
8,8
2,3
2,1
3,0
5,0
8,6
4.4
3,9
7,5
8,3
4,6
6,6
6,4
5,4
4,1

2,4
7,4
5,3
7.8
6,9
4,2
3,5
7,5
8,6
9,7
3,5
4.6
2,8
3,9
3,7
4.6
7,3
6,3
7.8
8,7
5,4
7.6

5,3
5,4
5,7
8,7
1,4
2,5
3,4
1,1
6,6
8,2
3,3
2,2
2.4
7,9
4.6
2,4
8,3
6,4
4,1
8,6
6,7
8,7

6,4
4.4
1,5
1,4
1,3
6,9
8,7
2,5
1,5
3,4
2,4
1,4
5,6
3,6
2,4
9,7
5,6
8,7
6,4
7,2
7,3
6,7

7.7
1,7
1,5
4,5
9,5
9,6
8,3
5,7
9,4
2,1
4,9
8,5
6,7
8,4
6,7
3,4
6,1
8,0
9,0
9,1
5,2
4.6

4- Considere uma variavel aleatéria normal de varidncia igual a 4, recolheu-se a seguinte
amostra: 3, 7, 9, 10, 11, 12, 12, 14.

a) Determine um intervalo de confianca a 90% para a média.

b) Qual deveria ser o grau de confianca a utilizar para que a amplitude do intervalo
fosse 2,777

c) Indique a dimensdo da amostra que consideraria para que o erro cometido fosse

inferior a um, nas condic¢oes da alinea a)

d) Explique sucintamente o que aconteceria se aumentasse para 99% o grau de
confianca, mantendo a amostra.

Resolucdo: Dados: o2 =4

X =9,75

a) 1-a =090 = 1—% —0,95=> Z, 4 =1,645
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e }9,75 _1645-2.:9,75+1 645i{ = 8,5868;10,9132]

N ]

b) 2Z i:2,77:>le:1,9587:>1—%:O,9747:>1—05z0,95
2

17% \/g

c) 2><1,645sz1:> n>(4x1,645)° = n>44
d) O intervalo fica com a maior amplitude. Mas que precisa achar esse intervalo como feito
na alinea a)

5- Construiu-se uma maquina para produzir rolamentos com esferas de diametro médio de
0,500 cm e desvio padrao 0,08 cm a 99% de confianca. Para verificar o bom funcionamento
da maquina € retirada uma amostra de 6 rolamentos de duas em duas horas e calcula-se o
diametro médio de cada amostra, tendo-se observado uma meédia de 0,52. Sera que o
padrao ainda é cumprido?

Resolucao:
A média dos diametros dos 6 rolamentos devera estar compreendida no intervalo
PR-Z-Z < u<x+2-Z)c1-a o P052-22% < 1 c052+72 9% _ 099

n i 3 G
0,08 0,08

052-2575—=< u<052+2575—= < 0,436 < £ < 0,602 Sim ainda é cumprido

G G

Suponha-se em presenca de uma populacdo normal normal, com parametros
desconhecidos. Com base numa amostra casual, com 16 observacoes, foi construido o

seguinte intervalo de confianca para a média da populacao: ]7,398;12,602[

Sabendo que, com a informacdo da amostra, se obteve S=4, qual o grau de confianca que
pode atribuir ao intervalo atras referido?

Com base na mesma amostra construa um intervalo de confianca a 95% para a variancia
da populacao.

Suponha que a verdadeira varidncia da populacao é 44. Se pretender construir um intervalo
de confianca (a 95% para a meédia da populacao) cuja amplitude nao exceda 6.5, qual
devera ser a dimensao da amostra a considerar?

Resolucao:
? X —t i=7398 X —t L=7398
oat) 8 P L
X+t % _12602 X - 4 _ 7308
)6 vy

a

2t =5204=1t = 2,602
15; 15

188 =1-a =098
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b) 1-a =0,95= 1—% =0,975= #ls001s) = 27,5 = Zis00s) = 626

o o [15x16.15x16] 2 19997330 3387

| 275" 626 |
2
c)Com s*=44 1-a=0975 &£=65 2x201975x%£6,5:>n2(%J =n>16
n )

6- Para X ~ N(,u;lOO), n=25, X=1020 e a =0,05, calcule a RC, erros da 2* espécie e a
funcao poténcia (supondo x =1010, 1030, 990 e 980) para:

H, : 4, =1000
H, : 1z, >1000

Resolucao:
P(X >k)=0,05< P| Z z% =0,05 < P(Z <X _100()) =095
J25
k —1000 . - .
= ————=1645< k =1032,9 RC € [1032,9,+oo[ 1020<1032,9 nao se rejeita H

Tabela 17.3 — Erros de 2% espécie
e poténcia do teste

7 Blu) (u)

1010 0,8749 0,1251
1030 0,5596 0,4404

7- Dadas duas populacoes de notas (que variam de 00,00 a 200,00 Valores) de estudantes
de Eng® Quimica e Eng® Electrotécnica com exame de recorréncia, cujo tamanho da
populacao para cada amostra € de 81.
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63 70 42 33 46 79 85 15 18 43 92 74 73
98 56 75 28 56 48 91 75 76 94 82 76 84
42 81 93 45 41 86 98 87 79 78 96 94 92
84 20 53 40 80 60 70 56 58 59 52 57 53
51 61 81 72 94 83 54 60 63 68 69 62 67
43 61 68 59 72 47 41 73 74 77 76 84 79
76 84 73 51 48 92 85 99 9% 80 70 75 76
92 43 57 86 75 84 91 84 71 84 71 24 28
91 42 86 75 10 14 11 29 34 81 46 48 47

a) Retire das duas populacoes amostras aleatorias de tamanho 14.

Resolucao:

61
83
83
55
64
81
84
27
45

63
91
84
84
85
80
73
39
41

84
87
54
61
71
82
94
37
90

Neste caso deve-se usar a tabela de nimeros aleatorios para conseguir retirar as amostras.
As entradas na tabela devem ser consideradas por linhas e nédo colunas

Amostras

Turma 1: 92, 45, 86, 25, 75, 73, 28, 89, 98, 84, 84, 91, 86, 86 — Variavel X
Turma 2: 84, 92, 28, 15, 47, 75, 84, 76, 94, 70, 34, 81, 73, 84 — Variavel Y

X Y X=X =X (Xi_x)2 XY y=Yi-Y (Yi_Y)2
92 84 17,57 308,70 299,92 17,07 291,39
45 92 -29,43 866,12 -737,81 25,07 628,50
86 28 11,57 133,86 -450,42 -38,93 1515,54
25 15 -49,43 2443,32 2566,90 -51,93 2696,72
75 47 0,57 0,32 -11,36 -19,93 397,20
73 75 -1,43 2,04 -11,54 8,07 65,12
28 84 -46,43 2155,74 -792,56 17,07 291,39
89 76 14,57 212,28 132,15 9,07 82,27
98 94 23,57 555,54 638,04 27,07 732,79
84 70 9,57 91,59 29,38 3,07 9,42
84 34 9,57 91,59 -315,14 -32,93 1084,39
91 81 16,57 274,56 233,14 14,07 197,97
86 73 11,57 133,86 70,23 6,07 36,85
86 84 11,57 133,86 197,50 17,07 291,39
1024 -0,02 7403,38 1848,43 -0,02 8320,94

b) Diga qual a turma que possui maior variancia em notas.

XX =X 740338 0,0

~7443  S2=
n-1 13

7 2(Xi) 1042
n 14
¢_2W)_esr

n

—\2
=220 _ 66,93 S? = Z(Y—_Y) = 640,07
14 n-1

E visivel que as notas da turma 2 possuem maior variancia

190Dacente: Redrigues Zicai Fazenda  z_fazenda@yahoc.combr ou wzfazenda@ustm.ac.mz 84-4934100



Manual de Estatistica Descritiva, Probabilidade e Tnferéncia Estatistica

c) As estatisticas anteriores para os analistas levam com que estes afirmem que os
estudantes da Eng®* Quimica sao mais inteligentes que os da Electrotecnia. Sera que é
verdade, admitindo um erro de 5%?

Resolucao:

Sabe-se que o o € desconhecido e N <30, entdo usaremos T-Student

a =0,05. Calculadas as medias populacionais teremos: g, =64,54 u, =67,20

H, : 1, <= 1, Estudantes da Turma 1 nao sdo mais inteligentes que os da turma 2

H,:u > u, Estudantes da Turma 1 sdo mais inteligentes que os da turma 2

o (X, = X, )= (e — 11,) _ 7443-6693-6454+6720 1016 _
1,1 (n, —1)S2 +(n, —1)s2 \/( 1.1 J13x569,49+13x640,07 9,295
n n, n+n,—2 14 14 26

ty wny =177

Tea (t(nyy» D0 se rejeita H;, o que significa que os estudantes da Eng* Quimica nao séo

mais inteligentes que os da Eng® Electrotécnica

d) Se tomarmos X como notas da Eng®* Quimica e Y como notas da Electrotecnia. Pode-se
dizer que o comportamento dos estudantes cujas notas sao X dependem ou relacionam-se
com fieldade aos Y por estarem na mesma Faculdade?

Resolucao:

TS ) JERIEy) JDTEy)  essesergs 2osse

Eles se relacionam, o que significa que o comportamento desses alunos por estarem na
mesma Faculdade é proxima.

X covxy) XX -XNN-V) 184843 184843 _

e) Determine a equacao da recta de regressao, considerando a variavel Y como dependente.

Resolucao:

X
z J y= 66,93+L88X =66,93+9,67x

=a, +a =y+
Y= ay ou y=y S X 740338

8- A despesa semanal em alimentacao de um agregado familiar pertencente a certa classe
de rendimentos tem desvio padrao o =170. Cré-se que a despesa semanal média é de 1500;
sendo 1420 a hipétese alternativa, e fixado o nivel de significancia « = 0,05, com base numa

amostra aleatoria de tamanho n, obteve-se a probabilidade do erro tipo II de 0,10
aproximadamente. Determine o tamanho da amostra.

Resolucao
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X- Despesa semanal em alimentacdo por agregado familiar pertencente a certa classe de
rendimento com o =170 H,: #=1500 Hi: u =1420 a =005 =010

P(X  RC/H, = verdadeiro) = & = P(X <k) = 0,05 < P(>—*o. ”0 < -1645) < P(X < 4, 16457)
o n
Jﬁ

010=8=P(X eRA/H,)=a = P(X >k)=0,05< P( A 1645) < P(X > u, —1,645-2)

n

\/ﬁ

. va (o) s e - .
do erro tipo 1 temos X =y, —1,645— o valor critico, substituindo na equacao do erro tipo

n

[ U, —1,645 \7_) — Uy (1500 1 645];/7_0j 1420
n n
II, teremos: P(Z > Ca )=P(Z > 170 ) para
Jn Jn
1500 -1,645 ];/7_0) 1420
P(Z>12)=010=2=1282 daique n ~1282=n=239

170

Jn
9- Onde é que usamos amostragem sistematica?

Resposta:
Quando estamos no campo de trabalho

Exercicios Propostos

1- Suponha que o tempo que um operador leva para executar uma certa actividade seja
normalmente distribuido, com o tempo médio de 12 minutos e desvio de padrao de 1,5
minutos. Se o operador esta realizando esta actividade repetidamente, qual é probabilidade
de que, em certo momento, ele leve entre 9 e 15 minutos para executar uma operacao deste
tipo? ***

2- Suponha que uma fabrica tenha estabelecido que a vida meédia dos pneus para
automoveis de sua fabricacado, € de 35.000 Km rodados, com um desvio padrao de 3.000
Km. Suponha ainda que o tempo de duracdo dos pneus seja uma variavel aleatoria
normalmente distribuida. ***

a) Se a fabrica fornecer uma garantia de 30.000 Km, em condi¢oes normais de uso do
veiculo, qual a probabilidade de que um pneu vendido tenha de ser substituido?

b) Nas condicdes do item (a), qual a percentagem de pneus que terdo de ser substituidos?
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c) Que quilometragem a fabrica deve oferecer como garantia, para que nenhum pneu
vendido tenha de ser substituido?

d) A fabrica esta preocupada em melhorar a qualidade dos pneus e, para isso, esta sendo
estudada a possibilidade de se aumentar a duracao média dos pneus. Desta forma, qual
deveria ser a duracdo média para que, com uma garantia de 30.000 Km, somente 1% dos
pneus vendidos tenham de ser trocados?

3- Um fabricante de refrigerantes vende um dos seus produtos engarrafados em vasilhames
de 1 litro. Para engarrafar este produto usa-se uma maquina, que, calibrada, permite obter
o volume desejado, segundo uma curva normal, com um desvio de 30 ml ***10

a) Se o orgao fiscalizador do governo (OFG) faz a exigéncia de que ndo mais de 8% de
garrafas tenham um volume menor do que o nominal, em quanto deve ser regulada a
maquina para que o fabricante nao seja autuado?

b) Se a maquina for calibrada para colocar 1.035 ml de liquido no vasilhame, qual a
percentagem de vasilhames que nao estardo atendendo as especificacoes do OFG?

c) Para qual valor deve ser ajustada a precisdao da maquina, para que, estando calibrada
em 1.350 ml, as especificacaoes do OFG seja atendidas?

4- Uma amostra aleatéria de 10 pacotes de café foi selecionada do stock de um grande
supermercado. Observou-se os seguintes pesos (em g): 497,5; 499,2; 500,3; 491,8; 502,7;
493,9; 497,4; 509,8; 503,2. Encontre estimativas para o peso médio e a variancia.
Considerando o peso dos pacotes como uma variavel normalmente distribuida, obtenha
também intervalos com 95% de confianca para os mesmos parametros estimados. ***

S5- Foram observados os tempos de duracdo do intervalo para o “cafezinho”, para uma
amostra de 20 empregados de uma empresa, obtendo-se os seguintes resultados, em
minutos: ***

15,79 15,75 18,11 14,54 10,06 17,32 18,52 16,11 13,59 18,63 16,27 13,75 15,16 14,75
13,03 18,47 12,14 14,67 16,52 12,47

Encontre a média e a variabilidade estimadas do tempo de duracédo do intervalo para o
“cafezinho” dos funcionarios da empresa. Encontre, ainda, intervalos de 90% de confianca
para a média e a variancia, supondo a variavel tempo distribuida segundo uma Norma.

6- Suponha que a pressao sanguinea sistolica seja uma variavel distribuida segundo uma
norma. Foi observada a pressao de um grupo 16 pacientes de uma clinica, obtendo-se os
seguintes resultados, em mm de Hg: ***

121,3118,8 127,9 132,5 146,3 110,7 152,3 126,7

120,9 110,8 142,3 135,7 140,8 137,6 128,3 113,9

Estime e encontre um intervalo de 99,5% de confianca para a pressao sistélica média dos
pacientes desta clinica.

19 Todos exercicios com *** foram retirados do livro: Exercicios retirados do Reginaldo, C., at al (1999).
Analise de Modelos de Regressdo Linear. pp. 22-23
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7- Para o estudo do consumo médio de combustivel para uma determinada marca de
automovel, foi observado o consumo de uma amostra de 20 destes veiculos, obtendo-se uma
meédia de 16,7 KM/1 e um desvio padrao de 2,3Km/1l. Construa um intervalo de 95% de
confianca para o consumo médio de combustivel, para este tipo de veiculo. Suponha o
consumo de combustivel aproximadamente normal. ***
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APENDICE

reas sob a curva normal padrao.

(Para os valores negativos de z as areas sao obtidas por simetria)

z
0,0
0,1
0,2
0,3
0,4

0,5
0,6
0,7
0,8
0,9

1,0
11
1,2
1.3
14

15
1,6
1,7
1,8
1,9

2,0
2,1
2,2
2,3
2,4

2,5
2,6
2,7
2,8
29

3,0
3,1
3,2
3,3
3,49

3,6

3.9
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0,00
0,0000
0,0398
0,0793
0,1179
0,1554

0,1915
0,2257
0,2580
0,2881
0,3159

0,3413
0,3643
0,3849
0,4032
0,4192

0,4332
0,4452
0,4554
0,4641
0,4713

0,4772
0,4821
0,4861
0,4893
0,4918

0,4938
0,4953
0,4965
0,4974
0,4981

0,4987
0,4990
0,4993
0,4995
0,4997

0,4998

0,500

0,01
0,0040
0,0438
0,0832
0,1217
0,1591

0,1950
0,2291
0,2611
0,2910
0,3186

0,3438
0,3665
0,3869
0,4049
0,4207

0,4345
0,4463
0,4564
0,4649
0,4719

0,4778
0,4826
0,4864
0,4896
0,4920

0,4940
0,4955
0,4965
0,4975
0,4982

0,4987
0,4991
0,4993
0,4995
0,4997

0,4998

0,02
0,0080
0,0478
0,0871
0,1255
0,1628

0,1985
0,2324
0,2642
0,2939
0,3212

0,3461
0,3686
0,3888
0,4066
0,4222

0,4357
0,4474
0,4573
0,4656
0,4726

0,4783
0,4830
0,4868
0,4898
0,4922

0,4941
0,4956
0,4967
0,4976
0,4982

0,4987
0,4991
0,4994
0,4995
0,4997

0,4999

0,03
0,0120
0,0517
0,0910
0,1293
0,1664

0,2019
0,2357
0,2673
0,2967
0,3238

0,3485
0,3708
0,3907
0,4082
0,4236

0,4370
0,4484
0,4582
0,4664
0,4732

0,4788
0,4834
0,4871
0,4901
0,4925

0,4943
0,4957
0,4968
0,4977
0,4983

0,4988
0,4991
0,4994
0,4996
0,4997

0,4999

0,04
0,0160
0,0557
0,0948
0,1331
0,1700

0,2054
0,2389
0,2703
0,2995
0,3264

0,3508
0,3729
0,3925
0,4099
0,4251

0,4382
0,4495
0,4591
0,4671
0,4738

0,4793
0,4838
0,4875
0,4904
0,4927

0,4945
0,4959
0,4969
0,4977
0,4983

0,4988
0,4992
0,4994
0,4996
0,4997

0,4999

0,05
0,0199
0,0596
0,0987
0,1368
0,1736

0,2088
0,2422
0,2734
0,3023
0,3289

0,3531
0,3749
0,3944
0,4115
0,4265

0,4394
0,4505
0,4599
0,4678
0,4744

0,4798
0,4842
0,4878
0,4906
0,4929

0,4946
0,4960
0,4970
0,4978
0,4984

0,4989
0,4992
0,4994
0,4996
0,4997

0,4999

0,06
0,0239
0,0636
0,1026
0,1406
0,1772

0,2123
0,2454
0,2764
0,3051
0,3315

0,3554
0,3770
0,3962
0,4131
0,4279

0,4406
0,4515
0,4608
0,4686
0,4750

0,4803
0,4846
0,4881
0,4909
0,4931

0,4948
0,4961
0,4971
0,4979
0,4985

0,4989
0,4992
0,4994
0,4996
0,4997

0,4999
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0,07 0,08
0,0279 0,0319
0,0675 0,0714
0,1064 0,1103
0,1443 0,1480
0,1808 0,1844
0,2157 0,2190
0,2486 0,2517
0,2794 0,2823
0,3078 0,3106
0,3340 0,3365
0,3577 0,3599
0,3790 0,3810
0,3980 0,3997
0,4147 0,4162
0,4292 0,4306
0,4418 0,4429
0,4525 0,4535
0,4616 0,4625
0,4693 0,4699
0,4756 0,4761
0,4808 0,4812
0,4850 0,4854
0,4884 0,4887
0,4911 0,4913
0,4932 10,4934
0,4949 0,4951
0,4962 0,4963
0,4972 0,4973
0,4979 0,4980
0,4985 0,4986
0,4989 0,4990
0,4992 0,4993
0,4995 0,4995
0,4996 0,4996
0,4997 0,4997
0,4999 0,4999

84-4934100

0,09
0,0359
0,0753
0,1141
0,1517
0,1879

0,2224
0,2549
0,2852
0,3133
0,3389

0,3621
0,3830
0,4015
0,4177
0,4319

0,4441
0,4545
0,4633
0,4706
0,4767

0,4817
0,4857
0,4890
0,4916
0,4936

0,4952
0,4964
0,4974
0,4981
0,4986

0,4990
0,4993
0,4995
0,4997
0,4998

0,4999
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Distribuicao de t (Student)

gh\P 0,55 060 065 070 075 080 08 09 095 0,975 0,99 0,995 0,999
01 0,158 0,325 0,510 0,727 1,000 1,376 1963 3,078 6,314 12,706 31,821 63,657 636,619
02 0,142 0,289 0,445 0,617 0816 1,061 1,386 1,886 2920 4,303 6,965 9,925 31,598
03 0,137 0,277 0,424 0584 0,765 0,978 1,250 1,638 2,353 3,182 4,541 5,541 12,924
04 0134 0,271 0414 0569 0,741 0941 1,190 1,533 2,132 2,776 3,747 4,604 8,610
05 0,132 0,267 0,408 0,559 0,727 0920 1,156 1,476 2,015 2571 3,365 4,032 6,869

06 0,131 0,265 0,404 0,553 0,718 0,906 1,134 1,440 1,943 2,447 3,143 3,707 5,959
o7 0,130 0,263 0,402 0,549 0,711 0,896 1,119 1,415 1,895 2,365 2,365 3,499 5,408
08 0,130 0,262 0,399 0,546 0,706 0,889 1,108 1,397 1,860 2,306 2,896 3,355 5,041
09 0,129 0,261 0,398 0,543 0,703 0,883 1,100 1,383 1,833 2,262 2,821 3,250 4,781
10 0,129 0,260 0,397 0,542 0,700 0,879 1,093 1,372 1,812 2,228 2,764 3,169 4,587

11 0,129 0,260 0,396 0,540 0,697 0876 1,088 1,363 1,796 2,201 2,718 3,106 4,437
12 0,128 0,259 0,395 0,539 0,695 0873 1,083 1,356 1,782 2,179 2,681 3,055 4,318
13 0,128 0,259 0,394 0,538 0,694 0870 1,079 1,350 1,771 2,160 2,650 3,012 4,221
14 0,128 0,258 0,393 0,537 0,692 0,868 1,076 1,345 1,761 2,145 2,624 2,977 4,140
15 0,128 0,258 0,393 0,536 0,691 0,866 1,074 1,341 1,753 2,131 2,602 2,947 4,073

16 0,128 0,258 0,392 0,535 0,690 0,865 1,071 1,337 1,746 2,120 2,583 2,921 4,015
17 0,228 0,257 0,392 0,534 0,689 0,863 1,069 1,333 1,740 2,110 2,567 2,898 3,965
18 0,127 0,257 0,392 0,534 0,688 0,862 1,067 1,330 1,734 2,101 2,552 2,878 3,922
19 0,127 0,257 0,391 0,533 0,688 0,861 1,066 1,328 1,729 2,093 2,539 2,861 3,883
20 0,227 0,257 0,391 0,533 0,687 0,860 1,064 1,325 1,725 2,086 2,528 2,845 3,850
21 0,127 0,257 0,391 0,532 0,686 0,859 1,063 1,323 1,721 2,080 2,518 2,831 3,819
22 0,127 0,256 0,390 0,532 0,686 0,858 1,061 1,321 1,717 2,074 2,508 2,819 3,792
23 0,127 0,256 0,390 0,532 0,685 0,858 1,060 1,319 1,714 2,069 2500 2,807 3,767
24 0,127 0,256 0,390 0,531 0,685 0,857 1,059 1,318 1,711 2,064 2,492 2,797 3,745
25 0,127 0,256 0,390 0,531 0,684 0,856 1,058 1,316 1,708 2,060 2,485 2,787 3,726

26 0,127 0,256 0,390 0,531 0,684 0,856 1,058 1,315 1,706 2,056 2479 2,779 3,707
27 0,127 0,256 0,389 0,531 0,684 0,856 1,057 1,314 1,703 2,052 2473 2,771 3,690
28 0,127 0,256 0,389 0,530 0,683 0,856 1,056 1,313 1,701 2,048 2,467 2,763 3,674
29 0,127 0,256 0,389 0,530 0,683 0,854 1,055 1,311 1,699 2,045 2,462 2,756 3,659
30 0,127 0,256 0,389 0,530 0,683 0,854 1,055 1,310 1,697 2,042 2,457 2,750 3,646

40 0,126 0,255 0,388 0,529 0,681 0,851 1,050 1,303 1,684 2,021 2423 2,704 3,551
60 0,126 0,254 0,387 0,527 0,679 0,848 1,046 1,296 1,671 2000 2390 2,660 3,460
120 0,126 0,254 0,386 0,526 0,677 0845 1,041 1,289 1658 1,980 2,358 2,617 3,373

o 0126 0,253 0,385 0,524 0,674 0842 1,036 1282 1645 1960 2,326 2,576 3,201
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Tabela de Contigéncia da Distribuicao Qui - Quadrado ;(2

GL\P

0,01

0,05

0,10

0,20

0,30

0,50

0,70

0,80

0,90

0,95

0,98

0,99

0,999

0l

,0002

0,004

0,016

0,064

0,148

0,455

1,074

1,642

2,706

3,84l

5,412

6,635

10,827

02

0,020

0103

0,2l

0,446

0,713

1,386

2,408

3,219

4,605

5,991

7,824

9,210

13,815

03

0,115

0,352

0,584

1,005

1,424

2,366

3,665

4,642

6,251

7,815

9,837

11,345

16,266

04

0,297

0,711

1,064

1,649

2,195

3,357

4,878

5,989

7,779

9,488

11,668

13,277

18,467

05

0,554

1,145

1,610

2,343

3,000

4,351

6,064

7,289

9,236

11,070

13,388

15,080

20,515

06

0,872

1,635

2,204

3,070

3,828

5,348

7,231

8,558

10,645

12,592

15,033

16,812

22,457

07

1,239

2,167

2,833

3,822

4,671

6,346

8,383

9,803

12,017

14,067

16,622

18,475

24,322

08

1,646

2,733

3,490

4,594

5,527

7,344

9,524

11,030

13,362

15,507

18,168

20,090

26,125

09

2,088

3,325

4,168

5,380

6,393

8,343

10,656

12,242

14,684

16,919

19,679

21,666

27,877

10

2,558

3,940

4,865

6,179

7,267

9,342

11,781

13,442

15,987

18,307

21,161

23,209

29,588

11

3,053

4,575

5,578

6,989

8,148

10,34l

12,899

14,63l

17,275

19,675

22,618

24,725

31,264

3,571

5,226

6,304

7,807

9,034

1,340

14,01l

15,812

18,549

21,026

24,054

26,217

32,909

13

4,107

5,892

7,042

8,634

9,926

12,340

15,119

16,985

19,812

22,362

25,472

27,688

34,528

14

4,660

6,571

7,790

9,467

10,821

13,339

16,222

18,15l

21,064

23,685

26,873

29,41

36,123

15

5,229

7,26l

8,547

10,307

11,721

14,339

17,322

19,311

22,307

24,996

28,259

30,578

37,697

16

5,812

7,692

9,312

1,152

12,624

15,338

18,418

20,465

23,542

26,296

29,633

32,000

39,252

17

6,408

8,672

10,085

12,002

13,531

16,338

19,511

21,615

24,769

27,587

30 995

33,409

40,790

18

7,015

9,390

10,865

12,857

14,440

17,338

20,601

22,760

25,989

28,869

32,346

34,805

42,312

19

7,633

10,117

11,651

13,716

15,532

18,338

21,689

23,900

27,204

30,144

33,687

36,191

43,820

20

8,260

10,85l

12,443

14,572

16,266

19,337

22,775

25,038

28,412

31,410

35,020

37,566

45,315
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Binomio de Newton

Denomina-se Binémio de Newton, a todo binémio da forma (a + b)» , sendo n um numero
natural

Exemplo:
B = (3x - 2y)* (onde a = 3x, b = -2y e n = 4 [grau do bindmio]).

Isaac Newton - Fisico e Matematico Inglés(1642 - 1727) deu diversas contribuicoes a
Matematica, que estdo reunidas na monumental obra Principia Mathematica, escrita em
1687. Tomemos alguns Exemplos de desenvolvimento de binéomios de Newton:

a) (atb)2=a2 +2ab+b2

b) (a+b)3=a3+3a2b+3ab2+b3

Observe que o expoente do primeiro e Ultimo termos sdo iguais ao expoente do bindémio, ou
seja, igual a 3. A partir do segundo termo, os coeficientes podem ser obtidos a partir da
seguinte regra pratica de facil memorizacao: Multiplicamos o coeficiente de a pelo seu
expoente e dividimos o resultado pela ordem do termo. O resultado sera o coeficiente do
proximo termo. Assim por exemplo, para obter o coeficiente do segundo termo do item (b)
acima teriamos: 1.3 =3; agora dividimos 3 pela ordem do termo anterior (1 por se tratar do
primeiro termo) 3:1=3 que ¢é o coeficiente do segundo termo procurado.

Observe que os expoentes da variavel a decrescem de n até O e os expoentes de b crescem
de O até n.

Também os coeficientes binomiais para o binomio de Newton podem ser obtidos apartir do
desenvolvimento da seguinte tabela:

Triangulo de Pascal

(a+b) 1 1

(a+b)? 1 2 1

(a+h)’ 1 3 3 1

(a+b)* 1 4 6 4 1

(a+hb)° 1 5 10 10 5 1

(a+hb)° 1 6 15 20 15 6 1

(a+h)’ 1 7 21 35 35 21 7 1
(a+b)® 1 8 28 56 70 56 28 8 1
(a+h)® 1 9 36 84 126 126 84 36 9 1
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